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Problema 4.5 — Electromagnetismo (Profesor: Benit&imeno)

Con cuatro laminas conductoras muy largas se forman prisma de seccién rec-
tangular de lados a y b. Determinar el potencial ddro del prisma cuando dos ca-
ras opuestas se conectan a tierra y las otras dopatenciales +\4.

La solucién del potencial en la region —a/2 <alZ; -b/2 <y < b/2 es:

D(x,y) = i av(-2)" co{g(Zm + 1)xj sinh(g(Zm + 1)yj

= ) b
=0 rr(2m +1)sinh| 7 (2m +1)>
rr(2m +1)sin (a( m + )Zj

Haremos una representacion numérica para el cagoee

Vo=10V
a=1m
b=0,5m

1. — Realizar un estudio de convergencia de la fuido en punto x,y para determi-

nar cuantos términos debemos escoger para que elr@r relativo sea menor del
1%.

Escogemos x = a/3, y = -b/2 (por lo que V debacircarse a 10V).
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Gréfica 1

Al programar en C++, se ha tenido en cuenta ldaos@n acumulada entre dis-
tintos puntos (ya que oscila cada n puntos), yenbaspuesto como condicion de con-
vergencia la diferencia entre una iteracion y lem@or, sino que la oscilacion total de

un pico respecto al valor central (dividido pardeoler desviaciones relativas) fuese
menor del 1%.
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Se ha elegido un punto conflictivo, pues estamasneborde, donde el potencial
es mas picado y necesita mas iteraciones para rgamvé&si eligiésemos un punto mas
cercano al centro del rectangulo, se necesitar@aromiteraciones (compruebo que unas
35). Como de este estudio queremos obtener ekliheit sumatorio para luego calcular
X,y en cualquier punto, escogemos aquel punto dehlemaximo sea mayor para que
sea aplicable en cualquier punto del rectangul@ahdel escoger un punto “especial”.

Con este valor maximo MAX = 130 realizaremos stoade sumatorios en los
ejercicios siguientes.

2. — Representar en 3D el potencial frente a x eggcogiendo un numero suficiente
de puntos (mallado).

Escogemos 40x20 puntos (densidad uniforme).

Cabe sefalar que en todas los calculos y repezsenés posteriores se exclu-
yen las cuatro esquinas del rectangulo por tra@espuntos que no estan bien defini-
dos. Si lo representamos con Matlab con una sgpedue contenga a los 800 puntos
calculados:
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Gréfica 2

Se comprueba, por tanto, que se cumplen las dond& de contorno, puesto
que en los bordes [x| = a/2 el potencial vale @\ ® +b/2 es igual a +10V.
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3. — Comprobar que la componente tangencial del cgu eléctrico en los bordes se
anula.
El campo eléctrico se obtiene derivando la expresliel potencial (gradiente).
Simplificando obtenemos:
Exy) =00 =y — MY .
m=0 asinh(ﬂ(Zm + 1))
a 2

« [_ sin(g(Zm + 1)Xj sinh(g(Zm + 1)yj ;co{g(Zm + 1)xj cosh(g(Zm + 1)yj ;0}

Que si lo representamos graficamente con Matlab:
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Gréfica 3 — Representacion del campo vectorial E el rectangulo.

Si calculamos Een y=xb/2 se obtiene tras simplificar:
b 4V, (-1)" . (7[ j
E (Xxt—=)==%) —2 "7 sin —(2m+1)x
()= £ =  (2m+1)
Si calculamos {en x=+a/2 se obtiene tras simplificar:

Ey(i% v)= _i 4V, (_1)’" Co{i%(zm"' 1)}:05}{% (2m+ 1)yj: 0

”‘zoasinrfr (2m+ 1)2)

a

En efecto, calculamos que el campasE& cancela en el borde, pero no sucede asi
a primera vista con,EDe hecho, si hacemos un estudio de convergepraiictia serie
en un punto x que no anule el seno, podemos velagezie oscila infinitamente y aco-
tadamente. Hacemos el calculo y representaciong&d25 e y = -b/2.
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Estudio de convergencia 1%
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Se elige un valor de x para el que no se anware automaticamente para ver
la falta de convergencia. Por tanto, al represegit@ampo en y = -b/2 y x variable,
habra ocasiones en el que sea cero y otras endda guma sea oscilante.

No obstante, podemos comprobar que el valor meslcero, que es lo que cabe
esperar al tratarse de un metal.

En resumen, podemos ver que el campodg€ila apreciablemente en los bordes
si ponemos si utilizamos un N maximo (y no hacetagsedia cuando la serie es osci-
lante). Si representamos el campaeR todo el rectangulo, se obtiene la siguient-gra
ca:
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Las variaciones en torno al cero en el borde y 22 sbn significativas, mayor incluso
que el campo JEen otros puntos del rectangulo y comparablg enEese mismo punto,
lo que se debe a la no convergencia de la serie.

En el interior del rectanguloEs pequefio, despreciable frente, @@no se aprecia en
la Gréfica 3.

En el caso de Fen x=+a/2 no hay ningun problema numeérico, pormaéema-
ticamente es cero cada término del sumatorio @etitia de f, puesto que el coseno
se anula.

La Grafica 3 podria hacernos pensar que estaacianes de grespecto al 0 en
el borde son despreciables frenteyaek ese punto y que en los laterales la componente
tangencial se anula, pero si ampliamos la imagesl borde, se observa que ambos va-
lores si son comparables en el borde superior @Bndscila):
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Si representamos los vectores en toda la reg@®seraprecia claramente porque
dominan las divergencias de los bordes frente mboaen el centro, lo que se debe a
que los valores en las esquinas si son signifegtincluso mayores, respecto al resto
de la region.
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4. — Representar la densidad superficial de cargandos bordes con 50 puntos por
lateral.

Suponiendo que las componentes tangencialestatdes son cero, la densidad
superficial es simplemente:

92 -En

80

es decir, en x = + a/2, la densidad superficial lalgo de y vendra dada por xtEien-
tras que en y = * b/2, ésta vendra dad poy,-dBnde se ha tenido en cuenta que el vec-
tor normal a la superficie que sale de la regiéndisigno contrario en cada lateral
opuesto.

Representando los valores se obtiene la siguiistiébucion de densidad super-
ficial de carga.
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Gréfica 7

Como vemos, la densidad superficial de carga@knte en x (si se representa-
sen mas puntos, se veria mas suave) debido a qgeheocogido un nimero suficiente
de términos (el nimero maximo de iteracion pareolasergencia establecido segun el
potencial no es suficiente para el campo). Parat2edciones, se suaviza la grafica:
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Como comentario general, cabe sefalar que paliaareal estudio del campo
eléctrico y la densidad superficial de carga sathiaado un nimero de iteraciones da-
do por el estudio realizado para el potencial, doatabria la posibilidad de que se ne-
cesitase un numero mayor para obtener un mismo retedivo. Estas desviaciones po-
drian ser mas significativas en los bordes y eedgsiinas, que son puntos mas conflic-
tivos, como se ha observado al representar la deshsiuperficial. No obstante, el nu-
mero de iteraciones no es la razén de las desumexigrandes en los bordes en el cam-
po E, sino que se trata de una desviacion puramentnmaéita y no de un error nume-
rico.

Recordemos que la convergencia de una serie te¢esndicion necesaria, no
suficiente) que el término del sumatorio cuandéende a infinito se anule, lo cual no
sucede ya que aparece una indeterminacion enig Hinelevado a infinito multiplica-
do por seno de infinito, con lo que el limite noceso. Es decir, la serie no converge.
Esto se debe a que al derivar el potencial, qaersierge al tener un (2m+1) en el de-
nominador, este término se cancela. El términodenEnfinito sélo es cero si el argu-
mento del seno se cancela para todo m, es decir, si

T

lim M sin(— (2m+ 1)xj¢ 0 en general

m- oo a a
Iim%sir{%(ﬂm 1)Xj:0 SiV, - 00si %(2m+ 1)x = pr

m-— oo

Para ciertos x fijos, el campo es 0 porque todoit¥® es cero, si x=pa/(2m+1)
siendo p y m numeros enteros, como se ha compradrath Gréafica 5, donde V toma
el valor O cada ciertos valores de x.

Por dltimo, resaltar que se trata de un problatealien el que se han desprecia-
do los efectos de las esquinas, donde el potgpasaba de 0V a 10V en cada lateral de
un punto al siguiente. Esto podria ser la expl@aditima de por qué el campo eléctri-
co ha tenido un comportamiento anémalo al derivaumatorio del potencial (dando
una serie infinitamente oscilante y acotada) erdtesales. Otra opcion de que el cam-
po converja es no llegar a m grandes y hacer téaderinfinito, con lo que si nos res-
tringimos a x cercano a cero, este comportamieesaghrece y los efectos de los bor-
des son despreciables, con lo que se cumpliriaridicion de que la componente tan-
gencial a la superficie de un metal del campo séaaAunque de los resultados genera-
les anteriores numeéricos tras derivar la expred@motencial no podemos concluir que
ésta sea nula en todo caso, podemos partir direotande la expresion del potencial.
En lugar de usar una comprobacion numérica, podeamgdear el argumento tedérico
de que el potencial debe cumplir la condicién det@mo de que vale 10V en todo el
borde para todo x del lateral, y que como dichonab varia a lo largo de x, la deriva-
da es cero y la componente tangencial se anula.
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Como curiosidad, el potencial en los bordes saoperiinferior se obtiene me-
diante una serie infinita que presenta el fenonmEnGibbs. Se ha representado para el
borde a +10V, con 200 puntos (x) y 500 términosaadnatorio.
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Detalle en un menor tramo de x y mayor densidaolu¢os:
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