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OBJETIVO

En este experimento se estudia el movimientoaiscib de un péndulo simple y un péndulo fi-
sico mediante un crondmetro de precision conedadta célula fotoeléctrica. Los objetivos prinogsal
del experimento son:

e el estudio de la dependencia del periodo del pérglaiple con la amplitud de oscilacion;

» la determinacion de la aceleracion de la gravedzatta del periodo de oscilacion;

» el estudio del amortiguamiento y la obtencion deolastante de tiempo y del factor de calidad;

» el estudio en el péndulo fisico de la dependerngigeriodo con el angulo de la varilla respecto
al plano vertical de oscilacion y

» la comparacion de los momentos de inercia de lambienidos experimental y tedricamente.

FUNDAMENTOS TEORICOS

El objeto de estudio en este experimento es eimiemnto de un péndulo: su dependencia del
periodo con la amplitud, el amortiguamiento al ga& sometido y el estudio del ejemplo concreto del
péndulo fisico, donde el momento de inercia esiyefite en el planteamiento tedrico.
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Figura 1 - Diagrama de fuerzas en un péndulo simple.

Si consideramos un péndulo como el de la antégara, segun las leyes de Newton y relacio-
nes trigopnomeétricas podemos obtener la ecuaci@neditial que caracteriza el movimiento e identifica
la frecuencia angulas, del movimiento oscilatorio:

2
dé?+gsin6’:0 Lw?=3 [1]
dat> L CoL

En este planteamiento se considera que el péedulm sistema ideal formado por un hilo inex-
tensible y masa despreciable, suspendido por uto fijmen el extremo superior (pivote sin rozamien
to) y suspendido de su extremo inferior una masdugill

Si se desarrolla por Taylor el término del serse yestringe a pequefas oscilaciones, se obtiene
la ecuacion de un movimiento arménico simple:

H:HOsin(ax+qo)_>T:2ﬂ\/g [2]

Si se generaliza para cualquier amplitud inidéagxpresién del movimiento se obtiene resol-
viendo una integral eliptica de primera clase.

No obstante, si el &ngulo no es demasiado grandkenpas truncar el desarrollo en serie en los
términos de segundo orden, con lo que obtenemoslqegiodo es aproximadamente:

T= 2n\/5{1+%sin2 9_20] [3]




Esta formula difiere en cuanto a la anterior emlegpendencia con el angulo de oscilacion, pero
su relacién con la longitud y la gravedad no vaefaambos casos, el periodo sera el doble cuando la
longitud se cuadriplique o la gravedad se dividaeecuatro, mientras que la masa no influye eraklrv
del mismo (puesto que se ha despreciado el efett@zamiento viscoso). Por ello, si se llevaseéal-
dulo a la luna, donde la gravedad es menor, ebgerdel péndulo seria mayor, con lo que si seaté
como reloj estaria retrasando con respecto al tiathepmismo péndulo medido en la Tierra.

No obstante, este sistema ideal no se da enlidagapues todo sistema oscilante esta sometido
a rozamiento y amortiguacion por diversos factodeg manera de cuantificar dicha amortiguacion es
estudiar la tasa de pérdida de energia por cisldlézion). A este cociente se le denomina factocad
lidad Q (multiplicado por una constante historidaitearia):

Q=2mc) (4

Para obtener el valor de Q es necesario plantearamente la ecuacion de movimiento de un
péndulo amortiguado. En la ecuacién diferencia eqgauna fuerza de rozamiento proporcional a la
primera derivada del angulo (velocidad angular):

2
49,549, 9gine=0 [5]
dt* mdt L

La solucion a esta ecuacion diferencial homogésdgpara pequefias oscilaciones) representa un

decaimiento exponencial de la amplitud con el tierfies la constante de tiempo o relajacion):

_t
0=6e cos(cut + 90) [6]

Para hallar la velocidad podemos multiplicar laa®idn por L (longitud del péndulo) de forma
que se obtiene el arco. Al derivar esta ecuacionde v es la velocidad yoAa elongacion (de arco)
inicial en t = 0 respecto del equilibrio) se ob&esproximadamente, (si se supone que al amortigua-
miento es deébil es licito despreciar los téerminelsodden T7):

_t
v= Awe ¥ sinfat +6,) -V, = Aw [7]
Asimismo, si el amortiguamiento es débil, podermgm®ximar el factor de calidad Q por:
E r
=2m—| =2m—=r 8
Q %AE ciclo T [ ]

Estudiemos ahora el caso de un péndulo fisicopdshaulo fisico es un cuerpo de masa m sus-
pendido de un punto que dista una distangiadé su centro de masas y que puede realizar un- movi
miento oscilatorio alrededor del punto de suspensio
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Figura 2 - Esquema de un péndulo fisico.
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Segun las leyes de la dinamica, el momento dedseaplicadas es funcion del momento de
inercia del péndulo y de la aceleracion angular:

2
e [9]
dt

0 corresponde al angulo de giro de la varilla respada vertical. La fuerza presente, si despre-
ciamos el rozamiento, es la gravedad y esta ajplisatre el centro de masas del péndulo fisico,ade m
sa m, con lo que la ecuacion del movimiento queda:

d’e
dt?

De igual manera, si aproximamos para angulos pegu@Eind = ) obtenemos la ecuacion de
un movimiento arménico simple con su respectiveueacia propia:

2
%+wje=oq%= % [11]

Cabe resaltar que la fuerza que actla sobretehsscorresponde a la componente de la grave-
dad paralela al péndulo. Si tenemos por ejemplovanidla y la desplazamos un angwaespecto al
plano contenido en el papélidura 2), tan sélo actia una componente de la fuerzatdto, se puede
definir la gravedad efectiva e introducir la misemala expresion de la pulsacion:

mg, h
I

M =1

+mgd,_sind=0 [10]

[12]

M =M, cosp =mgd, cosg - g, =gcosp - w, =

DISENO Y PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL

Para estudiar el movimiento del péndulo simple@@r@mos un montaje experimental de un pén-
dulo suspendido por dos hilos de la misma longiksta puede regularse mediante una clavija con el
objeto de que ambos hilos estén igual de tensas.eSe montaje se reduce en gran parte la osailacio
lateral que pueda sufrir el péndulo (movimienta3&n péndulo esférico), efecto que perturba el movi-
miento simple a estudiar que tiene lugar en elptmoscilacion.

Hay que tratar de alinear correctamente el sistaparte-hilo-porta-angulos. Por una parte, los
cables deben tener exactamente la misma longimidddser asi, podria haber algun error sistematico)
por otra, el plano en el que oscila el péndulo detecidir o ser paralelo a aquél en el que estéerd-
do el porta-angulos para que la medida del misradiable. Ademas, el péndulo en reposo debe marcar
un angulo cero. En caso contrario, hay que realinarcorreccion de cero. En nuestro montaje particu
lar, el porta-angulos estaba fijo al soporte, @pgue no era facil la correccidon de la alineacpor; tan-
to, podria haber algun error sistemético debidma incorrecta determinacion del angulo. Es por ello
que, pese a ser la sensibilidad de 0,1°, hemosaigtelosos y aumentamos el error hasta 0,5° ir el
tado motivo y por ser dificil la medida del angtdoojo”, puesto que la masa tiene un diametro cmsi
rable y segun desde qué perspectiva ajustes aguhodshesplazas mas o menos el péndulo.

Antes de empezar el experimento en si, realizdassnedidas de los distintos elementos de
nuestro montaje, que podran ser necesarios pareriposs calculos:

Lm=114,7 £ 0,2 cm (cinta métrica)
h = 31,60 + 0,05 mm (pie de rey)

d = 28,90 + 0,05 mm
Lem=Lm+h/2=116,3+0,2 cm

En el error asociado a la longitud entre el cugreb punto central entre los dos puntos de suje-
cién del hilo (mediatriz entre los dos hilos) sedr@do en cuenta el error de sensibilidad derltagné-
trica (0,1cm) y la incertidumbre inherente al cadtr de la medida entre ambos hilos, que se realiza
0jo”. Para una determinacion mas exacta de edandia, habria que medir por ejemplo la longitud de
cada hilo y de la estructura entre ellos y obt@oerPitdgoras k. La distancia h corresponde a la altura
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de la masa suspendida, d al diametro de la mising gs la distancia desde el punto de suspension a la
misma.

No es necesario conocer la masa del cuerpo sudpepar los hilos, ya que no entramos en va-
loraciones de la fuerza de rozamiento y la inedelacuerpo, con lo que suponemos el periodo indepen
diente de su masa.

En la segunda parte de la practica empleamos neupefisico constituido por una varilla que
puede oscilar y una masa sujeta en uno de susrmdré.a varilla puede inclinarse un anguleespec-
to a su anterior plano de oscilacion, de formapgpaemos “simular” efectivamente una variacion de la
aceleracion de la gravedad, pues solo la compomhteoseno tiene influencia sobre el movimiento.
La componente restante se compensa por fuerzasalesnkn nuestro montaje particular, la varillaéest
fija al soporte, con lo que no podemos medir suamBsto constituye una limitacion experimental im-
portante, ya que se esta despreciando el momentemdéa de la misma suponiendo su masa desprecia-
ble respecto a la del cuerpo fijado en su extremygas dimensiones y masa si medimos.

L, =30,6 £0,2 cm (regla)
a=19+1 mm (regla)
m = 109 + 1g (b&scula electrdnica)

En el error asociado a la longitud de la varillask ha tenido en cuenta el error de sensibilidad
de laregla (0,1cm) y la incertidumbre en cuanka @determinacién de donde acaba la longitud deda v
rilla, puesto que su punto de sujecién no estdntetste en un extremo. Por otra parte, a repredanta
altura de la masa, y se emplea para calcular tandiia entre el punto de sujecion y el centro deamna
del cuerpo:
dem=L,-a/2=29,7+0,2cm

En cuanto al estudio dinamico del movimiento dé&hgulo, realizamos medidas directas del
tiempo mediante un crondmetro de gran precisiontéh@ cifras decimales) conectado a una célula fo-
toeléctrica fijada a un soporte fijo (se puede l&gsu posicion y orientacion sobre el mismo). P
parte empleamos el modo ‘Simple Pend. 2’ para @btehperiodo directamente. Por otra, utilizaremos
el modo ‘Gate’ con 16 memorias, que registra autma@ente y sucesivas veces el tiempo durante el
que el cuerpo interrumpe el haz de la célula fétgba para calcular aproximadamente la velocidad
instantanea.

Para obtener unos valores del periodo fiablesmyrastados se realiza cada medida tres veces,
las cuales son suficientes si su dispersion es niEi@%. Se calcula la media de los tres valores i
asigna el error mayor entre la sensibilidad y edredte dispersion.

En la primera parte del experimento se estudidef@endencia del periodo del péndulo con la
amplitud de oscilacidn. Para ello se mide el peridelsde distintos angulos iniciales, por ejempkxde
30° hasta 14° a intervalos decrecientes de 2°rgpite el proceso para los mismos angulos paackd |
opuesto. Para corregir un posible error de certgrea la media entre ambos valores del periadp T
para 9 y -0 respectivamente:

r=T T syl ealr ) 13

Mediante estos valores medios del periodo para éadulo estaremos en condiciones de reali-
zar una representacion grafica y verificar el modebrico con un ajuste por minimos cuadrados. Al
representar el periodo frente al seno al cuadratldrijulo, se espera que las medidas se ajustea a u
recta. Tanto a partir de la ordenada en el origeorBo de la pendiente A obtenidas del ajuste, s po
ble calcular la aceleracion de la gravedad:

3(sin? 6) = 2sinfcosd v (6 en radianes) [14]
3=2n |t g = be 6 () =4 (L) +4 (B 5]
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a=Z b g =Tl g (o)) =0 (L) +a0 (A [26]

Cabe comentar que en la expresion empleada steumamado después del seno cuadrado el desa-
rrollo en serie. Por tanto, el valor calculado degsoélo aproximado, ya que se han despreciadoasuch
términos que contribuyen al mismo. Por contra,ridenada en el origen sigue siendo la misma inde-
pendientemente de cuantos términos se mantengahdssarrollo en serie, con lo que el valor de g
sera mucho mas preciso y adecuado que el obtemddiade la pendiente.

En la siguiente parte del experimento se estudiaertiguamiento al que esta sometido el pén-
dulo a partir de una medida indirecta de la veladidSe coloca la célula fotoeléctrica en el purgo d
equilibrio, donde su elongacion es minima y sucidld, maxima. El cronémetro se conecta en el mo-
do ‘Gate’ de manera que mida el tiemktoque emplea en cruzar el cuerpo el haz de laccdhvidien-
do este tiempo por el diametro d del cuerpo (queegsieio) podemos obtener un valor aproximado de
la velocidad instantanea:

v=_ = 5 (v) =5, (df +4 (atf [17]

Segun la ecuacion [7], el modulo de la velocidaglepunto de equilibrio (el seno vale 1) al pa-
sar sucesivas veces decaera exponencialmente tempb:

_t
Voo = Awe 7 st = N%+t0 [18]

Los instantes de tiempo en los que la velocidath&sima desde que pasa por primera vez en
t=to por el equilibrio serdn multiplos enteros (N natude medio periodo. Por tanto, si queremos verifi
car esta ley de decaimiento exponencial podemasgeptar graficamente las velocidades instantaneas
calculadas en funcion del tiempo. Otra alternagisdinealizar la ecuacién tomando logaritmos, de ma
nera que:

NV = ==+ I(A) = 811V, = () [19]

Mediante un ajuste por minimos cuadrados, a pdetia pendiente A podemos obtener el valor
de la constante de tiempo o relajacion:

__1 _
r=—_--0(0)=5(A) [20]

El factor de calidad, dado que el amortiguamiel@muestro péndulo es bastante bajo, lo pode-
mos aproximar por la ecuacioén [8], cuyo error es:

Q=27 - 5,(Qf =4(1) +4,(f [21]

En cuanto al periodo cabe destacar que varia alanqde se amortigua el péndulo, con lo que
hay que tener en cuenta el error asociado a estwedn el analisis de errores.

Un método alternativo para calcular el factor didad, segin la ecuacién [6], es comparar el
angulo de oscilacién inicial con el angulo al cdleaun tiempo bastante largo, y despejar

nof)-mg =~ . r=-d__t_ J(T)2=£:J(t)j2+[—l t ]2.[(5(9@»}2+[5(Ho)j2][22]

“2In6(t)-Ing, 2(in6{t)-Ing, o(t) 6,

En la ultima parte de la practica se estudia taagwedn del periodo del péndulo fisico con el an-
gulo que forma la varilla con el plano vertical paequefias oscilaciones. En todos los casos se evit
dar un angulo inicial grande (siempre menor de, }&°Que el planteamiento tedrico se ha simplificad
para esta condicion.

De manera anélogo al péndulo simple, se mide rébgh® con el cronémetro de precision tres
veces por cada anguig independientemente del angulo inicial de os@ala¢k15°), y se va aumentan-
do ¢ de 5 en 5° desde 0° hasta 60°. De esta mane@a, Isegcuacion [12], si se calcula el valor del co-

6



seno y de la frecuencia angular al cuadrado podeeadigar un ajuste por minimos cuadrados y obtener
el valor del momento de inercia I:

w’ = %cosgb - y=AX [23]
w? = ‘_‘r”; = 5 (w?)=20.(1) [24]
5(cosp) =sing dp (¢ en radianesdlg,, = (cosp &(g))? +(gsing 5(p))? [25]
A= g O = ) 0 (o) ) ¢ (A 26

exp

Alternativamente, y para comparar este valor,usse calcular el momento de inercia respecto
del punto de apoyo suponiendo que la masa es puntjee la masa de la varilla es despreciable. El
momento es simplemente:

leo =M, = 3, (1,)* =6, (M)* +46, (d,, [27]



ADQUISICION DE DATOS

Periodo del péndulo

Para estudiar la variacion del periodo del péndeldoble hilo y verificar los modelos teoricos,
tomamos medidas del periodo del péndulo soltan#olso desde diferentes &ngulos respecto a la verti-
cal: desde 30° hasta -30° a intervalos de 5°. $deanel cronOmetro de precision en el modo Simple
Pend. 2 con una sola memoria y con la maxima péeci{seis decimales).

Existe un error asociado a la medida del angudbidih tanto a la imperfecta alineacion del por-
ta-angulos con el cable, al pequefio desajuste eatl& cable del péndulo y al error humano de deter-
minar “a o0jo” el angulo inicial. Por ello, estimasel error en 0,59, pese a ser la sensibilidagaith-
angulos 0,1°.

En cuanto al doble cable, hay que revisar anteseaéear las medidas que los dos tengan la
misma longitud y estén igual de tensos. Esto regosibles oscilaciones en el plano horizontal, que
provocan colisiones con la célula fotoeléctricajacanchura no es grande.

Tabla 1 — Tres medidas del periodo del péndulo simple par@ada angulo inicial@,.
0, + 0,5° T1,3%0,000002 s

30,C 2,20024(1 | 2,20133( | 2,202011

28,0 2,197992 2,197794 2,1979(Q0
26,0 2,193096] 2,194300 2,194042
24,0 2,190120 2,190474 2,1902%6
22,0 2,186334) 2,186646 2,1863@2
20,0 | 2,183134] 2,183052 2,1831$2
18,0 | 2,180066 2,180144 2,1799%8
16,0 2,177700 2,177524 2,1776@4
14,0 2,174944] 2,175440 2,1751%4
-30,0 2,200686, 2,199332 2,199610
-28,0 2,194852 2,195258 2,194998
-26,0 2,191286, 2,190944 2,1906%6
-24,0 2,186890 2,187492 2,1869%8
-22,0 2,183276) 2,183132 2,1833%4
-20,0 2,180264) 2,180098 2,1798%2
-18,0 2,177130, 2,177074 2,1770%0
-16,0 2,174610 2,174680 2,174542
-14,0 2,172594) 2,172398 2,172390

Nota: El &ngulo positivo desde la posicion del experitaéar lo tomamos hacia la izquierda.

En el tratamiento de los datos se comprueba quedidas son suficientes, pues la dispersiéon es
siempre menor al 2%, como se intuye viendo la @sgasacion entre una y otra medida gracias a la
precision del cronémetro, que evita el error decigen humano, el cual estd tan sélo presente erefa
dida del angulo del desplazamiento inicial respatequilibrio.

Amortiguamiento

Para evaluar el amortiguamiento al que esta sdmetipéndulo, medimos la disminucion de la
velocidad a lo largo del tiempo, que se esperasigee una ley exponencial. Utilizamos el cronémetro
de precision en el modo ‘Gate’ con 16 memorias xima precision, de forma que se mide el tiempo
gue tarda en entrar y salir de la célula fotoeléatia masa suspendida del cable. Soltamos el p@ndu
desde un angulo inici&, = 20,0 £ 0,5° y situamos la célula fotoeléctrieandodo que el cuerpo inter-
cepte la misma en el punto mas bajo de la trayiadidonde la velocidad es mayor).



Tabla 2 — Medida del tiempo durante el que el haz de la keda fotoeléctrica esta
interceptado por la masa del péndulo al cruzar poi-ésima vez la misma.

I [t +£0,00000029 i [ tj+0,0000002sf i ;& 0,0000002sf i| it 0,0000002s
1 0,024114 5 0,024636 D 0,025322 13 0,026062
2 0,024176 6 0,024836 10 0,025510 14 0,026236
3 0,024218 7 0,025002 11 0,025698 15 0,026420
4 0,024420 8 0,025160 12 0,025884 16 0,026594

El cronémetro realiza las 16 medidas automéaticaadran sélo hay que desplazarlo un angulo
inicial y luego anotar los datos medidos. Se olasee cuando el crondmetro mide por decimosexta
vez, el amortiguamiento ha provocado que el andaldesplazamiento maximo se reduzca en hasta 2°.
Esto hay que tenerlo en cuenta a la hora de emgli@mriodo correspondiente a la oscilacién emnael t
tamiento de datos, puesto que no es constantgsswaria con el tiempo.

Otra parte del experimento consiste en poner idaogt péndulo y ver cuanto varia su amplitud
a lo largo de un tiempo grande. Se pone a osciB&;@® + 0,5° y se conecta un crondmetro (preciden
centésimas) hasta que se observa que el péndgdodl&5°, momento en el que se detiene el cronéme-
tro. El valor obtenido es t = 100 + 3s (debido a durante varias oscilaciones se observaba el galor
angulo 15°).

Péndulo fisico

Realizamos tres medidas del periodo para caddadgua varillap respecto al plano vertical
(en el que la varilla oscila cuango= 0). El &ngulo iniciab, que se desplaza respecto al equilibrio debe
ser menor a 15° para que se trate de pequefiagoimeds, lo que simplifica posteriores calculosnGo
despreciamos la dependencia del angulo inicialetgueriodo, a diferencia del primer apartado, y no
nos interesa su valor, es licito conectar el cratémmen el modo ‘Physical Pend.” con 3 memorias, de
forma que se agiliza la toma de datos y se redudéspersion por probables variaciones del peréddo
cambiasemos el angulo inicial.

Tabla 3 — Tres medidas del periodo del péndulo fisico paequefias oscilaciones y distintop de la varilla.

@+ 1° T123% 0,000002 s

0 | 1,08558. 1,08522. | 1,08548.

5 | 1,086764 1,086614 1,086844
10 | 1,093344] 1,092973 1,0933¢0
15 | 1,103338] 1,103312 1,1033%s
20 | 1,121502 1,120612 1,1188}2
25 | 1,141236] 1,141194 1,14124s
30 | 1,168508 1,169452 1,169416
35 | 1,200638 1,200236 1,200648
40 | 1,248474] 1,248364 1,2483(2
45 | 1,295526] 1,295236 1,295348
50 | 1,356646 1,356684 1,3564}4
55 | 1,437102] 1,437654 1,4368(2
60 | 1,537040 1,538072 1,5378}4

Se observa inmediatamente que el periodo es ntayto mayor es el angulo, fenémeno que
por intuicion cabe esperar. Aparte, cabe sefalardificultad experimental a medida que crecia el an
gulo ¢; la colocacion de la célula fotoeléctrica era choapla, pues su soporte no podia colocarse de tal
forma que el haz de la célula cortase perpendimgare el plano de oscilacién, con lo que la maa de
péndulo podia chocar con la misma y perturbarsétisia.



TRATAMIENTO DE DATOS

Periodo del péndulo

En la siguiente tabla se calcula la dispersiotagdéres medidas del periodo para cada angulo, su
media y el error asociado (se elige el mayor egltegror de sensibilidad y el de dispersion).

Tabla 4 —Media del periodo del péndulo deloble hiloy dispersibnpara cada angulo inicial@,,
0,+05°] D Tmed (S)

30,( 0,08% 2,201: + 0,000¢

28,0 0,01%]| 2,19790%+ 0,00005
26,0 0,05% 2,1938+ 0,0003

24,0 0,02%| 2,19029+ 0,00009
22,0 0,01%| 2,18645+ 0,00008
20,0 0,01%| 2,18313+ 0,00004
18,0 0,01%| 2,18007+ 0,00004
16,0 0,01%| 2,17763x= 0,00004
14,0 0,02%| 2,17518+ 0,00012
-30,0 0,06% 2,1999+ 0,0003

-28,0 0,02%| 2,19504+ 0,00010
-26,0 0,03%| 2,19096+ 0,00016
-24,0 0,03%| 2,18710+ 0,00015
-22,0 0,01%| 2,18326%+ 0,00006
-20,0 0,02%| 2,18006+ 0,00011
-18,0 0,00%| 2,17708+ 0,00002
-16,0 0,01%| 2,17461+ 0,00003
-14,0 0,01%| 2,17246+ 0,00005

Se observa que hay medidas en las que la disparsid0 veces mayor que en otras. Esta dife-
rencia se debe probablemente a un error del expetatdor al desplazar el péndulo respecto de su posi
cion de equilibrio hasta un angulo determinado ¥ex®s, con lo que es facil que alguna de ellagist
te a “0j0” no sea tan preciso.

Otra observacion es que en ningun caso el errdispersion es menor que el error de sensibili-
dad, lo que indica que hay que tener en cuentspeesion del detector y realizar varias medidas.

Mediante la ecuacion [13] se corrige el error dma@n el angulo y se calcula el periodo prome-
dio para cada par de angulos opuestos:

Tabla 5—Periodo T promedio para el péndulo deloble hilo
en funcion del seno cuadrado de la mitad del &ngulaicial + 6,/2.

sin® (+0,/2) T (s)
0,067 + 0,00z 2,200t + 0,000:
0,059 + 0,002 | 2,19647 + 0,00006
0,0506 + 0,0019 | 2,19238+ 0,00017
0,0432 + 0,0018 | 2,18870+ 0,00009
0,0364 + 0,0016 | 2,18486+ 0,00005
0,0302 + 0,0015 | 2,18160+ 0,00006
0,0245 + 0,0013 | 2,17858 + 0,00002
0,0194 + 0,0012 | 2,17612+ 0,00003
0,0149 + 0,0011 | 2,17382+ 0,00007
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Representando los valores del periodo frenteral seadrado, se obtiene la siguiente grafica:
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Figura 3 - Dependencia lineal del periodo del péndulo coma funcién de la amplitud inicial del mismo.
Ecuacion de la recta: T = (0,518 + 0,003¥($igi2) + (2,16607 + 0,00013) [s] r = 0,9999

Tanto visualmente como a partir del coeficientedeelacion lineal, se verifica que existe una
dependencia lineal con muy poca desviacion de uosog respecto a la ecuacion de la recta. Apaete, s
ve gue los errores (aleatorios) han sido sobreadtis) pues los puntos se ajustan perfectamente a la
recta y las barras de error podrian ser bastansepeguefias. Este ajuste tan bueno se debe a la gran
precision de la célula, asi como a un cuidadosoeglimiento experimental al soltar el péndulo dedde
mismo angulo al realizar las tres medidas, de fagoeala dispersion debida al error humano es asimis
mo reducida.

La ordenada en el origen de la ecuacion de la regresenta un paso al limite. El periodo tiende
a ese valor cuando el angulo inicial tiende a ¢srduese exactamente cero no habria oscilaciones).
Tanto a partir de la pendiente como de la ordeeada origen se puede obtener el valor de la aceler
cion de la gravedad, segun [15] y [16]:

Tabla 6 — Comparacion de la aceleracion de la gravedad adstida experimentalmente con el valor locglPtb).
g (m/s) Desv.
O1 9,78¢ + 0,01:] 0,16%
g | 10,71 + 0,13 | 9,25%
Omp | 9,801 = 0,017] 0%
Jioc 9,801

Cabe resaltar que estos valores de g son valiogi@ hemos supuesto que la amortiguacion es
despreciable (en el proximo apartado se compraipaeges bajo, con lo que la aproximacion es legiti-
ma). Aparte de que se hayan despreciado términosdde superior, se esta suponiendo que el péndulo
utilizado es un péndulo simple, donde la cuerdéiem® masa, es inextensible, etc., con lo quedaifpr
sion esta limitada por las mencionadas aproximasion

El valor mas adecuado corresponde a la ordenaéhaigen (primer valor), ya que en el de la
pendiente se han despreciado términos de ordemicuer el desarrollo en serie de Taylor. De hecho,
si se tuviesen en cuenta mas términos, el valoespondiente a la pendiente seria mayor en la écuac
[16], con lo que al estar en el denominador, ldeaaeion de la gravedad seria menor que la obterida
la tabla anterior. Esto se corresponde plenamemtdos resultados experimentales al compararlos con
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el valor aceptado de la gravedd@tb). El valor calculado a partir de la ordenada eariglen se ajusta
mucho mas al esperado, y tiene un error considarasite menor (mas precision) que el calculado a
partir de la pendiente (que entra dentro de logdsrdel error experimental <10%, aunque los valore
no sean compatibles dado que sus barras de erreg solapan). Este valor es mayor de lo esperado,
pero como hemos explicado, éste disminuiria y gstajia mejor si se tuviesen en cuenta términos de
orden superior a 2. Si tenemos en cuenta el pekisaerores de cada valor y realizamos la medm po
derada, se obtiene practicamente el primer valgrylsu error.

Este valor coincide totalmente con el aceptadoe(sor relativo es del 0,17%), aunque el real-
mente valido es;gcuya desviacién es minima (0,16%), con lo quietarminacion de la aceleraciéon de
la gravedad se ha llevado a cabo con éxito.

108
10,6
104

10,2 1

g (m/s?)

100

9,8 [F===g==--—= . g,

9,6
Figura 4 - Comparacion de la aceleracion de la gravedad damida experimentalmente con el valor locglPtb).

Amortiguamiento

A partir de la ecuacion [17], calculamos la vellad instantanea aproximada y tomamos loga-
ritmos para linealizar el decaimiento exponencealalvelocidad en funcion del tiempo. Empleamos el
valor del periodo a 20° calculado en el apartaderian para calcular el tiempo transcurrido ent® |
distintos pasos del cuerpo ante la célula [19]. €am observa una disminucién en 2° en la amplitud a
lo largo de las dieciséis medidas, tomamos el \&ald0° y le asociamos el error de dispersion aitre
valor a 18°y a 20°, con lo queydig.= 2,182 + 0,001 s.

Tabla 7 — Medida del tiempo durante el que el haz de la keda fotoeléctrica esta
interceptado por la masa del péndulo al cruzar poi-ésima vez la misma.

[ t (s) v (M/s) Inv +0,0017
1 tL=0x0 1,198 + 0,002 0,1810
2 11,0910 + 0,0005( 1,195 + 0,002 0,1785
3 | 2,1820 + 0,0010( 1,193 £ 0,002 0,1767
4 | 3,2730 £+ 0,0015( 1,183 + 0,002 0,1684
5 4,364 = 0,002 1,173 £ 0,002 0,1596
6 5,455 + 0,003 1,164 + 0,002 0,1515
7 6,546 + 0,003 1,156 + 0,002 0,1449
8 7,637 + 0,004 1,149 + 0,002 0,1386
9 8,728 + 0,004 1,141 + 0,002 0,1322
10| 9,819 = 0,005 1,133 + 0,002 0,1248
11| 10,910 £+ 0,005 | 1,1246 + 0,0019 0,1174
12 | 12,001 + 0,006 | 1,1165 = 0,0019 0,1102
13| 13,092 £+ 0,006 | 1,1089 + 0,0019 0,1034
14 | 14,183 + 0,007 | 1,1015 =+ 0,0019 0,0967
15| 15,274 £+ 0,007 | 1,0939 + 0,0019 0,0897
16 | 16,365 + 0,008 | 1,0867 + 0,0019 0,0832
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Si representamos los valores en una grafica:
0,200

0,180 %

0,160
0,140

Inv

0,120
0,100 |
0,080

0,060

0 5 10 15
t(s)

Figura 5 - Decaimiento exponencial de la velocidad en un wimiento oscilatorio amortiguado (péndulo).
Ecuacion de la recta: In v = (-0,00630 + 0,00010)@®,1863 + 0,010) r=0,998

Se observa que los datos se ajustan a una ratiancalto grado de correlacion, salvo en las dos
primeras medidas, que se desvian sensiblemenpeesiindimos de estos dos primeros valores, el co-
eficiente de correlacion lineal se acerca mas aun0,9995. Habria que repetir este experimento varias
veces para comprobar que la desviacion en loseslaiciales se debe simplemente a un error acciden
tal y no de un error del modelo teérico empleado.

A partir de las ecuaciones [20] y [21] se puedeutar la constante de relajacién y el factor de
calidad:

1=794+13s
Q=229+4

El factor de calidad es muy alto, lo que se cpwade con un amortiguamiento muy pequefio, es
decir, una constante de relajacion muy larga. Abode 2 de liberar el péndulo, la oscilacion se ha re-
ducido en un factor 1/e. Esto se corresponde pgarfemte con las observaciones experimentales, donde
la disminucion de la amplitud era muy lenta, solar@epreciable para intervalos de decenas de segun-
dos. Por tanto, se trata de un buen sistema otidamel que se puede despreciar el amortiguamiento
para intervalos pequefios de tiempo.

Para comprender mejor el valor obtenido para @@ueele comparar el mismo con otros valores
de otros sistemas fisicos. Por ejemplo, un cirowto resistencias, bobinas y condensadores sunle te
un valor inferior a 100. Por otro lado, los criseakon resonadores piezoeléctricos cuyos valor€s de
puede estar sobre varios miles. En los microorldagactores de calidad también son altisimos ghast
10.000).

Las pérdidas de energia del péndulo se debengainente al rozamiento de la masa suspendi-
da con el aire. Otras causas (con una influenciechmmenor, despreciable frente al rozamiento con el
aire) podrian ser el rozamiento de la cuerda epgns de sujecidn con el soporte fijo, las vilmaes
del soporte, perturbaciones atmosféricas, defownaside los materiales del montaje, ...
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De manera alternativa se calcula la constantéeedgb y el factor de calidad a partir del tiempo
medido en reducir de 30° a 15° su amplitud deaxso6i (ecuacion [22]). El valor obtenido es:
,=72+4s
Para obtener el factor de calidad (ecuacion [ZE)emplea un valor del periodo promedio entre
15°y 30° con un error de valor maximo menos elmurasociado:
T3po150= 2,18 £ 0,01 s.
Q.=208+12
Este valor alternativo es compatible con el caldalpreviamente, aunque su precision es menor
debido a la imprecision en la medida del tiempo.

Péndulo fisico

A partir de las medidas obtenidas del periodo déamson calculamos la dispersion y la media
del periodo, y segun la ecuacion [25] obtenemos uatores para la gravedad efectiva para cada angu-

lo o:

Tabla 8 — Periodo del péndulo fisico T, dispersion D dedanedidas del tiempo y gravedad efectivag
para pequenas oscilaciones para distintag de la varilla.

¢ +1° & (M/S) D T (s)
0 9,80 + 0,01C | 0,08% | 1,0854: + 0,0000¢
5 9,763 + 0,018| 0,02%| 1,08674+ 0,00006
10 9,65 + 0,03 | 0,03%| 1,09321+ 0,00009
15 9,47 + 0,05 | 0,002% 1,103323+ 0,000006
20 9,21 + 0,06 | 0,23% 1,1203+ 0,0007
25 8,88 + 0,07 | 0,01%| 1,14123+ 0,00002
30 8,49 + 0,09 | 0,08% 1,1691+ 0,0002
35 8,03 + 0,10 | 0,04%| 1,20052+ 0,00011
40 751 + 0,11 | 0,01%| 1,24838+ 0,00004
45 6,93 + 0,12 | 0,02%| 1,29538+ 0,00007
50 6,30 + 0,13 | 0,02%| 1,35658+ 0,00006
55 562 + 0,14 | 0,06% 1,4372+ 0,0002
60 490 + 0,15 | 0,07% 1,5376 + 0,0003

Nota: Se toma el valor local de g = 9,80 mésn un error de 0,01 nfis

Para una representacion grafica y un ajuste poimmoés cuadrados es necesario calcular el cose-
no del &ngulo y la frecuencia angular al cuadr§2i®] @ [25]):

Tabla 9 — Coseno del angula@ de la varilla y frecuencia angular de oscilaciénlacuadrado del péndulo fisico.

COSQ 0,° (5°)
1,00 £ 0,000:| 33,50¢ + 0,00:
0,9962 + 0,0015| 33,428 + 0,002
0,985 + 0,003 33,034 + 0,003
0,966 + 0,005 32,431 + 0,000
0,940 = 0,006 31,453 + 0,018
0,906 = 0,007 30,312 + 0,000
0,866 + 0,009 28,882 + 0,006
0,819 + 0,010 27,392 + 0,003
0,766 += 0,011 25,332 + 0,001
0,707 = 0,012 23,527 = 0,001
0,643 + 0,013 21,452 + 0,001
0,574 + 0,014 19,113 + 0,003
0,500 + 0,015 16,697 £ 0,003
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Figura 6 - Dependencia lineal del coseno del angulo y laeftuencia angular al cuadrado en el péndulo fisico.
Ecuacion de la rectai,” = (33,81 + 0,17)-cog + (-0,32 + 0,14) [§] r=0,9999

Se aprecia en este caso que la correlacién legseaiuy alta; todos los punto se ajustan perfecta-
mente a la recta, e incluso se han sobreestimaderfores en los angulos mayores. Con todo, hay una
pequefia desviacion respecto a lo esperado ya quddaada en el origen sale distinta de cero, anqu
esta practicamente a dos intervalos de error, éoetpra dentro de lo admisible experimentalmente.

A partir de la pendiente y la ecuacién [26] seudedque el momento de inercia es:

lexp = 0,00937 + 0,00012 kg7 93,7 + 1,2 kg-crh

Si lo calculamos a partir de las dimensiones dabplo segun la ecuacién [27]:
leo = 95,8 + 1,6 kg-crh

Se observa que ambos valores comparten el intedeaérror y que la desviacion relativa es del
2,2%, con lo que se puede afirmar que son compatibl
98 r
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Figura 7 - Comparacion del momento de inercia obtenido expenentalmente
con el de la formula tedrica a partir de las dimerisnes del péndulo fisico.

Cabe resaltar que para una valoracion mas adedeadda respectivos momentos de inercia
habria que tener en cuenta la masa de la vaahéo €n la determinacion del centro de masas del pé
dulo fisico como en su momento de inercia teérmwespondiente a la oscilacion de la misma.

15



CONCLUSION

En esta practica se ha estudiado el movimientilat®to del péndulo simple y del péndulo fisi-
co mediante la medida del tiempo con un crondndgrprecision conectado a una célula fotoeléctrica.

En la primera parte se ha estudiado la dependdeti@eriodo con la amplitud y se ha verificado
con un ajuste por minimos cuadrados las leyescddesarrolladas. Ademas, se ha calculado el valor
de la gravedad por dos variantes y se han compa@adel valor local aceptado, que es perfectamente
compatible con el valor obtenido experimentalmenpartir de la ordenada en el origen. El que les va
lores se correspondan con los aceptados indicdamie el planteamiento tedrico como el montaje y
procedimiento experimental ha sido adecuado y haipdo obtener unos resultados fiables y contras-
tados.

En cuanto al estudio del amortiguamiento, cabalaeiue se ha verificado la ley exponencial
de disminucion de la velocidad maxima adecuadamgrge han obtenido unos valores razonables para
la constante de relajacion y el factor de calidéol.obstante, estos valores no han podido compararse
con ningun valor de referencia, con lo que no paderiescartar posibles errores sistematicos, por
ejemplo en la medida del angulo.

Por ultimo, se ha estudiado la dependencia da@g®idel péndulo fisico con el angulo de la va-
rilla. Se ha comprobado la dependencia lineal datfeecuencia angular al cuadrado y el coseno del
angulo con una alta correlacion lineal, y se hautatlo el valor del momento de inercia. Este valor
perimental se ha comparado con el valor calculadodamente a partir de las dimensiones del péndulo
y se han obtenido valores compatibles, cuyas bde&sror se solapaban.

Las limitaciones experimentales principales haadesrelacionadas con la medida del &ngulo,
pues su determinacion a “0jo” aumenta consideradgeenla dispersion de nuestras medidas. Esto con-
trasta con la alta precision (y baja dispersionfodias las medidas del tiempo con el cronOmetrgrale
precision. Por tanto, los errores aleatorios sog bajos en comparacion con los sistematicos, e ti
nen un peso dominante en las desviaciones resgedtm esperado (por ejemplo en la ordenada en el
origen de la Figura 6). Otra de las causas deesigistematicos reside en las aproximaciones aealsz
para pequefias oscilaciones, las suposiciones dsequata de un péndulo simple con amortiguamiento
despreciable, que la varilla no tiene momento @ecig, ... Si se quisiese mejorar la precision de los
calculos habria que tener en cuenta términos denadperior en el desarrollo en serie, por ejeraplo
el calculo de la aceleracion de la gravedad arpdetia pendiente, o en la constante de tiempd en e
apartado del amortiguamiento, y no despreciar @secomo el rozamiento con el aire, la inercia de la
varilla, etc.

En resumen, podemos concluir que el experimentuhglido el objetivo de estudiar el movi-
miento oscilatorio en el péndulo simple y el péndisico, que se han verificado las leyes tedriEs
arrolladas y que se han determinado con éxito tabtes precision los valores de la aceleracion de la
gravedad, el factor de calidad y el momento deciaagontrastando los mismos con valores de referen-
cia, por lo que podemos afirmar que los objetivappestos se han alcanzado satisfactoriamente.
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