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2.2 OSCILACIONES Y ONDAS

En los temas anteriores nos hemos ocupado del estudio de sistemas perturba-
dos alrededor del equilibrio: sistemas con un unico grado de libertad (discreto)
y su evolucién, tanto libre como forzada, sistemas con varios grados de libertad
(discretos) acoplados y el papel fundamental desempefniado por los modos nor-
males para reformular y resolver la dindmica, y finalmente sistemas continuos
en los que de nuevo los modos normales tienen la mayor importancia. Al abor-
dar el estudio de sistemas continuos nos hemos encontrado con una ecuacién en
derivadas parciales, la ecuacion de onda, en lugar de las ecuaciones diferenciales
ordinarias (acopladas o no) que describen sistemas discretos. En la ecuacién de
onda (unidimensional) aparecen en pie de igualdad la coordenada espacial z y la
coordenada temporal ¢, hecho reflejado en la forma arménica tanto de la depen-
dencia espacial como de la dependencia temporal de la evolucién temporal de
los modos normales. Ahora bien, el considerar sistemas limitados espacialmente
y por tanto sometidos a unas determinadas condiciones de contorno rompe esa
equivalencia entre x y t a la hora de resolver el movimiento de un sistema. En
este tema abordamos el estudio de la ecuacién de onda sin ese tipo de restric-
cién. Como el propio nombre indica (y no hemos justificado en absoluto), la
ecuacion de onda tiene soluciones con caracteristicas que no se manifiestan en
los sistemas acotados de los temas anteriores: ondas, i.e. perturbaciones que al
evolucionar en el tiempo se propagan, evolucionan, también en el espacio, co-
mo cabria esperar de la mencionada “equivalencia” con que aparecen espacio y
tiempo en la ecuacién diferencial. Seguimos el siguiente recorrido. En el primer
apartado nos ocupamos de la solucién de la ecuacién de onda de d’Alembert, que
nos permite, ademas de un primer contacto con perturbaciones que se propagan
libremente, una primera descripcién de fenémenos ondulatorios como la refle-
xion, el efecto Doppler o un ejemplo muy simplificado de una onda de choque.
En el segundo apartado abandonamos la solucién de d’Alembert para volver a
resolver la ecuacién de onda con una estrategia analoga a la empleada en los
temas anteriores: obteniendo una familia de soluciones bésicas de la ecuacién
de onda, las ondas planas, construimos soluciones combinando o superponien-
do adecuadamente estas. Yendo mas alla de la propia ecuacién de onda, el uso
de ondas planas nos va a permitir tratar superficialmente fenémenos como la
dispersion. Completamos ese segundo apartado con una propiedad relevante,
recogida en el teorema del ancho de banda. En el apartado Bl nos limitamos a
comentar la validez de lo desarrollado en los apartados anteriores al considerar
sistemas en dos o tres dimensiones espaciales y al considerar otras ecuaciones
de onda. Finalmente, en el apéndice [Al comentamos algunas animaciones que
ilustran aspectos de los apartados anteriores.

1. Solucion de d’Alembert

1.1. Solucién de d’Alembert libre

Iniciamos el estudio de las ondas con la solucién de d’Alembert de la ecuacién
de onda libre (homogénea) que describe las perturbaciones de un sistema como
la cuerda unidimensional homogénea de tensién 7 y densidad lineal de masa p,

0%y 0%y
P "o =0 )
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OSCILACIONES Y ONDAS 2.3

A lo largo del tema anterior no prestamos mayor atencién a la omnipresente
cantidad %: tiene dimensiones de (velocidad)? y es constante, con lo que pode-
mos otorgar nombre propio a esta velocidad, v = %, anticipando el papel que
desempenara en lo sucesivo. Reescribimos por tanto ec. ()

%y 0% _ Py Py

a2 Vo2 =0 T P T o )

Las variables vt y x aparecen en pie de igualdad en la ecuacién de onda (@).
Veamos qué ocurre si en lugar de emplear esas variables, reescribimos la ecuacién
de onda en términos de dos combinaciones lineales independientes y sencillas de

las mismas: N
{er:x—i—Ut} o {x:%} 3)
z_=x—vt t= 2=
{Cémo cambian las derivadas parciales?

0 om0 00 _ [0 0
ot ot dzy Ot 9z |0zy 0z |’
0 00 020 [0 0
or  Or dzy Oz 02— |0zy 0z_| '
de modo que

2 2 2 2
LY LA
ot? 023 022 024 07z_
0? |: 0? 0? 0? ]

922~ |02 T 02 T %0z,02

Tenemos por tanto

[32 252}_ , 0

oz U ez T MY e (4)

con lo que, en términos de z_ y z4, con y(z4, z2—) = y(z,t), la ecuacién de onda

no es mas que
82

8Z+(92, y

. Qué soluciones tiene esta (peculiar) ecuacién diferencial? Empecemos por “leer”

detenidamente la ecuacién:

0? 0
— 4P ———y(24,2.)=0 & —4vP — [ —y(z4,2_)) =0. 6
oy =) s (6)

—40? (z4,2-)=0. (5)

Vemos que (a% y(z4, z,)) es, necesariamente, una funcién que no depende de
z4. Ahora bien, también podemos escribir
0? 0 0
41 ———y(24,2.) =0 & —4v? — [ —y(z4,2_) ] =0, 7
Yo a) i € TS 7
(2 . <
y observar que entonces (E y(z4, z_)) es, necesariamente, una funcién que

no depende de z_. La tinica solucién posible es

y(ZJerf) = 5(27) + w(er) ) (8)
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2.4 OSCILACIONES Y ONDAS

con § y ¢ dos funciones arbitrarias. Recuperando las variables (z,t), esto es
y(z,t) =&(xz —vt) + Y(x +vt) .

Reflexionemos un momento: para cualesquiera funciones de una variable £ y 1,
y(z,t) =&(z —vt) +¢Y(xz +vi) (9)

es solucion de la ecuacion de onda

82, o

Ahora bien, si queremos encontrar la solucién que cumple unas determinadas
condiciones iniciales

y(x,0) = f(z), Oy(z,0) =g(x), (11)
las funciones £ y 1 no pueden ser arbitrarias. En primer lugar, para ¢t = 0,
f(@) =&(@) +¢(x) . (12)

Para la segunda condicién inicial,

Oz —vt)

atﬁ(x—vt)zf'(x—vt)T:—vél(x—vt), (13)
y de forma andloga Opp(z + vt) = vy’ (z + vt). A tiempo t = 0,
g9(z) = —v¢'(z) +vi'(2) . (14)

Si somos capaces de invertir las relaciones () y () para escribir tanto £ como
1 en términos de f y g, tendremos la solucién general de la ecuacion de onda que
cumple las condiciones dadas, es decir, la solucién y(x,t) que buscamos. Como
primer paso, intentamos deshacernos de las derivadas en ec. ([d): reetiquetamos
el argumento de las funciones, x — z, e integramos entre z1 y zo genéricos, que
después trataremos de elegir inteligentemente:

/ dzg(z) = v / do [=€'(2) + /()] = v [—€(22) + £(1) + B(z2) — (1)) -

1 Z1
(15)
En ec. ([ tenemos & y ¢ con argumento x; ahora bien, como en la solucién
general en ec. (@) aparecen con argumentos x — vt y = + vt respectivamente,
consideremos

fle—vt) =& —vt)+(z—vt) y
flx+vt) =& +vt)+(x+ot) . (16)

Si de hecho combinamos ambas,
flz—vt)+ fla+ovt) =&z —vt)+&{(x +vit)+¢Y(x—vt)+Y(x+ovt), (17)

pero en la solucién (@) tan solo tenemos el primer término y el dltimo, {(z —vt)
y ¥(z + vt). jPodemos emplear ec. [[H) para deshacernos de los otros dos
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OSCILACIONES Y ONDAS 2.5

términos? Dado que necesitamos x 4 vt como argumento de £ y 1, la eleccién
de z1 y 29 parece claraﬂ, z1 = x — vt, 29 = x + vt. La relacién ([3) es entonces

xz+ut

dz g(z) = v[—&(z + vt) + {(x — vt) + Y(x + vt) — Y(xz —vt)] . (18)

r—vt

Podemos finalmente combinar ec. ([C) y ec. (I§)) para obtener

y(z,t) =&(z —vt) +Y(xz +vit) =
x+ut

%[f(a:—vt)+f(a:—|—vt)]—|—2—1v dz g(z) . (19)

r—vt

La ecuacién anterior, ([d), completa la solucién de d’Alembert con condiciones
iniciales y(z,0) = f(z) y 0:y(x,0) = g(x). Podemos “interpretar” la solucién
del modo siguiente. A la perturbacién y en el punto de coordenada x en el
instante ¢ contribuye

= la perturbacién inicial, f, en un punto x — vt (la perturbacién se ha pro-
pagado de z — vt a x en un tiempo ¢ a velocidad +v),

s la perturbacién inicial, f, en un punto = + vt (la perturbacién se ha pro-
pagado de x + vt a x en un tiempo ¢ a velocidad —v),

= la velocidad inicial de la perturbacién, g, promediada en el intervalo
[ — vt; & + vt] (todo el intervalo que se encuentra a una distancia inferior
o igual a vt del punto z).

Equivalentemente, podemos “leer” la solucién de otra forma,
= una perturbacion inicial f(z) se separa en dos partes, 3 f(z—vt) y 3 f(z+

vt) que no son més que la “forma” de f(x) desplazdndose a velocidades,
respectivamente, +v y —uv,

= un segundo término correspondiente al perfil de velocidades inicial g(x)
que contribuye sobre un intervalo en x que crece con velocidad v en ambas
direcciones.

Resumiendo:

o? 5 02
|5 | e =0 con y(e0) = (@), Buy(e0) = o).

x+vt

y(z,t) = %(f(x—t—vt)—!—f(x—vt)) + % dz g(z).

—vt

(20)

1La otra posibilidad, z1 = = + vt, z2 = = — vt es equivalente, tan solo cambia un signo
global en ec. ([[A).
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2.6 OSCILACIONES Y ONDAS

1.2. Reflexion

La solucién de d’Alembert en ec. ([20) nos permite estudiar la reflexidn. En el
tema anterior estudiamos repetidas veces sistemas con condiciones de contorno
de dos tipos: extremos fijos en los que la perturbacion se anula y extremos libres
en los que la derivada espacial de la perturbacion se anula. Ademéds de condicio-
nes de contorno los sistemas considerados tienen tantas condiciones de contorno
como para ser finitos a lo largo de cualquier direccién espacial, y esto encaja
mal con la solucién para un sistema infinito de ec. [£0). Limitdndonos a una
Gnica dimensién, hemos pasado de un sistema con dos condiciones de contorno
(v tipicamente una extensién L en x) a un sistema con cero condiciones de con-
torno: jqué ocurre en el caso intermedio? Es decir, jqué ocurre al considerar un
sistema infinito en una direccion a la par que sometido a una de las condiciones
de contorno estudiadas? Tiene especial interés estudiar lo que ocurre con una
onda que evoluciona en direccién al punto en que se debe cumplir la condicién
de contorno. Concretemos: en términos de una cuerda infinita en la direccién
x < 0 con (a), un extremo fijo en z = 0 o, (b), un extremo libre en = = 0,
queremos determinar qué ocurre con una perturbacién f(z — vt) que avanza
hacia el punto fijo desde x < 0, segtin ilustran las figuras y
N.B. Situamos la condicién de contorno en z = 0 para mayor simplicidad, de si-
tuarla en otro punto, al margen de detalles algebraicos adicionales, la conclusion
fisica serfa idéntica.

flxz—vt)

(a) Onda incidente sobre un extremo fijo.

flz—vt)

(b) Onda incidente sobre un extremo libre.

Figura 1: Cuerda semi-infinita.

1.2.1. Reflexidén: extremo fijo

Considerando la situacién ilustrada en la figura que la perturbacién
f(x — vt) alcance x = 0 y que en & = 0 tengamos un punto fijo resultan in-
compatibles. ;Cémo salvamos esta incompatibilidad? La solucién es sencilla,
introducimos un nuevo término, llamémoslo h(z,t), en y(zx,t), inicialmente vir-
tual, en la regién “no fisica” del problema, x > 0, de modo que y(z,t) siga
siendo solucién de la ecuacién de onda y tal que la condicién y(0,t) = 0 se cum-
pla automéaticamente para todo t. Para que esto sea posible para todo tiempo,
la perturbacién virtual debe propagarse con velocidad —v. Consideramos pues
una solucién y(z, t) = f(x —vt) + g(z +vt), y exigimos la condicién de contorno
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OSCILACIONES Y ONDAS 2.7

y(0,t) =0,

y(0,t) =0 & f(—vt)+g(vt) =0, (21)
con lo que g(vt) = —f(—vt): como cabia esperar, la perturbacién “virtual” g
estd muy directamente relacionada con la perturbacién “real” f. Ahora bien, en
la solucién completa el argumento de g es x + vt; no supone mayor dificultad,
la relacion g(vt) = — f(—vt), valida para todo tiempo ¢, nos indica que para un
argumento z, g(z) vale lo mismo que — f evaluada en el punto —z, para g(x+vt)
tenemos entonces

gz +ot) = —f(— (m—l—vt)) (22)

La perturbacién “virtual” es sencillamente — f(—x — vt), segin ilustra la figura
Bl v la solucién completa

y(x,t) = flx —ot) — f(—x —vt) . (23)
Tenemos, automdticamente, y(0,t) = f(—vt) — f(—vt) = 0, y conforme crece

flxz—vt) y(z.1)

Figura 2: Onda incidente y un extremo fijo, perturbaciones “real” y “virtual”.

t la solucién “real” se acerca al extremo fijo desde < 0 con velocidad +v
mientras la solucién “virtual” lo hace desde x > 0 con velocidad —v. Segun
ambas soluciones pasan por x = 0, cambian de papel, la solucién “real” pasa a
ser “virtual” y la solucién “virtual” pasa a ser “real”. De ese modo, considerando
tan solo la solucién en la cuerda “real”, la incidencia de la perturbacion en el
extremo fijo se traduce en una reflexidon que cambia el signo de la perturbacién
y la direccién de propagaciéon. La figura B ilustra la situacién.

1.2.2. Reflexion: extremo libre

Pasemos ahora a considerar la situacién ilustrada en la figura la per-
turbacién f(x — vt) alcanza x = 0, extremo libre de la cuerda semi-infinita.
Segin hemos visto en el caso de un extremo fijo, para obtener la solucién y(z,t)
introducimos un término “virtual” h(—z — vt) (esta vez escogemos el argumento
—(z + vt) para mayor simplicidad posterior):

y(z,t) = f(x —vt) + h(—z — vt) . (24)
La derivada con respecto a x es
Opy(x,t) = f'(x —vt) — W (—x — vt) | (25)

de modo que al imponer la condicién de contorno asociada al extremo libre,
8Iy(0) t) = 0)

0,y(0,t) = f'(=vt) = W (—vt) =0 & f'(—vt)=h(-vt), (26)

Miguel Nebot Ondas



2.8 OSCILACIONES Y ONDAS

Figura 3: Onda incidente sobre un extremo fijo y reflexion.

que se debe cumplir para todo t. Tenemos necesariamente
h(z) = f(z) + Cte , (27)

con z un argumento genérico, i.e., salvo constante, la funcién h debe de hecho
ser la misma funcién f. Podemos fijar la constante conociendo o imponiendo
el valor de y(0,0); por ejemplo, si a tiempo ¢ = 0 al extremo corresponde una
perturbacién nula y(0,0) = 0, automdticamente h(z) = f(z) — 2f(0); en parti-
cular, si a t = 0, la perturbacién f(z) es despreciable en el origen, f(0) — 0y
sencillamente h(z) = f(z). La solucién completa es entonces

y(z,t) = f(z —vt) + f(—z —vt) . (28)

La figura Bl ilustra las perturbaciones “real” y “virtual” para un instante ¢, la
figura [ ilustra la reflexion por el extremo libre: en este caso, a diferencia del
extremo fijo, la onda reflejada tiene el mismo signo que la onda incidente.

flz—vt) y(a,t) f(=z —vt)

Figura 4: Onda incidente y un extremo libre, perturbaciones “real” y “virtual”.

En los dos subapartados anteriores hemos analizado como adaptar la solu-
cién de la ecuacién de onda libre a una cuerda semi-infinita sometida a deter-
minadas condiciones de contorno. Podriamos extender el andlisis a un sistema
bien conocido: una cuerda de longitud finita L. Ya hemos resuelto su dindmica
recurriendo a los modos normales de la misma. Para “conectar” ambas des-
cripciones bastaria en principio acudir a un conjunto de perturbaciones de tipo
f(x — vt) incidentes desde z < 0 y a un segundo conjunto de perturbaciones de
tipo £ f(x + vt) (segun las condiciones de contorno correspondieran a extremos
fijos o libres), de modo tal que la superposicién de ambos tipos de perturbacio-
nes diera lugar a los modos normales ya conocidos. Abordar esta descripcion
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OSCILACIONES Y ONDAS 2.9

T T~
T T~

Figura 5: Onda incidente sobre un extremo libre y reflexion.

mediante la solucién de d’Alembert no merece el esfuerzo, maxime cuando en
el apartado Bl empleando ondas planas, podremos realizarlo de forma mucho
mas sencilla. Con esta puntualizacién cerramos el andlisis de las soluciones para
una cuerda semi-infinita con condiciones de contorno y pasamos a otra situacién
instructiva: el andlisis de las soluciones al considerar un sistema formado por la
unién de dos cuerdas semi-infinitas.

1.3. Refraccién y reflexion

Consideremos dos cuerdas semi-infinitas unidas en el punto x = 0. Las cuer-
das tienen caracteristicas diferentes, resumidas en velocidades de propagacién
diferentes, v en la cuerda n°l, situada en x < 0, v2 en la cuerda n°2, situada
en x > 0. Conocemos las soluciones de la ecuacién de onda correspondientes
a las perturbaciones libres de una u otra cuerda: nos ocupamos ahora de las
soluciones cuando las dos cuerdas estan unidas. Tiene especial interés analizar
lo que ocurre con una perturbacién que incide en el punto de unién (las ondas
que se alejan del punto de unién no aportan nada de interés), segin ilustra
la figura Bl ;Qué clase de solucién y(x,t) debemos considerar? En la cuerda 1

flz—wut)

— vy Vg

=0

Figura 6: Onda incidente sobre la separacién entre dos cuerdas semi-infinitas.

tenemos f(x — v1t) que se propaga en direccién a x = 0, la solucién completa
involucrard también una perturbacién propagandose en la direccién opuesta,
g(x + v1t). En la cuerda 2 tenemos en principio dos perturbaciones, una pro-
pagéandose con velocidad +wvy (se aleja de z = 0), otra con velocidad —vy. Esta
dltima queda descartada dada la situacion considerada. Analizamos por tanto
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2.10 OSCILACIONES Y ONDAS

una soluciéon £ ) ( )
o r—ut)+glx+uvit), z<O0.
y(@.t) = { h(z — v t), x> 0.

{Qué condiciones debe cumplir y(z,t)? En 2 = 0 tanto y(x,t) como las primeras
derivadas 9,y(z,t) y Ory(z,t) deben ser continuas. A través de esas condiciones
queremos expresar las funciones g y h en términos de f y las caracteristicas del
sistema, vy y ve. Para y(x,t) tenemos

f(=vit) +g(v1t) = h(-vat) . (30)

Para dyy(x,t), con O, f(x — vit) = f'(x — v1t), Ozg(x + v1t) = ¢'(x + n1t) ¥
Ozh(x — vat) = W' (z — vat),

f'(=vit) + ¢/ (v1t) = h'(—wvat) . (31)

Para 0yy(z,t), con Oy f (x — n1t) = —v1f'(x — v1t), Ozg(x + v1t) = v1¢'(z + v1t)
y Ozh(xz — vat) = —vah/ (z — vat),

— vy f'(=vit) +v1 ¢’ (v1t) = —va B/ (—wat) . (32)

Combinamos ec. (B y ec. (B2) para obtener

(29)

Vo — 2’[)1

U1 4y ’
2 L (—ut), R (—vgt) =
v2—|—v1f( i) (—vat) v + U1

g (vit) = f(=vit) . (33)

Reetiquetamos ¢ — t’ e integramos entre ¢’ = 0 y un tiempo arbitrario ' =,

/dt g (vit) = —/Ul (vit) ¢'(vit) = ! (Q(Ul t) —9(0)) =
0

o /dt f(—uit) = Lo L (f(—ut) = F(0) 5 (34)

Vo + V1

2

/0 p? B (—vat) = Ui(h(—vg t) — h(0)) =

2v; i , 2
i [ fenn = S () - 1)L @)
Las constantes de integracién f(0), g(0) y h(0) quedan determinadas por las
condiciones iniciales del sistema y no son independientes, puesto que, segun
ec. @), f(0) + ¢g(0) = h(0). Para simplificar la discusién consideramos que,
parat =0, en x = 0, son despreciables i.e. f(0) = g(0) = 2(0) = 0 de modo que
ec. B4) y ec. (BH) nos dejan

209 2 V1
h(—vot) = —— f(=v1t) = h(z—wvet) = — f (U2 (x — vo t)) , (36)
g(vit) = Zj ;Zi f(=unt) = glx+vt) = Zz J_r Zi f(— (z+v; t)) - (37)

La solucién completa es por tanto

flz—vt)+ 224 (—(m—l—vlt)), x <0.

v2+v1
2
o f (Z—;(x — Vg t)) , x> 0.

Leamos con detenimiento el resultado obtenido.

y(z,t) = (38)
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OSCILACIONES Y ONDAS 2.11

= En 2 <0, el término

V2—v1
v2+v1

por el punto de unién entre las dos cuerdas. Tiene la forma de la onda

(— (x +un t)) es una perturbacién reflejada

V2—v1
v2+v1

incidente multiplicada por un factor . Siwy > vy esta onda reflejada

tiene de hecho el signo contrario.

2’!}2
v2+v1

do. Por una parte tiene la forma de la onda incidente f “reescalada” en x

merced al factor Z—i en su argumento, y “reescalada” en y merced al factor

vfﬁn (mayor o menor que 1 segiin sea vo > v1 0 U3 < v1). Limitado a una

dimension, este fenémeno es la familiar refraccion.

En x > 0, el término

f (Z—; (x — vo t)) es ligeramente mds complica-

Dos limites particulares nos permiten recuperar situaciones ya conocidas:

Para v; = vg, la separacion entre dos cuerdas diferentes es completamente
ficticia puesto que las perturbaciones se propagan a la misma velocidad en

ambas mitades, ec. ([B8) nos indica entonces {2t (— (x 4+ v t)) -0y

21}2
v2+vu1

es exactamente la que proviene de z < 0.

f (f}—;(x — Vg t)) — f((x —v1 t): no hay reflexién y la onda en x > 0

Para v; — 00, en > 0 no hay propagacion de ondas en comparacién con

z <0, ec. B3) nos indica 2+ f(— (x 4+ vy t)) — —f(x 4 v1 t) mientras

2’!}2
v2+vu1

por un extremo fijo.

f (f}—;(x — Vg t)) — 0, i.e. la solucién correspondiente a la reflexién

La figura [ ilustra la solucién ec. @) cuando v1 > ve; la figuraRlilustra ec. (BY)
cuando v < va.

S

/™
=~

S
A
N
™

Figura 7: Onda incidente sobre la separacién entre dos cuerdas semi-infinitas,
v1 > v, reflexion y refraccion.

1.4.

Energia

La solucién de d’Alembert nos ha permitido comprender cémo la ecuacién de
onda describe la propagacién de perturbaciones en un sistema sencillo, las ondas.
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Figura 8: Onda incidente sobre la separacién entre dos cuerdas semi-infinitas,
v1 < v, reflexion y refraccion.

Cuando describimos la “propagacion de ondas” no hacemos més que describir
la evolucién de una perturbacién y(x,t) con respecto al equilibrio y(x, t) = 0, en
toda la extensién del sistema, para todo tiempo. En los temas anteriores analiza-
mos repetidas veces una caracteristica muy importante de estas perturbaciones:
la energia. La variacién en el espacio de la perturbacién, d,y(x,t), estd asociada
a la energia potencial; la variaciéon en el tiempo de la perturbacién lo estd en
cambio a la energia cinética. Al discutir la energia de sistemas continuos acota-
dos o de sistemas discretos, nos hemos referido en todo momento a la energia
global del sistema considerado. La cuerda infinita proporciona sin embargo un
ingrediente adicional en cuanto al estudio de la energia del sistema. Dejando los
detalles para un apartado posterior en que acudiremos al uso de ondas planas,
la solucion de d’Alembert nos permite inmediatamente constatar un aspecto
fundamental de las ondas, la transmisién de energia. Si una perturbacién inicial
y(z,0) = f(x) se encuentra localizada en una regién espacial de tamano A y
es completamente despreciable fuera de la misma, la solucién de d’Alembert
(suponemos por simplicidad que la perturbacién inicial tiene d;y(z,0) = 0)

y(x,t)z%f(x—vt)—k%f(x—kvt) (39)

nos indica que al cabo de un tiempo t la perturbacién se encontrard localizada
en dos regiones, cada una de tamano A (obviamos discutir si no ha pasado
un tiempo suficiente para que esas dos regiones no tengan solapamiento, etc).
Tomando por ejemplo la correspondiente al término f(z — vt), tendremos una
densidad de energia

9 2
eZ%P (%%f(x—vt)) +%r <a%%f(x—vt)> : (40)
Con £ =%, & f(z—ut) = (e — ), £1(o — vt) = —uf (2 — o),
€= ipqﬂ [f'(x—vtﬂ2 : (41)
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La ecuacién anterior nos permite ver que la densidad de energia es proporcional
al cuadrado de la derivada de la funcién f que describe la onda, pero lo realmen-
te importante, conforme se deduce de nuestros comentarios anteriores, es que la
densidad de energia e también se propaga a velocidad v. La segunda mitad de
la perturbacién, 3 f(z + vt), también tiene asociada una densidad de energfa,
que se propaga a velocidad —v. Este andlisis superficial nos ha permitido com-
pletar la reflexién: si las ondas son perturbaciones locales que se propagan, y a
una perturbacion esta asociada una densidad de energia, las ondas transportan
energia.

1.5. Solucion de d’Alembert con fuente

Hasta el momento nos hemos ocupado de la ecuacién de onda homogénea,
que describe la evolucién libre tanto en el espacio como en el tiempo de pertur-
baciones. En esta seccién nos ocuparemos de resolver la ecuacion de onda en
presencia de un término forzante, i.e. la ecuacién de onda inhomogénea con un

fuente F'(z,t):
{82 , 02

92 Y @] y(z,t) = F(x,t) . (42)
Resolviendo esta ecuacién inhomogénea, al margen de ampliar el abanico de
sistemas fisicos que somos capaces de describir, podremos por ejemplo abordar
una descripcién simplificada (al fin y al cabo seguimos confinados en nuestras
descripcién de un sistema unidimensional) de fenémenos conocidos o familiares
como son el efecto Doppler o una onda de choque. Como es habitual dada la
linealidad de la ecuacion sin fuente, la solucién que queremos encontrar cons-
tard de dos partes, y,(x, t) solucién de la ecuacion homogénea que ya conocemos
—ec. 0) —, y una solucién particular y,(z,t):

y(x,t) = yn(z,t) + yp(xvt) :

Con una fuente general F(x,t) no parece en absoluto sencillo dar con la solucién
particular y,(x,t). Observando la solucién yp,(z,t), llama la atencién el término
asociado a la velocidad inicial 0;y(z,0) de la pertubacién,

1 x+vut
— | d .
% ). % 9(2)

Una velocidad inicial contribuye a la solucién a través de una integral sobre
toda la regién del espacio desde la que, a velocidades comprendidas entre —v
y v, se puede alcanzar el punto x en el tiempo transcurrido, t. Leyendo la
ecuacién ec. [E2) podemos ver que la fuente desempenia el papel de una fuerza,
contribuyendo (de forma externa al sistema) a la aceleracion. Ahora bien, a
diferencia de la velocidad inicial, la fuente actua, a priori, para todo valor. ;Es
posible encontrar la solucién y,(z, t) integrando la accién de la fuente no solo en
el espacio como ocurre con la velocidad inicial sino también en el tiempo? Ahora
bien, de forma andloga a lo que tenemos con la velocidad, si planteamos una
integral de la fuente tanto en el espacio como en el tiempo, para que contribuya a
la solucién en un punto (x,t), parece razonable limitar la integracién al conjunto
de puntos — la regién — tales que, desde que empieza a actuar la fuente, el
punto (x,t) se puede alcanzar con una velocidad comprendida entre —v y v. El
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diagrama Bl permite visualizar con sencillez qué regién seria la considerada. A
tiempo ¢ < t (jla fuente respeta causalidad!), en el punto 2/, la fuente F(z',t')
podré contribuir a la perturbacién y(x,t) si se cumple:

= para 2’ < z, que la diferencia de posiciones x — 2’ es inferior a v(t — t'),
i.e. al desplazamiento méximo que puede recorrer una perturbacién con
velocidad v en un tiempo t — #/,

r—a <vt—t) & z—vit—-t)<a;

= para 2’ > z, que la diferencia de posiciones ' — x es inferior a —v(t —t'),
i.e. al desplazamiento méximo que puede recorrer una perturbacién con
velocidad —v en un tiempo ¢ — ¢/,

r—z<—vt-t) & 2 <ztolt-t).

Figura 9: Regién de integracién de la fuente.

Guiados por estas reflexiones, la regién de interés es la regiéon sombreada de la
figura @ y consideramos la integraﬂ

erv(t t )
dt / F't), (43)
z—v(t—t’)
y calculamos
82 z+v(t—t")
— — dt’ F' ¢ =7. 44
[8t2 ”aﬂ} 2v/ Ivtt,)(x’ ) (44)

2Hemos supuesto que la fuente es nula para tiempos ¢ < 0, de ahi el limite inferior de
integracién en dt’: de no ser el caso, tendriamos que extender el limite inferior de integracién
cuanto fuera necesario.
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Conviene recordar que, para una funcién arbitraria h,

b , , "®onh(z, x)
E c(lf)h(z ,x) =b' () h(b(x), ) — o' (z) h(a(x), ) + /dz e

de modo que, escribiendo explicitamente todos los términos para mayor claridad,

erv t t
dt’ F t'p =
at {/ z—v(t—t') m ’ )}

9 z+v(t—t) 9 z+v(t—0)
<—t) X /d;v' F(2' t)— <— 0) x/d;v' F(2',0)
ot z—v(t—t) ot z—v(t—0)
—_—

=0 — 0

t o9 xtv(t—t")
+ /dt’ — /dx’ F(', ')y . (45)
0 ot z—v(t—t')

Tan solo queda el dltimo término, calculamos

o xtv(t—t')
% /d;v F@' )y =vF@+volt—t)t)+vF(x—vt-t)t)

v(t—t’)

z+v(t—t’ )a
de' ZF@ ) . (46)
z—v(t—t') \8t ,

—0

Tenemos

[ { o [ o)
/dt F(x+v(t—t’),t')+v/th’F(x—v(t—t’),t’), (47)

0 0

y debemos derivar una vez mds para obtener el primer término en ec. (@),

erv(t t
dt’ F t =
3t2 2U / r— U(t ') m ’ )

%% {/th’F(x+u(t—t’),t’)+/Zit’F(x—v(t—t')=t')} =

0

;F(x t)+ ; /dt %F(x—f—v(t—t') )+ F(z,t)+ ; /Odt %F(x—v(t—t'),t').

Podemos reescribir las derivadas

% Flx+o(t—1t),t)=+v {QF(z,t
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para obtener

erv(t t)
F ! =F
6752 2v/dt Pty =P

Dejamos este primer término de ec. () y analizamos el segundo,

z+v (t—t")
dt’ F('t
U ax2 2’U / z— v(t t') x ’ ) ,

mas sencillo de calcular, puesto que z tan solo aparece en los limites de la
integral en z':

z+vt t’)
Y ax2{2v/dt zv(t t’F‘x’t)}:
v 9 /dt Flz ot —t),t)—Fz—v(t—1t),t)) =
2 Ox ’ ’ N

g/odt' <%F(x+v(t—t’),t)—%F(m—v(t—t) t)) . (50)

También aqui podemos reescribir las derivadas de la siguiente forma,

%F(wiv(f—t) t') = {%F(z,t’)} )

z=ztv(t—t’)

para obtener

z+v (t—t )
dt’ =
v* 922 {21}/ /z (- t/ }
v 0 0
dt’ { F(z, ¢ )} [ F(z,t )} . (1)
2 /0 ( 0z z=z+v(t—t’) 0z z=w—v(t—t)
Reunimos los resultados en ec. @) y ec. (&Il para obtener

62 w+vt t)
[ﬁ_ W} - /dt / o W) = P (52)

Hemos por tanto comprobado que la integral en ec. [3]) es en efecto la solucién
particular y,(z,t) de la ecuacién de onda inhomogénea.
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ot? Ox?
= yl@,t) = yn(e,t) + yp(z, 1),

{__ _} F(z,t) con  y(x,0) = f(z), dry(x,0) = g(z),

x+ut

(1) = %(f(w Fot) @) + o [ degle),

x—vt
z+v t t
/ @ [d Flat).
z—v(t— t’)

(53)

Iustramos lo anterior con un ejemplo. Consideremos una fuente F(z,t) de
la siguiente forma:

CL2

F(z,t) = fod(t) —— ,

( ) fO ( ) a2 + 22

con fyy a constantes. La figura [[d ilustra la dependencia espacial de la fuente,
2

fo 32%%=, que actua en un tnico instante, ¢ = 0, conforme impone o(t). La

(54)

solucién particular correspondiente ed]

1 t z+v(t—t") a2
(1) = — / it [d footy = =

2 12
2v —00 z—v(t—t’) a‘+x

r+v(t t') 2
fo/ dt' 5(t Y (55)

21 2
T— v(t ) @ +x
Podemos integrar inmediatamente en 2/,

a2
fozt=

Figura 10: Forma de la fuente en ec. (B4).

erv(tft/) a2 z z+v(t—t')

dx m =a |arctan | — =

z—v(t—t) z—v(t—t’)
+o(t—t

a arctan <xT_/)) — a arctan (W) ., (56)

3Segiin comentado con anterioridad, cambiamos explicitamente el limite inferior de inte-
gracién en t’ de modo que incluya completamente la accién de la fuente, aunque bastaria
sencillamente cambiar 0 — ¢ < 0, nos curamos en salud con 0 — —oo.
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para obtener

yp(x, 1)

CLfo/ dt' o(t [arctan( ot = ¢) ) — arctan (W)] =
afo T+ vt x — vt
S0 [arctan (T) — arctan( a )} . (57)

Cémo es la solucién obtenida? La funcién arctan( ) se puede ver como una
funcidén escalén “suavizada”, nuestra solucién tiene pues dos “escalones” de signo
opuesto propagandose en direcciones opuestas. Las figuras y[L1(b)|ilustran
ambos términos; la figura [[2 ilustra la evolucién de la solucién completa.

arctan () ‘L:U

-

xT

a

(a) Primer término en ec. (&1).

— arctan (' "') |ﬁ:0

‘ - .

a

(b) Segundo término en ec. (BI).

Figura 11: Funciones en ec. ().

yp(l'v t)

Figura 12: y,(z,t) en ec. (B0).

1.6. Efecto Doppler

La solucién de la ecuaciéon de onda inhomogénea de la seccién anterior nos
permite estudiar, de forma detallada, un efecto bien conocido, el efecto Doppler,
asociado al movimiento de una fuente que perturba un medio. En los siguientes
subapartados, estudiaremos la solucién de la ecuaciéon de onda en presencia de
una fuente F'(x,t) en tres casos. En todos ellos consideramos una perturbacién
inicial nula, y(z,0) = 0, d,y(z,0) = 0, de modo que la solucién completa es
directamente la solucién particular al ser nula la solucién homogénea.
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= Como caso de referencia, la fuente actua siempre en el mismo punto (el
origen z = 0 por comodidad) y perturba el sistema de forma arménica
(frecuencia angular w), i.e.

F(z,t) = Fyd(x) sin(wt) . (58)

= La fuente se desplaza a velocidad vy (encontrandose a t = 0 en el origen) y
perturba el sistema de forma armoénica (frecuencia angular w); la velocidad
v es inferior a la de propagacién de las ondas en el medio, i.e.

F(z,t) = Fyd(x —vot) sin(wt), vo <v. (59)

= La fuente se desplaza a velocidad vy (encontrandose a t = 0 en el origen) y
perturba el sistema de forma armoénica (frecuencia angular w); la velocidad
vy es superior a la de propagacién de las ondas en el medio, i.e.

F(z,t) = Fyd(x —vot) sin(wt), vo > v. (60)

En cualquiera de estos tres casos nuestro interés se centra en y(z,t) considerada
en una posicion z fija, es decir, nos concentramos en analizar qué funcién, inica-
mente del tiempo ¢, describe la perturbacién y(z,t) para un z fijo, en particular
serd interesante compararla con la funcién armoénica sin(wt) de la fuente.

1.6.1. Fuente Fy d(x) sin(wt)

Para obtener y(x,t) debemos tan solo calcular, segin ec. ([B&3),

1 t z+v(t—t')
y(z,t) = % /Odt' /dx’ )Fo §(z') sin(wt’) . (61)

v(t—t'

La primera (y practicamente unica) dificultad aparece al evaluar la integral en
x’ merced a 6(z'): si el intervalo de integracién 2’ € [z —v(t —t');z +v(t —t')]
incluye ' = 0, tenemos una contribucién no nula e inmediata de evaluar; si en
cambio 0 ¢ [z —v(t—t');z+v(t —t')], la integral en 2’ serd nula. Los diagramas
en Figura [[3 permiten visualizar la situacién de forma sencilla.

s Parat < x/v, z — vt > 0y por tanto, con t' > 0, z —v(t —t') > 0, con lo
cual

z+v(t—t")

/dx’ §5(z')y=0 = y(z,t) =0. (62)
z—v(t—t’)

En el diagrama[[3(a)] es inmediato observar que para ¢ < z/v la fuente no

se encuentra en ningin momento en la regién sobre la que se integra, la

formada, segun discutido anteriormente, por los puntos desde los cuales

se puede alcanzar el punto (z,t) a velocidad inferior o igual a v.

s Parat > x/v, en el diagrama|l3(b)} el recorrido de la fuente si se encuentra
parcialmente en el dominio de integracién: podremos integrar trivialmente
en ' para los valores de t' correspondientes al segmento indicado en negro
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del recorrido de la fuente, i.e. para valores de t’ entre ' = 0 y ¢’ tal que

=z —v({t—t)=0,queest =t — x/v. Resulta entonces

Fy [fTF . F cos(wt’) =%
) == [at’ =2 |- =222
y(@,1) 211/0 sin(wt) 2v w o
F() T
=0 (1 ~(t— —)) 63
50 ( cos (wt —w (63)
Con z fijo, y(z,t) es sencillamente una funcién armoénica de frecuencia w,

como la fuente (podemos notar, adicionalmente, que tanto y(x,t) como
Owy(x,t) son continuas en t = x/v).

Reuniendo ec. @) y ec. ([@3)) representamos y(z,t) como funcién de ¢ para x
fijo en la figura [[4

x x N
N\
N\
N\
N
N N\
N N
N N
N N
N N
s @ =zt —t) sl =zt —t)
N\ N\
N\ N\
\\ \\
T + » (z,1) T+ » (z,1)
7 4
4 4
4 4
4 4
Sl =z —w(t—t) Sl =z —u(t—t)
// //
4 4
4 4
4 4
.
.
t 7 t
! } z 1 !
T T , T T
Fuente t b ,7" Fuente 7 t
4
(a) t < z/v. (b) t > z/v.

Figura 13: Fuente Fpd(x) sin(wt).

Figura 14: y(z,t) para x fijo, fuente Fy d(x) sin(wt).

1.6.2. Fuente Fy d(x — vot) sin(wt), vo < v

El apartado anterior nos ha permitido calcular la perturbacién y(z,t) cau-
sada por una fuente oscilante estatica, veamos ahora qué ocurre cuando consi-
deramos una fuente oscilante que se mueve a velocidad vg, con vy < v (tiene
una velocidad inferior a la de propagacién de las perturbaciones):

F(xz,t) = Fyo(x — vot) sin(wt) .
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» Parat < z/v, x —v(t —¢') > vt’ > vot’, de modo que los limites de inte-
gracién en z’ no incluyen z’ = vgt’, posicién en que se anula el argumento
de §( ), y tenemos

z+v(t—t")

/dx’ §5(z')=0 = y(z,t) =0. (64)
z—v(t—t’)

El diagrama [15(a)| permite visualizar cémo para t > z/v la fuente no se

encuentra en la regién de integracién.

s Para x/vg >t > x/v, la fuente recorre el segmento en negro indicado en
el diagrama a lo largo del cual 2’ — vot’ = 0 y podemos integrar
directamente §(x — vot); los extremos de ese segmento son ¢’ = 0 y el valor
de t’ para el cual 2’ = vot' = z —v(t —t’). Este dltimo limite es t’ = zt__vgg
Tenemos por tanto

erv t t
y(z,t) /dt / 5(x" —vot') sin(wt’) =
2U z—v(t— t’

vt—x vt—x

Fy [ F S(wt')]
-l /dt’ Osin(w ) =2 [—M] .
v Jo

2v w 0

B(w(52) o

Para interpretar con claridad el resultado anterior introducimos una nueva

p(r) = 5=

que

y(z,t) = —% (1 — cos (W't — p(z))) | £>t>%. (66)

2wv Vo

La perturbacién y(x,t) es una oscilacién armdnica de frecuencia w’ supe-
rior a la de la fuente! El desfase p(z) es tal que en ¢t = x/v, tanto y(x,t)
como Jyy(x,t) son continuas.

= Finalmente, para t > x/vg, la fuente recorre el segmento en negro indicado
en el diagrama [[ a lo largo del cual 2’ — vgt’ = 0 y podemos integrar
directamente §(x — vot); los extremos de ese segmento son ¢’ = 0 y el valor

de t’ para el cual 2’ = vot’ = z+v(t —t’). Este dltimo limite es ¢’ = 53::5
Tenemos por tanto
erv t t
y(z,t) /dt / 5(x" —vot') sin(wt’) =
2U z—v(t— t’
F, Ufo F, cos(wt') v
=Tl ) b v¥o
— dt sinwt') = — | —= =
2v @t) 2v [ w ]
FO 1 (vt —|— x)
2wv v —|— Vo
Reescribimos el resultado introduciendo otra frecuencia, w” =Wy o < W
y una nueva diferencia de fase ¢(z) = — %~ tales que
Fy T
y(z,t) = %ou (1 —cos (W't —g¢(z))), t >—. (68)
Vo
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La perturbacién y(z,t) es una oscilacién arménica de frecuencia w’ infe-
rior a la de la fuente! El desfase ¢(x) es tal que en t = x/vo, y(z,t) es
continua, si bien dyy(z,t) no lo es.

Recapitulando lo obtenido en ec. [B4), ec. ([GH) y ec. (@), antes de ¢t = /v no
hay perturbacién alguna en z, entre t = /v y t = x/vg, i.e. cuando la fuente
se acerca al punto z, la perturbacién en x tiene una frecuencia w’ superior a
la de la fuente; para ¢ > x/vg, i.e. cuando la fuente se aleja del punto z, la
perturbacién en z tiene una frecuencia w” inferior a la de la fuente. Es el muy
familiar efecto Doppler. Representamos y(x,t) como funcién de ¢ para z fijo en
la figura [

T z N
N
N
N
N
N N
N N
N N
\\ \\
sl =zt —t) =4t —t)
N N
N N
\\ \\
z + » (z,1) x + » (2,1)
e e
e 7
e 7
/// ’ / (t t/) //
r=x—v(t—t r=x—v(t—
/// ( ) // ' =wt’
// // F
’ Z uente
Fuente =t y
t Pl t
I I z I I
T al/ , Jl( T
ty /7 v t
‘/
(a) t < z/v. (b) z/vo >t > x/v.

Figura 15: Fuente Fy d(z — vot) sin(wt), v > vp.

€ N
N
N
N
/ A ~
o =x4ut—t) >
N
N
N
N
N
N
N ' =t
T+ » (z,t)
e
/
/
Fuente ’
’
’
’
,
=z —v(t-t)
p
/
d t
1 z 1 1
T P T T
z z
v /7 v t
%

Figura 16: Fuente Fy 6(z — vot) sin(wt), v > vg, t > x/vg.

1.6.3. Fuente Fy d(x — vot) sin(wt), vo > v

Para completar nuestro analisis consideramos en este apartado una fuente
que se desplaza a velocidad vy mayor que la de propagacion de las perturbacio-
nes, v. Con respecto al caso anterior, para vy > v tenemos que distinguir ahora
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y(z, 1)

;/\/\/\/\Jt

t

x/v x/vg
Figura 17: y(x,t) para x fijo, fuente Fyy d(z — vot) sin(wt), v > vp.

t <z/vg, x/v>1t>x/vgyt> /v, segin recogen los diagramas de las figuras
y
= Parat < x/vg (diagrama|18(a))), tenemos y(z,t) = 0.

= Para z/v >t > x/vg, la fuente contribuye a lo largo del segmento negro
del diagrama [18(b)} lo que corresponde a unos limites de integraciéon dados

por
— ot
=z—vt—t)=vt = p="""
Vo —

y
t
¥ =z+vt—t)=uvt = t’:m—"v
Vg + v

Con ello,

z+v (t— t )
/dt / 5(x' —vot') sin(wt’) =
z—v(t— t’

xz+ut ’ ztvt

Fy [vofv . . Fo [ cos(wt)] vt
— [dt’ sin(wt) =— |-———= =

20 Ja—ut 2v w s—uvt

vo—v vg—v

Fo <cos <w7(a: —Y t)) — cos <w7(m aal t))> . (69)

2wv Vg — U vo + v
El resultado anterior es una perturbacién que corresponde a la superpo-
sicién de dos oscilaciones, una de frecuencia superior y otra de frecuencia
inferior a la de oscilacién de la fuente: el efecto Doppler aparece de una
forma particular. La fuente alcanza el punto x a tiempo z/vg; a partir de
ese momento, al punto z llegan simultdneamente la perturbacién creada
en posiciones ¥’ < x a tiempos ¢ < x/vg, que produce el término con
frecuencia superior a w (efecto Doppler con la fuente que se acerca), y
la perturbacién creada en posiciones ' > z a tiempos ¢ > ¢ > x /vy,
que produce el término con frecuencia inferior a w (efecto Doppler con la
fuente que se aleja).

= Para t > z/v, la fuente contribuye a lo largo del segmento negro del
diagrama [[A lo que corresponde a unos limites de integracién dados por
=0y

T+ vt

vo+ v

¥=x+vt—t)=vt' = t' =
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Con ello
1 t z+v(t—t')
y(x,t) = — /dt' dr’  Fyé(x' —vpt') sin(wt') =
2v 0 z—v(t—t’)
xz+vt xtvt
Fo [ioF 2 N
0t sin(wt!) = =2 _cosw ot
2v Jo 2v w 0

to <1 — cos (M)) . (70)
2wv Vo + v
Para t > x/v, tan solo tenemos el término correspondiente a una pertur-
bacién de frecuencia inferior a w, el correspondiente al efecto Doppler con
la fuente que se aleja. Con respecto a ec. ([@3), el término correspondiente a
la fuente que se acerca ha desaparecido: ha transcurrido tiempo suficiente

(xz/v) para que toda la perturbacién creada por la fuente entre 2’ = 0y
z' = x, propagdndose a velocidad v, haya ya superado el punto .

Representamos y(z,t) como funcién de ¢ para x fijo en la figura

z x
\\
N
N
N \\\x’:xwtu(tft')
N N
N\ N
Nl =zt —t) AN
AN
N N
z -+ » (1) z - ® (1)
7 ’ ’
7 ' =wvyt 4
Joal =z —w(t—1t) 0 R4
7 //
4 ! — ’
/7 7= vt //m’::c—v(t—t’)
4
Fuente ./ Fuente
t y v
4 } —+—
t e 2 w oty
(a) t < x/vo. (b) z/v >t > x/vo.

Figura 18: Fuente Fy d(x — vot) sin(wt), vy > v.

1.6.4. * Fuente Fp d(x — vt) sin(wt)

Acabamos de analizar la perturbacién producida por una fuente que se mue-
ve a velocidades inferiores o superiores a la velocidad de propagacion de las
perturbaciones, cosa que nos ha permitido “redescubrir” en detalle — dentro de
las limitaciones de una descripcion en tan solo una dimensién — el efecto Dop-
pler. Hemos evitado explicitamente una situacion bien particular: aquella en que
la fuente se desplaza exactamente a velocidad vy = v. Veamos qué ocurre en
ese caso. El andlisis sigue la misma linea que los casos anteriores: tenemos que
distinguir ¢ > /v y t > x/v conforme podemos ver en los diagramas y

21(b)

» Para ¢t < z/v, la fuente no se encuentra en la regién de integracién (dia-
grama P1(a)) y directamente obtenemos y(z,t) = 0.
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T
N Fuente
N
N
N
N
y / /
N — 1 —
L r=xtut-t)
N
N
N
/ /
z' =yt N
xr - 0 )(,’I,‘,t)
4
4
7
4
od = -t —t)
4
7
4
4
4
4
Y
4
4
4
!
4
, t
} } }
7 1 1 1
4 x xT
v v t

Figura 19: Fuente Fy 0(z — vot) sin(wt), vo > v, t > z/v.

/\ .
I/’UO \//v

Figura 20: y(z,t) para x fijo, fuente Fy d(x — vot) sin(wt), vo > v.

» Parat > z/v, la fuente recorre el segmento en negro del diagrama R1(b)

en la regién de integracion; en ¢’ sus extremos corresponden a ' = 0y ¢/

tal que @’ = 2 + v(t —t') = vt’, es decir t' = ZX*_ con lo cual

z+v (t— t )
y(x,t) =5 /dt 2 Fod(a’ —ot’) sin(wt') =
v

z—v(t—t’)
Fy [ F cos(wt’) S
" /dt sin(wt') = o= =
20 20 w 0

Fo (1_ <w(x+vt))> o
2wv 2v
. Qué anade la discusion del caso vy — v con respecto a los casos anteriores?
Veamos en primer lugar qué ocurre en un instante particular, ¢ = x/v. jPor
qué es particular ¢t = x/v? Al desplazarse la fuente a velocidad v, la perturbacién
creada por la fuente en un determinado punto se propaga a la misma velocidad
que la propia fuente, de modo tal que la perturbacién creada a lo largo de la
trayectoria de la fuente se superpone precisamente en la posicién instantdnea
ocupada por la fuente. Esta alcanza el punto (x,t) precisamente en el instante
t = x/v. Para tiempos inferiores a /v, y(z,t) = 0 de modo que

lim  =0. (72)

t—x /v, t<z/v
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x x
\\
N
N
S \\ =z+o(t—t)
N N

N\ N

N =zt -t) AN
AN
N g4l
T+ » (z,1) z + v =vt e (2,1)
// //

Joal =z —u(t—1t) e

Vi 7

z s
7 o =0t L=z —v(t—t)
Fuente ///
’,
Fuente e
’ i ’
t L7 t
} } % } }
z . z
t b : b t

(a) t < z/v. (b) z/v >t

Figura 21: Fuente Fp 0(x — vt) sin(wt).

En cambio, si consideramos ¢ — x/v para t > x/v, conforme a ec. (),

i = L0 (1—cos (%)) : (73)

t—x /v, t>z/v 2wv

Salvo para valores particulares de w o de z, ec. ([[2) y ec. (@) demuestran que
y(z,t) jes discontinua! Tenemos una onda de choque. Fisicamente la disconti-
nuidad en y(z,t) es inconsistente: el problema radica sencillamente en la forma
demasiado simple que hemos dado a nuestra fuente a través de la delta de Dirac.
Obviando ese problema, descubrimos que la superposicién de la perturbacion
creada a lo largo de la trayectoria de la fuente llega al punto (z,t) provocando
una fuerte variacién de y(z,t). Esa es la onda de choque. La figura Z2 muestra
y(z,t). Para t > /v nos encontramos de nuevo con el efecto Doppler con una
frecuencia de oscilacién w’ = w/2. Nuestro sistema, de tan solo una dimensién,

y(z,t)

o~

x/v

Figura 22: y(z,t) para x fijo, fuente Fy é(x — vt) sin(wt).

es ciertamente particular, de haber abordado el problema anédlogo en dos o tres
dimensiones espaciales, encontrariamos — complicaciones matematicas adiciona-
les aparte —, que para velocidades de propagacién de la fuente vy > v (ndtese que
en una dimensién el caso vg > v no produce una onda de choque) se forma un
frente de ondas a lo largo del cual la perturbacién producida por la fuente a lo
largo de su trayectoria se superpone (interfiere) constructivamente, dando lugar
a esa brusca variacién de la magnitud descrita (en nuestro caso y). Ejemplos ha-
bituales de este fenémeno son el “boom” producido por aviones que se mueven
a velocidades superiores a la del sonido, o el efecto Cherenkov producido por
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particulas cargadas que se mueven a velocidades superiores a la de propagacién
de la luz en un medio.

2. Ecuacién de onda y ondas planas

Hemos dedicado el apartado [l al estudio de la solucién de d’Alembert de la
ecuacién de onda homogénea y a la solucién de la ecuacién de onda con una
fuente. Lo desarrollado no se parece en absoluto a los métodos empleados al
describir una cuerda finita, a pesar de corresponder a la misma ecuacién de
onda. En este apartado abandonamos la solucién de d’Alembert y acudimos a
una estrategia similar a la empleada en temas anteriores: encontrar un conjunto
de soluciones bésicas sencillas de la ecuacién de onda y construir la solucién
como superposicion de estas soluciones bésicas, las ondas planas.

2.1. Ondas planas

Retomamos la ecuacién de onda ec. ([l) y buscamos una solucién separable
X ()T (1),

d*T (¢ 9 d*X(x
X(x) dt2( ) — v T(¢) dxg ) =0. (74)
Dividiendo por X (z)7 (¢),
1 P27t 5, 1 &PXx(z) _0. (75)

T a2 X(z) da?

Con el primer término funcién de t y el segundo de x, ambos deben ser iguales

a una constante. Con QT( )
1 d t 9
T a2 Y (76)

como en el estudio de la cuerda continua de longitud L, las soluciones X (x) y
7 (t) son
X(z) =asin(kz) + b cos(kz) , (77)

T(t) = ¢ sin(wt) + d cos(wt) . (78)

Las constantes w y k obedecen la relacién w? = k2 v2. Hasta este punto he-
mos repetido exactamente los pasos seguidos con la cuerda continua de longitud
finita: la gran diferencia que ahora aparece es la ausencia de condiciones de
contorno. En la cuerda continua estas imponian un conjunto de valores permiti-
dos y en consecuencia un conjunto de frecuencias propias. Semejante restriccién
desaparece en la cuerda infinita: para cualquier valor de k o cualquier valor
de w, tenemos soluciones de la ecuacién de onda; la tnica restriccién, que se
cumpla w? = k2 2. Podemos considerar combinaciones complejas en lugar de
combinaciones reales,

X(z) = ae™ 4 ge (79)

T(t) =ve™t et (80)
que dan lugar a soluciones

X({E) T(t) _ Aei(thrwt) + Befi(karwt) + Cei(kwfwt) + Defi(kwfwt) ) (81)
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Con w = kv,
X(x) T(t) _ Aeik(ervt) + Befik(ervt) + Ceik(wfvt) + Defik(wfvt) ) (82)

A pesar de haber buscado soluciones separables X' (z)7 (t), aparecen naturalmen-
te soluciones de tipo 1 (x £vt), i.e. con la forma de la solucién de d’Alembert: las
ondas planas son de hecho las tnicas soluciones separables que pueden dar lu-
gar a ese tipo de dependencia en (x,t). Las magnitudes importantes al describir
ondas planas son las siguientes.

= La variable continua k es el numero de ondas, que describe la frecuencia
espacial de la onda plana.

s La longitud de onda \ = %’T es la periodicidad espacial de la onda plana.

= La frecuencia angular de la onda plana es w, aunque es habitual emplear

0y = &
la frecuencia v = 5=.

= La periodicidad temporal — o sencillamente el periodo — es T = 2 = 1,
= La velocidad v relaciona frecuencias espaciales y temporales,

w=kv & 2rv=kv & Av=v & A=vT. (83)

Regresando a ec. &), la expresién de X(x)7 (¢) es, a priori, compleja, pero
X(x)7 (t) describe una magnitud real: los coeficientes A, B, C'y D no pueden
ser independientes. Con

(X(2) T(1))* = A* e~ thletvt) | g iklatvt) 4 O gmika—vt) 4 p* ik(z=v) - (g4)

basta requerir
A*=B, C*=D, (85)

para tener (X (z)7 (t))* = X ()7 (t). Con k continua, una superposicién de on-
das planas se describe mediante una integral en dk con una funcién peso f(k)
asociada a cada onda plana de nimero de ondas k. Ahora bien, ;qué valores
de k debemos considerar? La ecuacién de onda requiere w? = k2v?, pero en
ec. (B2 hemos empleado w = kuv; esta eleccién (con v > 0), no obliga en ab-
soluto a considerar exclusivamente k > 0 y w > 0. Segin hemos discutido, al
describir un sistema continuo sin condiciones de contorno que fijen un espectro
discreto de frecuencias w o numeros de ondas k, en lugar de una suma discreta,
tendremos que considerar integrales en k. Observando ec. [82) vemos de hecho
que considerando, por ejemplo, el término A e™(#+v) con k < 0y w < 0, tene-
mos el mismo tipo de onda plana que en el término B e~ #*@+v) para k> 0y
w > 0; de acuerdo con ec. (BH), para describir una cantidad real, necesitamos
A* = B: podemos escoger de forma consistente k €] — 0o; +0o[ y tan solo ondas
planas (@ +vt) y oik(z=vt) hara construir soluciones de la ecuacién de onda. La
eleccién de k en | — oo; +00] es particularmente ventajosa puesto que nos condu-
ce al uso de la transformada de Fourier interpretada, sencillamente, como una
superposicién de ondas planas. Antes de analizar detalladamente como resolver
la ecuacién de onda con condiciones iniciales en términos de un desarrollo en
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ondas planas, completamos la discusién anterior en lo tocante a los coeficientes
del desarrollo para tener una funcién real. Consideremos

y(x t) \/_ dk f+( ) i(kztwt) + \/1_ dkf ( ) i(kx—wt) _
1

+oo
ik(z+vt) - ik(z—vt)
\/_ dkf (k) e o [Tk . (86)

Las funciones f1 (k) son simplemente los “pesos” de las ondas planas e
en la superposicién y(z,t). Calculamos

ik(ztvt)

= _dk C [ ()] ekt L = _dk 7 (0] e ME | (87)

Cambiamos la variable de integraciéon k — —k en ambas integrales para obtener

ly(z, )" =

* _L e _ * ik(z+vt) i
[y(z,1)] = Jon i’z [f+(=R)]" e t

con lo que, para tener y(x,t) real, bastard

[fe(=R)]" = fr k), (=R =f- (k). (89)

+o0 )
dk [f_(—k)]* ezk(wfvt) ,
- (39)

2.2. Solucién mediante ondas planas

En el apartado anterior hemos “descubierto” una familia de soluciones ele-
mentales de la ecuacién de onda ec. {); nuestro siguiente paso, de forma andloga
a lo visto en temas anteriores, es construir una combinacién lineal o superposi-
cién de estas soluciones que sea solucion de la ecuacién de onda cumpliendo unas
condiciones iniciales y(x,0), dyy(x,0) dadas. Consideremos una funcién ¢ (x,t)
que sea superposicién de ondas planas como en ec. (Bf),

ik(z+vt) i e ik(z—vt)
\/_ dkf (k)e +m[d£f,(k)e . (90)
Siendo una superposicién de ondas planas, ¥(z, t) es autométicamente solucién
de la ecuacién de onda; ahora bien, para que sea la solucién que cumple unas
condiciones iniciales dadas y(z,0), ;y(x,0), las funciones f1 (k) (los “pesos” de
las ondas planas) no pueden ser arbitrarias, deben ser tales que ¥ (z,0) = y(x,0)
y Oup(z,0) = Oyy(x,0). Retomando ec. [@), veamos en primer lugar i (z,0),

Pl t) =

1 oo o oo -
—— [dk fr(k)e'" "+ [dk f_(k)e'"". (91)
vV 27'(' —00 —00
Puesto que nos interesan fi(k), tenemos que invertir la relacién anterior: en
este punto paga el haber establecido la analogia con la transformada de Fourier:
calculemos la transformada inversa,

¢($,0) =

. Joow( 0) et =
—— [dz(z,0)e =
V2or )

“+o0
— dkf+ /da:e““)z dkf )/da:e“’f—’f)z. (92)
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La ortogonalidad de las ondas planas,

+o0 +oo
/dx KT — on 5(k — k'), dk e’ @0k = 27 §(z — 2') (93)

— 00

permite reducir ec. (@) a

+oo
%z_ﬂ o (e, 0) ¢4 = o)+ 1) (94)

Tenemos una primera ecuacién que relaciona fi (k) con ¥ (x,0). Veamos ahora
qué hacer con 9:9)(x,0). Con ec. ([@0),

+oo
dk f+( )zkveiku/dk fo(k) (—ikv) etk e (95)

— 00

8t"/](x7 0) \/—

Calculemos de nuevo la transformada inversa,

1 ;Ooa dj( 0) —ik'
i x, =
\/— t
+w +oo , 1 +oo oo ’
dk ikv f1 (k) /dx et (k=k)a _ 2—/dkikv f—(k) /dx et k=KD (96)

— 0o — 00 — 0o

Usando de nuevo la ortogonalidad, ec. ([@3),

\/_/dx o) (x,0) e T = ikv (f (k) — f_(K)) . (97)

Las ecuaciones (@) y (@) permiten despejar

fi(k):%{\/% _wa(x,())e—““i ;v\/l_ dxatw(x 0) —““}. (98)

Segin anticipamos en ec. ), siendo t(z,0) y Jp(z,0) reales, se cumple
[f£(—=k)]* = f+(k), como corresponde a ¢(z, t) real. Con ec. ([@F) hemos resuelto
como escoger la superposicién de ondas planas tal que la funcién resultante sea
la solucién de la ecuaciéon de onda que cumple las condiciones iniciales dadas,
segin recoge el cuadro ([@d).

2 2
{% — 288232} y(z,t) =0, condiciones iniciales y(x,0), Owy(z,0),

+oo
_ /dk} f+(k? zk(z+vt)+ /dkf zk(:c vt)

fx(k) = {\/ﬁ/dxymo :tzl;lm\/_ d;OBty(x 0)e” }

(99)

Miguel Nebot Ondas



OSCILACIONES Y ONDAS 2.31

2.3. Dispersion

La solucién de la ecuacién de onda, escrita a la d’Alembert — ec. (@) —,
o escrita a la Fourier, asigna a la velocidad v un papel principal: cualquier
perturbacién se propaga a idéntica velocidad v. Conforme prescribe la propia
ecuacién de onda, la periodicidad en x y la periodicidad en ¢t obedecen una
proporcionalidad directa, w = kv. Si recordamos la cuerda discreta, con modos
normales
gm

Ir jﬂ) ., = ntimero de ondas del modo j, k = T (100)

Vjp X Sin <

mientras la frecuencia del modo normal j es

wj = %\/§sin <€%) . (101)
Es inmediato constatar que 7 mo es constante. La cuerda continua, con las
simplificaciones que ha implicado, es més la excepcién que la norma: lo habitual
es encontrar sistemas fisicos en que perturbaciones de diferente frecuencia tienen
diferente diferente velocidad de propagacion. Este fenémeno es la dispersion, al
que dedicamos este apartado.

2.3.1. Dos ondas planas

Una forma sencilla de introducir la dispersion y caracterizar en presencia de
la misma la propagacion de perturbaciones, es el andlisis de la superposicién de
dos ondas planas de caracteristicas similares. Por simplicidad consideramos la
parte real de la superposicion de dos ondas planas de idéntica amplitud, frecuen-
cias ligeramente diferentes wi y wo, y nimeros de onda ligeramente diferentes
kl y kg.

y(x,t) = A cos(wit — k1 x) + A cos(wa t — kg ) . (102)

Introducimos . B
= LLTE2 A, 2T (103)

2 2
l%:kl‘;k27 Ak:kQ;kl, (104)

y reescribimos

(105)
para obtener

y(z,t) = A cos(wit — k1 x) + A cos(wat — ko) =
Acos(@t —kx — (Awt — Akx)) + A cos(wt —kx + (Awt — Akx)) . (106)

Con Aw < @y Ak < k. Desarrollamos cos(a & b) = cosa cosb F sin asin b para
obtener )
y(z,t) = 2A cos(Awt — Ak x) cos(wt — kx) . (107)

Con Aw < @y Ak < k, el factor cos(Aw t— Ak x) tiene una variacién lenta tan-
to en & como en ¢ en comparacién con el factor cos(wt — k x): el primer factor se
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comporta como una amplitud que modula la oscilacién rapida del segundo fac-
tor. La figura 23 ilustra las dos ondas planas consideradas en ec. (), mientras
la figuraPA muestra tanto la superposicién directa de las mismas como la reescri-
tura en términos de una modulacién de variacién “lenta” 2A cos(Aw t—Ak x) de
una oscilacién “rapida” cos(@t—k x). Ambas figuras corresponden a un instante
fijo t; la siguiente figura, B3 ilustra la evolucién en el tiempo de la superposi-
cién. Al considerar la ecuacién de onda ec. (@) y las soluciones en forma de ondas
planas, la velocidad v tiene una interpretacién directa: es la relacién v = %
entre el desplazamiento espacial Az y el desplazamiento temporal At, tales que
el argumento de la onda plana se mantenga constante (de forma completamente
andloga a lo comentado para la solucién de d’Alembert), y no es mas que v = £.
En general, para medios que presentan dispersion, incluso la superposicién més
sencilla que podemos considerar, la de dos ondas planas, la situaciéon cambia. A
cada una de ellas puede corresponder una velocidad diferente, v; = “,:—11, vy = “’—j
con lo cual la velocidad de propagacién de la modulacién cos(Awt — Akz) y
la velocidad de propagacién de la oscilacién rapida cos(wt — k) pueden ser

diferentes. Introduciendo por comodidad una velocidad media v = % y una

)

diferencia Av = #254, tenemos
Aw o Wy — W1 o U2]€2 — Ulkl o kg - ]€1
Y ey vy e .
; (108)
. Aw k
1.e. A_k =0+ Av A_k y (109)
mientras
w w2 + w1 . voko + v1kq . ko . k1
Z_k'Q—Fkl B ko + k1 —U1+(’U2 vl)k}2+k}1_v2+(vl U2)k2+k1’
(110)
W Ak
ie. %:5+Av? (111)

Queda por tanto claro que en general % #+ % (con v1 = vy = v recupera-
mos autométicamente el caso no dispersivo en que ambas velocidades son v).
Aunque en el proximo apartado abordaremos la cuestién de forma méas amplia,
considerando un paquete de ondas en lugar de la superposiciéon de tan solo dos
ondas planas, este sencillo ejemplo es suficiente para introducir

= la velocidad de grupo, vy = %, velocidad a la que se propaga la modula-

cion de la amplitud,

= la velocidad de fase, vy = %, velocidad a la que se propaga una fase
constante.
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A cos(kyx — wy t)

A cos(kax — wat)

Figura 23: Dos ondas planas (parte real), ec. ([{I2).

A cos(krx —wit) + A cos(kax — wat)

—— 2A cos(Akx — Awt) cos(kx —wt) -——-- 2Acos(Akz — Awt)

Figura 24: Superposicién de dos ondas planas (parte real), ec. ().

A cos(kyz —wit) + A cos(kyx — wot)

Figura 25: Evolucién de la superposicién de dos ondas planas (parte real),

ec. (D).

Miguel Nebot Ondas



2.34 OSCILACIONES Y ONDAS

2.3.2. Paquete de ondas: velocidades de fase y grupo

La superposicién de dos ondas planas proporciona un primer ejemplo sim-
ple de lo que ocurre cuando un medio continuo es tal que la frecuencia angular
asociada a una perturbacién (onda plana) de nimero de ondas k es una fun-
cién w(k). En la cuerda unidimensional sin dispersién, tenemos sencillamente
w(k) = vk. En general w(k) es la relacion de dispersidn. En base a lo hecho con
dos ondas planas, veamos cémo aparecen las velocidades de fase y de grupo al
considerar un paquete de ondas. Consideremos por tanto un paquete de ondas
(nos mantenemos como viene siendo habitual en una tnica dimensién espacial)

+oo
Y(x,t) = / dke A(k) eiltkz=w®)t) (112)

— 00

i.e. una superposicién de ondas planas e*(¥2=«(*)*) pesadas por A(k), que, segin
ilustra la figura BAl se concentra alrededor de un valor k.

Ak)

ko

Figura 26: Paquete de ondas.

En esas condiciones desarrollamos w(k),
w(k) =w(ko) + (k — ko) (ko) + ... . (113)
Llevando ec. (I3) a ec. (12,

+oo
U(x,t) ~ [dk A(k) eilko z—w(ko) t) yi(k—ko)(z—w’(ko)t) _
N ~

gilho 2= (ko) 1) /dkA(k) gilk—ko) =/ (k0)t) (114)

La ecuacién ([[Idl) describe, de forma andloga a lo visto para dos ondas planas,
una oscilacién “rapida” e’(ko z=«(ko)t) modulada por una amplitud

+oo
dk A(k) ei(kfko)(wfw/(ko)t) )

— 00

La velocidad a la cual se propaga una fase de la oscilacién rapida constante es,
sencillamente %’zo) La velocidad a la cual se propaga constante la amplitud que
la modula es en cambio w’(kg). Generalizando lo visto en el apartado anterior,
dado un paquete de ondas planas concentrado alrededor de un niimero de ondas
kOa
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= la velocidad de grupo, vy = ‘;—‘Z hmko? €S la velocidad a la que se propaga
“globalmente” el paquete de ondas, i.e. la velocidad a la que se propaga
la amplitud modulada.

» la velocidad de fase, vy = w;ko)’ es la velocidad a la que la fase de la osci-

0
lacién répida (“dentro” de la amplitud modulada) se mantiene constante.

La figura P ilustra la diferencia entre propagacién en un medio que no presenta
dispersién (la forma de la onda se mantiene en la propagacién) y la propagacién
en un medio que si presenta dispersion.

(a) Sin dispersién. (b) Con dispersién.

Figura 27: Propagacién de una onda.

2.4. Perturbaciones estacionarias

Habiendo visto como construir una solucién general como superposicion de
ondas planas, nos detenemos brevemente a analizar como aparecen entonces
soluciones como las de la cuerda finita con extremos fijos, es decir soluciones
estacionarias de la ecuacién de onda. Consideremos la superposicion real de dos
ondas planas de idéntica frecuencia y direccién de propagacién opuesta,

y(x,t) =Asin(kr —wt) + Asin(kz +wt), w==Fkv. (115)
Desarrollamos
y(a,t) =

A [sin(k z) cos(wt) — cos(k x) sin(wt) + sin(k ) cos(wt) + cos(k ) sin(wt)]
= 2A sin(kz) cos(wt) . (116)

La superposicién considerada es precisamente de la forma separable que pue-
de corresponder a una solucién estacionaria. Si ahora imponemos y(0,t) = 0,

y(L,t) = 0, obtenemos inmediatamente k — k, = %T", wp = kn,v con n =
1,...,00. Los modos normales, soluciones estacionarias de la ecuacién de onda,

no son, al fin y al cabo, otra cosa que la superposicién de ondas planas que tan
solo difieren en la direccién de propagacion.
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2.5. Refraccién de ondas planas

En el apartado [[3 hemos analizado la refraccién y la reflexion a través de
la solucién de d’Alembert de la ecuacién de onda. Tiene de todos modos interés
hacerlo considerando ondas planas individuales, puesto que el resultado nos
puede permitir analizar la misma clase de situacién en sistemas que presentan
dispersién. Consideremos de nuevo la situacién recogida en la figuralll una onda
incide sobre la separacién de dos cuerdas semi-infinitas; en lugar de considerar
una onda arbitraria f(z — vt), consideramos una onda plana A e'(F1z—w1(k1)t),
En la regién z < 0, la solucién completa a considerar tendra una segunda onda
plana de velocidad de propagacién opuesta, A Re *k1z+wi(k)t) Ep la regién
x > 0, la solucién a considerar es una onda plana T’ A e*(k22=w2(k2)t) Egcribimos
explicitamente wq (k1) y wa(k2) para subrayar que en cada zona podemos tener
w # kv (i.e. que podemos tener dispersion), y que la relacién de dispersién puede
de hecho ser diferente en cada zona. Resumiendo, consideramos una solucién

( t) {yl (x7 t) — Aei(k1 z—wi(k1)t) + RAefi(kl ztwi (k1) t) , <0,
ylr,t) —

yo(w,t) = T Agilhzo—wz(ka)t) z>0.
(117)
Las condiciones a aplicar en z = 0 son
(1) la continuidad de y para todo tiempo, i.e. y1(0,t) = y2(0,¢),
(2) la continuidad de d;y para todo tiempo, i.e. 9¢y1(0,t) = dsy2(0,t),
(3) la continuidad de 9,y para todo tiempo, i.e. 9,y1(0,t) = 0,y2(0,t).
Explicitamente,
(14 R)Ae~ (k) = g miwalka)t (118)
— iw1 (k‘l) (1 + R) Ae_iwl(kl)t = —iUJQ(kQ) TAe_iWQ(]Q)t y (119)
ik (1 — R) Ae (b))t — ) T A emiw2(ka)t (120)

Para que se cumpla ec. [[IX) para todo t (o bien comparando ec. [[IX) y
ec. (M), wi(k1) = wa(ka), ie. la frecuencia angular debe ser la misma en
ambas regiones; con ello podemos eliminar exponenciales complejas dependien-
tes de t, ademas de la amplitud global A, para obtener

(14+R) =T, ki(l—R)=kT. (121)

Despejando,

ik 2k

= , = . 122
k1 + ko k1 + ko ( )

Las relaciones en ec. ([ZA) proporcionan las amplitudes (relativas a la amplitud
de la onda plana incidente) de la onda plana reflejada, R y de la onda plana
transmitida, T. Cuando tanto en x < 0 como en x > 0 no haya dispersién,
w = kv; = vgks, con lo que B = :’)—i y podemos recuperar inmediatamente

ko
ec. (B3).
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2.6. Teorema del ancho de banda

Al obtener la solucién ec. (@), la transformada de Fourier ha aparecido de
forma natural en nuestro desarrollo; en este apartado nos ocupamos de una
propiedad de la misma de gran importancia fisica. La solucién ec. (@) describe
una superposicion de ondas planas en cualquier punto x, para todo tiempo t. Si
en lugar de considerarla de forma global nos limitamos a considerar y(x,t):

(i) para un tiempo t = ty fijo, para todo el espacio x, estamos considerando
una funcién dnicamente de x

f(z) = ylz,to) (123)

(ii) para una posicién x = xq fija, para todo tiempo ¢, estamos considerando
una funcién unicamente de t

9(t) = y(xo,1) . (124)

Introducimos la transformada de Fourier f de f,

~ + © .
fh) = <= [do e f(a) (125)

f es la transformada inversa de f :

= _Jz? ek f (k) . (126)

Andlogamente, introducimos la transformada § de g,

fz) =

g(w) = \/— db‘ e gt (127)

g es la transformada inversa de §:

1 [hee
g(t) = 75 ) dwe Fg(w) . (128)

Con f y g de cuadrado integrable, la identidad de Parseval es

+o0 +oo
dx [f(@)]? = dk [f(R)I?

+oo +oo
dt gt = [dw [g(w)]* . (129)

Para una funcién arbitraria F'(z), podemos emplear f(z) para definir un valor
esperado del siguiente modo:

+0o0 +oo
(Fl@) = [as P15 [as )P (130)
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(F(z)) es la integral de F(x) “pesada” con |f(z)|? y normalizada al “peso” total
Jdz|f(z)|*. Para una funcién arbitraria de ¢, G(t), podemos proceder de forma
andloga y definir un valor esperado (G(t)) como

+oo “+o0
@) = [ cwlsop [ [0 . (131)

También para funciones de k o de w podemos definir valores esperados,

(R(k)) = /dkR ) I£Ck |2//d/c G
(S(w)) = / s/ /dw 6w (132)

Valores esperados en el espacio k se pueden relacionar con integrales que invo-
lucran derivadas de f.

+oo
[ 1) 5 1(e) =

—ikx 8 1 ikx
/dac—/dke ( 8x\/_ dk f(k)

1 A

dx — dk’ e~ ke (1) dk ike“”f()
oo 2T
1 +oo +ooA

=— [d¥ dkf zk/dxe @ (k=K'
27 J_o J_

Qwé(k k")
+o0 R +oo
dk" ik |f(k)[* =i (k) [dk |f(k)]*. (133)

Considerando una derivada mas,

/: {{O (@) (g s@) =62 [ {E’o R (s

A través de ec. (33) y ec. (3d) podemos reescribir integrales que involucran
derivadas de f(x) mediante valores esperados de k y k2, por ejemplo. Propieda-
des analogas con funciones de ¢ y w son inmediatas de obtener. Las utilizaremos
en breve.

Caracterizamos alrededor de qué valor de = puede estar concentrada f(x) con
el valor esperado (z); una segunda caracteristica de interés es una medida del
tamarfio “tipico” de la regién entorno a (x) en que f(x) pueda estar concentrada.
De forma completamente andloga a la empleada en estadistica, del mismo modo
que (x) es el valor esperado — la media —, tenemos la desviacién estdndar Az,

con (Az)? la varianza
(Az)? = ((z — (2))*) . (135)
Podemos hacer lo propio con k,

(Ak)? = ((k — (k))?) - (136)
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En ec. (I33) y ec. (3) hemos visto cémo (k) y (k?) estdn relacionadas con
integrales de f* 0, f y O, f* 0. f: jimplica esto alguna relacién entre Az y Ak?
Ese sera precisamente el objeto del teorema del ancho de banda. Todo lo anterior
es vélido para t en lugar de = y w en lugar de k (con lo que nos ahorramos
reescribir las correspondientes ecuaciones).

Dicho todo lo anterior, consideramos (sin mayor justificacién), la siguiente
funcién:

Fa) = (o= o) —ia (ig: ~ ) ) 5@ (137)

Integrando |.Z (z)|? y normalizando a la integral de | f (z)]?, definimos la siguiente

integral I(«):
I(a) = d:c \F (x //dx 1 (138)

Trabajémosla,

o 2
. /{{O (e~ @nr@-io) (i) - i) / / dr |f(x
+ [t (@@= @pr@i-ia) (i@ - 07 @) ) / [ st
+

+oo
@ (AR +a [ar (o (0) (£ @500 + )51 <x>).
(139)

La dltima integral es

o fis - @) (£ 20+ 02 @) =

— 00

+o0 o
o [dr (- @gIf@P, (110)

+oo 0
v fdn o= @)@ -
+oo
—a[lf@P]) T+ a2l f@)?] S ~a / dr |f(z)?. (141)

Con f de cuadrado integrable,

+oo b +oo
o @ — @) ZI1@)P = —a [a |f@)P, (142)
asi que, finalmente,
I(a) = (Az)? + a? (Ak)? — o . (143)

Por construccién, ec. [[38), I(«) no es negativa, siendo un polinomio de segundo
grado en a y el coeficiente de o positivo, ;para qué valor de o tenemos el minimo
de I(a)? Veamos,

dI(«)
da

dI(«
da 2(Ak)?

~—
—_

= 20(Ak)? — 1 (144)
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Qué vale I(a) > 0 en ese minimo?

1 _ 2 (Ak)? o 5 1
*(same ) = @+ siamy ~ g ~ O g 20 049
Esto no es més que
(Az) (Ak) > % (146)

Todo el desarrollo anterior nos ha llevado al (impactante) teorema del ancho de
banda recogido en ec. ([Z0): dada una funcién f(x), si se encuentra concentrada
en una region de extension Ax, su descomposicién en ondas planas no puede
estar concentrada en una regién en k menor que ﬁ. Reciprocamente, una
superposicién de ondas planas concentrada en una regién en k de tamano Ak
ocupa necesariamente una extension en x mayor que ﬁ. Este resultado tiene
una conexion directa con el principio de incertidumbre de Heisenberg una vez,
en el marco de la mecanica ondulatoria, se asocia el momento p al niimero de
ondas k segun p = ik (h es la constante de Planck reducida) para obtener la
famosa relacién

(Az) (Ap) =

N

Lo obtenido para z y k es inmediatamente trasladable a t y w,

(At) (Aw) > (147)

N =

La interpretacién de esta ultima en términos de las magnitudes temporales t y
w es analoga a la interpretacion en términos de las magnitudes espaciales x y k
(en lugar de ondas planas nos referimos aqui a funciones arménicas de t): si una
funcién g(t) estd concentrada en una regién de duracién At, su descomposicién
en funciones arménicas no puede estar concentrada en una regién de frecuencias
w menor que ﬁ. Reciprocamente, una superposicion de arménicos concentrada
en una regién de frecuencias Aw no puede dar lugar a una senal de duracién
inferior a ﬁ. La figura P8 ilustra, esquematicamente, el teorema del ancho de
banda.

Ax Ak

flx) /_\ fk)
Az Ak

fl@) J(k)
Az Ak

f(@) J(k)

Figura 28: Teorema del ancho de banda.
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3. * Comentarios adicionales

| Claves del tema |

Solucién de d’Alembert libre.

= Solucién de d’Alembert en presencia de una fuente.

= Fenémenos ondulatorios: reflexién, refraccién, efecto Doppler.
= Ondas planas.

= Solucién de la ecuacion de onda con ondas planas.

= Dispersion.
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A. Animaciones

= Ejemplos de la solucion libre de d’Alembert

e TO5_dAlembert_libre_1.avi
e TO5_dAlembert_libre_2.avi
e TO5_dAlembert_libre_3.avi
e TO5_dAlembert_libre_4.avi

» Reflexién

e TO5_reflexion_extremo_libre.avi

e TO5_reflexion_extremo_fijo.avi
= Refraccién
e TO5_refraccion.avi
= Ejemplos de la soluciéon de d’Alembert con fuente

o TO5_dAlembert_fuente_1.avi
e TO5_dAlembert_fuente_2.avi

= Efecto Doppler

TO5_Doppler_1.avi

TO5_Doppler_2.avi

TO5_Doppler_3.avi

TO5_Doppler_4.avi
= Ondas planas y dispersion

e TO5_dos_ondas_planas.avi

e TO5_paquete_ondas.avi
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