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OSCILACIONES Y ONDAS 3.3

En los temas precedentes hemos estudiado las oscilaciones libres, amorti-
guadas y forzadas, de sistemas fisicos con un tnico grado de libertad. Si bien
nos ha permitido descubrir y describir fenémenos fisicos como la resonancia,
multitud de sistemas pueden requerir un tratamiento diferente por el simple
hecho de poseer mds de un grado de libertad; si no existe interaccién entre los
grados de libertad del sistema, nos encontramos simplemente con un sistema
que se comporta como una coleccién de sistemas independientes, cada uno con
un unico grado de libertad: nada nuevo. En cambio, cuando los distintos grados
de libertad interaccionan, nos encontramos con una situacién en apariencia mas
compleja: ese es el objetivo central de este tema, el estudio de las oscilacio-
nes acopladas de un sistema. Seguimos el siguiente recorrido. En el apartado
M estudiamos el acoplamiento de dos osciladores mecdnicos para descubrir que
determinados movimientos colectivos del sistema, los modos normales, se com-
portan como simples osciladores arménicos. Armados con ese resultado, explo-
ramos los efectos del amortiguamiento y de fuerzas externas armoénicas sobre el
sistema. En el apartado Bl formulamos de modo general el estudio de sistemas
con grados de libertad acoplados. Dedicamos el apartado B al estudio de una
molécula lineal compuesta por tres “4tomos”, que nos permite aplicar varios
conceptos del apartado anterior. En el apartado Bl nos ocupamos de la cuerda
discreta. Ademads de ilustrar todo la anterior, la cuerda discreta abre la puerta
al estudio de sistemas con un gran ntmero de grados libertad, y la transiciéon
a una descripcion en términos de grados de libertad continuos. Dedicamos el
apartado [l a una serie final de reflexiones sobre lo aprendido a lo largo del te-
ma. En el apartado [@l comentamos algunas animaciones que ilustran aspectos
de los apartados anteriores.

1. Acoplamiento de dos osciladores

Iniciamos el estudio de sistemas con grados de libertad acoplados a través
de un caso sencillo, un sistema formado por dos osciladores “conectados”. A lo
largo de este apartado estudiaremos el comportamiento del sistema incorporan-
do distintos ingredientes (términos de amortiguamiento, una fuerza externa) tal
como hicimos en el estudio de un sistema con un unico grado de libertad.

1.1. Planteamiento y ecuaciones de movimiento

Consideremos dos masas idénticas conectadas mediante tres muelles de cons-
tantes recuperadoras k y k1o segun indica la figura [l Si las longitudes de los
muelles en equilibrio (i.e. con energia potencial minima) son, respectivamente,
£y L, la lagrangiana es

1 1
Z = 3m it + 3m i3
1 2 1 2 1 2
—§k(3}1—€) —514}12(332—331—11) —§k($Q—L—€) . (1)
Como es habitual, resulta mas que conveniente acudir a coordenadas relativas
a la posicion de equilibrio, y1 = x1 — ¢, y2 = x2 — £ — L, para las que tenemos
1

1 . 1 1 1
.,2”:5myf+§my§—§ky%—§k12(y2—y1)2—§ky§. (2)
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Figura 1: Osciladores acoplados.

Las ecuaciones de Euler—Lagrange proporcionan las siguientes ecuaciones de
movimiento:

min = —kyi+kia(y2—vy1),
mis = —kys—kia(y2—w1) - (3)

En ecs. (@) tenemos dos ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden aco-
pladas: la segunda derivada temporal de y1, 1, depende de yso; si bien esto ya
basta para que la evolucién de y; y de ys no sea independiente, tenemos ademés
que §o depende también de y;. Podemos escribir matricialmente ec. @) de la

siguiente forma:
(7 k+kia —kio Y
L) =— . 4
" (y2) ( —ki2  k+ k'lZ) (y2) @

De modo atin méas compacto,

A L = ~_ (1 _ (k+Fki2  —ki

my+Ay=0, cony_(yQ)yA_(_l€12 k+k12> . (5)
Es importante senalar que la matriz A es simétrica. Por otra parte la ecuacién
anterior no deberia asustarnos en especial, tiene la forma tipica de la ecuacion
de movimiento de un oscilador armoénico simple, m& + kx = 0, ... con una signi-
ficativa diferencia, los “coeficientes” de cada término en la ecuacion diferencial
han pasado a ser matrices y el grado de libertad ha pasado a ser un conjunto
de grados de libertad, un wvector.

1.2. Ecuaciones desacopladas

Para resolver las ecuaciones de movimiento ec. ([H) de los osciladores seguimos
una estrategia sencilla, introducimos un cambio de variables capaz de “separar”
el problema en dos problemas individuales desacoplados, que sisabemos resolver.
Esta idea es fundamental, aunque en apartados posteriores abordemos casos mas
elaborados desde un punto de vista matematico, la estrategia para resolverlos
serd esencialmente la misma. Explicitamente, introducimos

7=51%, (conS una matriz constante e invertible),
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tal que, de ec. (@), obtengamos
mSy=—-SAj=-SAS'S§ o mij=—(SASY)7. (6)

Si escogemos S de modo que SAS~! = A, sea una matriz diagonal, Ay =

diag(A1, A2), )
()= %) ) "

con \; los valores propios de A. La ecuacién (@) no es més que el par de ecua-
ciones desacopladas

LA

771+_1771:07
m

LA

772+_2772:07
m

que tienen soluciones armonicas inmediatas. Esta caracteristica serd recurrente
en el estudio de las oscilaciones acopladas de un sistema: determinadas combi-
naciones lineales de los grados de libertad de un sistema se comportan de forma
sencilla alrededor del equilibrio: como simples osciladores armoénicos. El cambio
de variables ¢ +— 17 = S¥ es, sencillamente, el correspondiente a la diagonaliza-
cién de A. Con A simétrica, S serd ortogonal, i.e. S = ST. Para obtener S
debemos determinar los valores propios de A y los vectores propios asociados.

Obtenemos los valores propios de A como raices de su polinomio caracteristico
det(A — A1),

|kt k2 —A —k12 _
det(A — A1) = by T

(k+ k12 — N2 — kiy = (k4 2kia — A\)(k — \) .
Introduciendo frecuencias angulares wy, wso, los valores propios son
Alzmwf=k+2k12, /\szwgzk.

Los correspondientes vectores propios, obtenidos resolviendo el sistema lineal de
ecuaciones (A — A;1)7; = 0 en términos de las componentes (), adecuada-
mente normalizados, son

50 50w

Con los vectores propios construimos la matriz del cambio de base S: habiendo
escrito S A S~ = Ay, la matriz S tiene por filas los vectores propios (normali-
zados y ordenados del mismo modo que sus correspondientes valores propios),

=l 1) y

Notese que la matriz del cambio de base S, segin senalamos anteriormente, es
constante, i.e. es independiente del tiempo. Tenemos pues

Y1 = %(m +m2), Yy2= %(m —m) , (10)
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1 1

m = ﬁ(yl —Y2), M= —2(91 +92) - (11)

Las ecuaciones desacopladas son

. k+ 2k
ih+wim = 0, w1=\/712,
m
o twin = 0, w= \/ﬁ (12)
2 ) m'

Las soluciones 7;(t) son

1(0)

1 (t) = m (0) COS(L«)l t) + o sin(w1 t) , (13)
n2(t) = n2(0) cos(wat) + ni(zo) sin(wa t) . (14)

Las combinaciones de grados de libertad 7; se denominan modos normales (de
oscilacion del sistema). Como indica ec. ([[d), el movimiento y;(¢) de cada masa
serd por tanto una combinacién lineal de dos movimientos arménicos simples:

n(®) = 5 [m0) costent) + 2 sinon)
+ s [ st + 1 singen ]
) = 5 [0) costent) + 2 sinon)
- % :m(()) cos(wr t)+’71w—(10) sin(wy t): . (15)

Ahora bien, las ecuaciones anteriores involucran condiciones iniciales para n;(¢),
no para los grados de libertad y;(¢): introducimos las condiciones iniciales y;(0),
7;(0) recurriendo a ec. (), y obtenemos

D0 = 500~ 1a(0)) cos(wr ) + 5 (31(0) = 52(0)) siner ) +

5 1(0) + 12(0) cos(wat) + 57— (10 (0) + (0)) sin(uat)
B(0) = 5 (52(0) — 11(0)) coslwrt) + 5 (7a(0) — 1 0)) sner 1) +

5 (10) & 200)) cos(iwt) + 5 (51 (0) + 2(0)) sin(wz1) . (16)

En términos de las condiciones iniciales y;(0), 4;(0), el problema estd resuelto,
conocemos la trayectoria del sistema {y1(t), y2(¢)}; la estrategia para obtenerla
resulta clara:

(0) — planteadas las ecuaciones de movimiento, obtenemos las frecuencias pro-
pias del sistema w?, w3 y los modos normales del mismo 7y, 72;

(1) — resolvemos 11 (t) y n2(t) explicitamente, manteniendo la dependencia en
las condiciones iniciales {n1(0),71(0)}, {n2(0),72(0)};
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OSCILACIONES Y ONDAS 3.7

(2) — expresamos y1(t) e y2(t) en términos de los modos normales 71 (t), n2(t),
empleando ¢ = S~17;

(3) — expresamos las condiciones iniciales para los modos normales {7 (0),71(0)},
{n2(0),72(0)} en términos de las condiciones iniciales para los grados de
hbertad ij {yl (0)7 Y2 (0)5 yl (0)7 92 (0)} mediante 77 = S:‘jv

(4) — sustituimos las condiciones iniciales del punto (3) en las trayectorias y;(t)
del punto (2).

Pasemos ahora a la interpretacién fisica de 01 (t) y n2(t).

1.3. Modos simétrico y antisimétrico

Veamos en primer lugar qué clase de movimiento corresponde a una solucién
con n1(t) # 0y n2(t) = 0. Para tener 7n2(t) = 0, Vt € R, necesitamos y; (t) =
—y2(t); en términos de las condiciones iniciales necesitamos y1(0) = —y2(0) =
Yo, Y1(0) = —92(0) = vp. Las sustituimos en ec. (G,

(¥ .
y1(t) Yo cos(wi t) + w_o sin(wy t)

1

palt) = —yo cos(wr t) — = sinwr 1)

(como debe ser y1(t) = —ya(t)) y vemos que las dos masas oscilan en oposicién
de fase con frecuencia wi. Este modo de oscilacién se conoce como modo an-
tisimétrico. Que n2(t) = 0 equivalga a y1(t) = —y2(t) es inmediato; pasar por
la forma explicita de las soluciones nos permite ver que ambas masas oscilan
con frecuencia angular wy, la correspondiente a 7;. Andlogamente, el movimien-
to asociado a una solucién con 71(t) = 0y n2(t) # 0 tendrd y1(t) = ya2(t) =
n2(t)/V/2; es el modo simétrico de oscilacion:

U .
y1(t) = wyo cos(wat) + w—o sin(wa t) ,
2
U .
y2(t) = yo cos(wat) + w_o sin(wa t) .
2

1.3.1. Ejemplos

Tlustramos con varios ejemplos lo desarrollado hasta ahora.

= Ejemplo 1: modo simétrico. Escogemos las condiciones iniciales y1(0) =
y2(0) = A, 91(0) = 92(0) = 0, con lo que

y1(t) = y2(t) = A cos(wa t) .
La figura Pl ilustra la evolucién temporal del sistema.

= Ejemplo 2: modo antisimétrico. Escogemos las condiciones iniciales y; (0) =
—12(0) = A, 91(0) = 92(0) = 0, con lo que

y1(t) = —ya2(t) = A cos(wr t) .

La figura Bl ilustra la evolucion temporal del sistema.
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Equilibrio -GE566006060060060@00000000000000 y@-60880600500603600¢

—--= 4 ---=A

Figura 2: Ejemplo 1, modo simétrico.

Equilibrio J-E566006060066060@00000000000000 y@-608506600600808500¢

N B

Figura 3: Ejemplo 2, modo antisimétrico.

» Ejemplo 3. Escogemos las condiciones iniciales y;1(0) = A, y2(0) = 0,
71(0) = 92(0) = 0, con lo que

y1(t) = g cos(wy t) + g cos(wa t) .

A A
ya(t) = 3 cos(wy t) + 3 cos(wa t) .

La figura @l ilustra la evolucién temporal del sistema.

1.4. Acoplamiento débil

Siguiendo con el andlisis del acoplamiento de dos osciladores idénticos, en
este apartado abordamos un limite interesante: k12 < k, la situacién en que el
acoplamiento es débil. Con k15 < k, desarrollamos las frecuencias propias

+Aw Aw k + k12 A k12
w1 =wp+ ——, w2 =wy — ——, CON Wy = 1/ , Aw >~ w .
! 0 2 2 0 2 0 m 0/€+k12
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Equilibrio f—=§§556005008006000€00000000000000 @655056080605858509

Figura 4: Ejemplo 3.

Si consideramos ahora el movimiento del ejemplo 3 anterior,
A A
y(t) = 3 cos(wy t) + 3 cos(wa t) ,
A A
ya(t) = 3 cos(wy t) + 3 cos(wa t) ,

desarrollando tanto cos(w1t) = cos(wot) cos(Aw t/2) —sin(wpt) sin(Aw t/2) como
cos(wat) = cos(wot) cos(Aw t/2) + sin(wot) sin(Aw t/2), tendremos

n(t) = Acos (% t) cos(wo t) ,

ya(t) A sin <% t> sin(wo t) - (17)

Tenemos por tanto oscilaciones de frecuencia angular wy con una modulacion
de frecuencia angular %; en otras palabras, tenemos una oscilacién “rapida”
con una amplitud que varia de forma “lenta”. Encontraremos de nuevo (y lo
estudiaremos de forma mds detallada) este mismo fenémeno en un capitulo pos-
terior. La energfa, inicialmente en el oscilador 1 (salvo el término subdominante
de energia potencial correspondiente al muelle intermedio), pasa de un oscilador

al otro con frecuencia (angular) 4. La figura B ilustra la situacién.

1.5. Amortiguamiento

Veamos qué ocurre cuando introducimos términos de amortiguamiento en
el sistema formado por dos osciladores acoplados. Lo haremos de la forma més
sencilla, retomando las ecuaciones de movimiento (@) e incluyendo un término
de amortiguamiento proporcional a la velocidad en cada una de ellas (de forma
andloga a lo realizado en el estudio del oscilador arménico simple):

mir +v9 + (k+ki2)y1 —kizyz = 0,
mis+vy2+ (k+ki2)y2 —kiayn = 0. (18)
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raitivrio | oo e

[—

Figura 5: Acoplamiento débil.

Introducimos 2I" = =y reescribimos las ecuaciones de movimiento:

- : ktkio k1o

1 U1 s T\ (N 0

420 (T )+ m m = . 19

<y2> (yz) (—% —’“7’?2) (yz) (0) o)

Observando la ecuacién anterior constatamos que el término de amortiguamien-
to que hemos anadido no invalida la estrategia seguida inicialmente para abordar
el problema de los dos osciladores acoplados, puesto que no introduce nuevos
términos de acoplamiento en las ecuaciones de movimiento; dicho de otra forma,
en la escritura matricial de las ecuaciones — ec. (@) —, el término que involucra
I es proporcional a la identidad. Multiplicamos ec. ([d) por S = % (i *11) e

introducimos 7j = Sy para obtener

e . 2

Ui M wi 0 (m 0

M 2 ( =
<772> " <772> " (0 w§> <772) <0)

fig + 20 )2 + w2 my = 0

Nos encontramos con la ecuacién de un oscilador arménico amortiguado para
cada modo normal n;; la constante de amortiguamiento 2I" es comin a ambos
porque hemos introducido el mismo término de amortiguamiento para los grados
de libertad %7 e y2. Segin tratamos en su momento, el tipo de solucién de

.. . 2
M+ 200 +wjin; =0
depende de la relacién entre I' y wj,
= conw; > I" tenemos un movimiento oscilatorio amortiguado con frecuencia

,/w?— -T2,

= con w; = I' tenemos amortiguamiento critico, el sistema no oscila, tiende
al equilibrio,
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OSCILACIONES Y ONDAS 3.11

= con w; < I' tenemos sobreamortiguamiento, el sistema no oscila, tiende al
equilibrio.

Ahora bien, estamos considerando un sistema con dos modos normales, la distin-
ciéon se aplicara para cada uno de ellos; segin hemos etiquetado las frecuencias
propias asociadas a los modos, wi > wsq, y tendremos que distinguir varias si-
tuaciones:

» [' < wy < wiq, solucién oscilatoria para ambos modos,

s I' = wy < wi, solucién oscilatoria para el modo 7; (recordemos, el mo-
do antisimétrico), solucién con amortiguamiento critico para el modo 7
(simétrico),

= wy < I' < wy, solucién oscilatoria para el modo 7;, solucién sobreamorti-
guada para el modo 79,

= wy < I' = wy, solucién con amortiguamiento critico para el modo 7,
solucién sobreamortiguada para el modo 73,

m wy < wp < T, solucién sobreamortiguada para ambos modos.

Cémo se escribirdn entonces las soluciones y;(t)? Las soluciones y;(t) se obtie-
nen siguiendo el mismo procedimiento que en el apartado [[2 (saltando directa-
mente al paso (1)):

(1) — resolvemos 11 (), n2(t) en términos de las condiciones iniciales {n1 (0), 71 (0)},

{n2(0),72(0)};

(2) — expresamos y1(t) e y2(t) en términos de los modos normales 71 (t), n2(t),
con i = S~1i;

(3) — expresamos las condiciones iniciales para los modos normales {11 (0), 71 (0)},
{n2(0),72(0)} en términos de las condiciones iniciales para los grados de
libertad de partida, {y1(0),y2(0),91(0),9=2(0)}, con 77 = S¥,

(4) — sustituimos las condiciones iniciales del punto (3) en las trayectorias y;(t)
del punto (2).

La tnica dificultad que surge es el tener que considerar tres tipos distintos de
solucién para cada modo normal en el paso (1) (aunque, teniendo en cuenta que
w1 > ws, ya hemos visto que tan solo hay cinco situaciones diferentes), segin
w; > T, w; =T ow; <T': al seguir los pasos anteriores, esto tan solo se manifes-
tard en el paso (1). A modo de ejemplo, veamos de forma detallada y (t) e y=2(t)
para dos circunstancias diferentes, cuando I' < wy < w; (solucién oscilatoria
para ambos modos normales) y cuando we < I' < wy (solucién oscilatoria para
el modo 71, solucién sobreamortiguada para el modo 7).

1.5.1. Ejemplos

Ejemplo: I' < wy < wy
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(1) = Con I' < wy < wy las soluciones n;(t) a considerar son

mt) = e 't {771(0) cos(wq t)—l—%lrm(o) sin(@n t)] ,
m(t) = e Tt {nz(()) COS(@gt)—i—%jm(o) sin(djgt)] (1)

con W =y/w? —T2y @y = /w? —T2.

(2) — Llevamos las expresiones anteriores a

n(t) = % (MO +m(t) . a(t) = 5 (D) ~m(0)

e Tt n 1 PR
n) = [m(()) cos(@n t) + M sin(@1 t)}
+ L\/F; n(0) cos(@n t) + %;W(O) sin(@t)| |
e—Ft 1 1
i) = —— [m(()) cos(an ) + 1O J;lr” © n(er t)}
+ e\_/;t 72(0) cos(wa t) + 12(0) E; m2(0) sin(wa t) (22)
(3) — Tenemos
() — () ~yi(t) +y2(t)
m (t) = \/i , 112 (t) - \/i

(4) — Sustituimos las expresiones del punto (3) en el punto (2),

yl(t) — Tt Y1 (0) ;y2(0)

ot 91(0) = 92(0) + I'(y1(0) — 2(0))
2w

cos(wn t)

+ sin(wy t)

+ pre 0100+ 1:(0)
2

o1t 51(0) +92(0) + T(11(0) + 12(0))
2o

cos(wa t)

+

sin(wa t) (23)

) =— e " P20 o0

_ o1t 91(0) = 92(0) + I'(51(0) — 52(0))

50, sin(wy t)

e y1(0) + y2(0)
2

y 91(0) + 92(0) + T'(y1(0) + y2(0))
2o

cos(wa t)

+ sin(@a ), (24)
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OSCILACIONES Y ONDAS 3.13

Figura 6: Dos osciladores acoplados con amortiguamiento, I' < ws < wy, y
condiciones iniciales y1(0) # 0, y2(0) = 0, ¢1(0) = 92(0) = 0.

La figura [ ilustra la evolucién del sistema dadas unas condiciones iniciales
y1(0) # 0, y2(0) = 0, §1(0) = 72(0) = 0.
Ejemplo: wy < T' < wy

(1) — Con we < T < w; las soluciones 7;(t) a considerar son

mt) = e 't {nl(o) cos(@1 t) + %}“m(o) sin(wy )]
m(t) = e_;t [772(0) + —7.72(());;573;0) VTR
+ ei;t [772(0) - %{T;O)} eVIP—uBt (25)
(2) - Sustituimos en g1 (£), ya(t),
n(t) = e\/;t {nl(()) cos(r t) + M sin(Gr ¢)
. e ln2(0)+ ﬁQ(O)ij’f%(O)] T
+ 62_\2 [772(0) - —ﬁz(o)rjf’fg(o) e VIR (26)
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3.14 OSCILACIONES Y ONDAS

(0) +I'n1(0)

ya(t) = — 7 [m(O) cos(r 1) + @1 st
o Tt 72(0) + ' 12(0) z_2¢
n 2\/§ |j72(0) + %] e+\/ﬁ
o-Tt 72(0) + Pma(0) | ooz
s [772(0>—p2—_w§] e VPRt (27)

(3) — Una vez mas,

y1(t) — y2(t) _ ) +y2(b)
YR n2(t) = NG :

(4) — Sustituimos las expresiones del punto (3) en el punto (2),

e 51(0) — 52(0)

m(t) =

n(t) = () (28)
e Tt 91(0) — 92(0) ';gl(yl (0) —42(0)) sin(wy t)
T [yl(m +p(0)+ DO RO L) yz(o»] v
-
- ejt [yl(o) +aa(0) - 2OF 92(0);“%2(0) : yz(O))] S
— 2
ya(t) = — et M cos(@1 t) (29)
om0 = 55(0) + T (0) =20 o
200 '
+ 6—4“ [yl(O) + y2(0) + nO~ 92(0);‘:{(2:12(0) . yQ(O))] e
. e—4Ft [yl(o) (0 — 71(0) + yZ(O)I_;F_(ZZjQ(O) + y2(0))] o~ VIE—wlt 7

La figura [ ilustra la evolucién del sistema dadas unas condiciones iniciales
y1(0) # 0, y2(0) = 0, 91 (0) = §=2(0) = 0.

1.6. Movimiento forzado

En el apartado anterior hemos analizado el comportamiento del sistema for-
mado por dos osciladores acoplados al incluir términos de amortiguamiento. Pa-
ra completar el estudio del sistema, de forma andloga a cémo fuimos anadiendo
ingredientes al estudio de un oscilador arménico simple, en este apartado va-
mos a analizar el comportamiento del sistema al incluir el efecto de una fuerza
externa. Consideremos las siguientes ecuaciones de movimiento:

. . btk k F
i 1 frhiz M2 Y1\ _ (72 cos(wrt)
() +or <y>+(—”% Tﬁ”) ()= (" 5f) e
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yi(t) ya(t)

Figura 7: Dos osciladores acoplados con amortiguamiento, wy < I' < wy, y
condiciones iniciales y1(0) # 0, y2(0) = 0, ¢1(0) = 92(0) = 0.

Describen el sistema formado por dos osciladores acoplados, con amortigua-
miento, en el cual el primer grado de libertad estd sometido a la accién de una
fuerza externa armonica Fycos(wpt). (Qué ocurrird al reescribir la ecuacién
@) en términos de los modos normales 7; y 72?7 En términos de los modos
normales del sistema ya hemos estudiado en los apartados precedentes qué ocu-
rre con el miembro izquierdo de Bl): resultan dos ecuaciones independientes
que describen sendos osciladores arménicos con amortiguamiento, una por mo-
do normal. La cuestién se reduce por tanto a ver qué ocurre con el miembro

derecho, (% 003(“’”) ) Al aplicar el cambio de base S,

RO D) o) o

con lo que las ecuaciones de movimiento para el sistema pasan a ser

iy + 20 +win = —\/ﬁom cos(wpt) ,
fig 4 2T 1 + w2 1y = \/—Tom cos(wpt) . (32)

Al forzar el movimiento de uno de los grados de libertad, y;, nos encontramos
con que, en términos de los modos normales, tanto 7, como 72 se encuentran
forzados por una fuerza externa (armonica) de idéntica frecuencia angular wg.
Llegados a este punto, recordamos el tratamiento desarrollado para estudiar las
oscilaciones forzadas de un unico grado de libertad x:

» La trayectoria del sistema x(t) tiene dos contribuciones, x(t) = z,(t) +
xp)(t), con xp,(t) el término transitorio, solucién de la ecuacién diferen-
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cial homogénea, y ) (t) el término estacionario, solucién particular de la
ecuacion diferencial inhomogénea.

= x75)(t) decrece tipicamente como eI de modo que para tiempos superio-
res a % podemos ignorar completamente el término transitorio.

= x7,(t) se puede expresar en forma arménica a(wr) cos(wrt—d(wr)), con la
misma frecuencia angular que la fuerza externa, con una amplitud a(wg)
y un desfase §(wr) que dependen de wp. Recordemos, en particular, que
en determinadas condiciones se da el fendmeno de resonancia: la amplitud
de la solucién estacionaria es “grande”. Este fenémeno se da, cuando wi >
2I'2| para una frecuencia externa wr = /w2 — 2I'2 (siendo wy la frecuencia
natural de oscilacién de z).

., Qué ocurre al aplicar todo ello al sistema con dos grados de libertad acopla-
dos forzados segin ec. (B2)? La estrategia general no se ve fundamentalmente
alterada, seguiremos los mismos pasos que anteriormente, modificando, natural-
mente, las soluciones 7 (t) y 72(t) a considerar, que pasardn a tener una parte
transitoria y una estacionaria. Explicitamente,

(1) — las soluciones n;(t), j = 1,2, a considerar tienen dos partes,
15 (8) = 15 1) (8) + 15 ) (¢) -
La solucién estacionaria 7, (t) es tinica (para cada modo normal),

(e)

;) (t) = aj cos(wpt —d;) = a;” cos(wrt) + a;i) sin(wrpt) , (33)

con
Fi 1 2r
a; = — , §; = tan ! | o , (34)
NG 2 _ 2 ! w? — w?
" \/(Wj —wi)? + (2T wp)? i EF
y
NOR ! wi —wp
T V2m (W] —wi)? + (2T we)?
(4) FQ 2" wWr
a;’ =

CV2m (WP —w})? 4 (2T wp)?

La solucién transitoria depende, como se ha recordado al introducir los
términos de amortiguamiento, de la relacién entre cada w; y I'. Cabe
sefialar que las condiciones iniciales {n;(0),7;(0)} tan solo aparecen en
la solucién transitoria. Con respecto al estudio del caso amortiguado sin
fuerza externa, como se hizo en el estudio del oscilador forzado con un
solo grado de libertad, bastara la siguiente sustitucion en las condiciones
iniciales de la solucién que teniamos sin fuerza externa, que ahora es sen-
cillamente el término transitorio, 7;(0) + 7;(0) — n; )(0), para escribir
M (t) y n2(t) al completo.

(2) — Expresamos una vez mas y1(t) e y2(t) en términos de 11 (t) y n2(t).
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(3) — Expresamos las condiciones iniciales para los modos normales {1, (0), 71 (0)},
{n2(0),72(0)} en términos de las condiciones iniciales para los grados de
libertad de partida, {y1(0),2(0),91(0),92(0)}, segtin 7 = Sg.

(4) — Sustituimos las condiciones iniciales del punto (3) en las trayectoria y;(t)
del punto (2).

De los distintos pasos a seguir, apenas ha cambiado el primero, que pasa ahora a
recoger el caracter forzado de la oscilaciones de los modos normales. Del mismo
modo que con un grado de libertad nos encontramos con una amplitud y un
desfase dependientes de la frecuencia externa wp, que pueden llegar a manifestar
el fenémeno de resonancia, ahora nos encontramos con que lo mismo puede
ocurrir para cada uno de los modos normales. Cuando hay resonancia en uno
de los modos, es una determinada combinacién de y1(¢) e y2(t) la que se ve
“amplificada”.

1.6.1. Ejemplos

A modo de ilustracién retomamos paso a paso el ejemplo del apartado an-
terior con I' < wy < w1.

(1) — Modos normales 7;(t) (con &; = |/w? —T?2),

mt) = e 1t |n(0) - Fo wi —w cos(wy t)
V2m (Wi —wi)? + (2P wr)?
e 1t Ey 2T (w? + w2)

+ — 11(0) +T'm (0) — in(w; t
o [T - | s
Fy (w? —w?)? cos(wrt) + 2T wp sin(wp t)

L , 35
Vem @Il @lwrp )
Fy w2 — w?
P 0) — 2 — Wk ot
n2(t) e {7]2( ) am @B =R § (2 wn)? cos(Wa t)
e Tt F 2 (w3 + w2)

+ oy {7'72(0) +I'n2(0) — om @B —wl) T (T WF)2:| sin(ws t)

Fy (w3 —w?) cos(wpt) + 2T wr sin(wp t)
V2m (w§ — wi)? + (2T wr)? '

(36)

(2) — Una vez maés,

i) = MOZRE -y - RO

(pero en este caso nos ahorramos la reescritura intermedia explicita de
yi(t) e ya(2)).

(3) — Otra vez més,

_yi(t) —ya(?) () +ya(t)
m(t) = A na(t) = — i
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(4) — Reuniendo todo lo anterior,

y(t) = e 't 7y1(0);y2(0) cos(w1 t)
4 T _yl(o)_y2(0)‘;£l(yl(0)_92(0))_ sin(dn 1)
4+ e Tt M: COS(@Q t)
4T 'y1(0)+y2(0); 52(y1(0)+y2(0))' sin(Gat)

o Tt Iy [(W% —wi) cos(@ t) + D(wi +wh
2

)i

2m (w} —w2)2 + (2T wp)
e o [{ed e oolin) Dl 4 oiig
2m (w? —w2)?2 + (2T wp)?

L sin(@y t)}

o1 sin(@s t)}

Fy [(w}—w%) cos(wpt) + 2T wr sin(wp t)

_|_ [
2m (w} —w%)? + (2T wp)?

n Fo (w3 — w%) cos(wp t) + 2T wr sin(wp t) (37)
2m (w? —w2)? + (2T wp)? '

De la extensa expresion anterior de y1(t) resultan de especial interés los
términos que corresponden al régimen estacionario, i.e. los que aparecen
en las dos tltimas lineas y carecen del factor e~I'*. Tenemos dos contri-
buciones, una asociada a cada modo normal, con la dependencia en wg
tipica de una oscilacién forzada. Por completitud, escribimos también la
evolucién de ya(t).

ya(t) = —e 't [73/1(0) ;yg(O)} cos(wy t)
_ T [91(0) = 92(0) + T'(y1(0) — y2(0)) ] sin(@: )
I 20
+ el _73/1(0) _g yQ(O)} cos(ws t)
4 T [91(0) + 92(0) + T'(y1(0) + 92(0)) | Sin(@n 1)
QLUQ

i Fo [w% — w}) cos(@1 ) + T(w? + wh
(w} —w2)2+ (2T wp

L sin(dy t)}

2

)or
)
B [w% — wh) cos(@2 ) + T} + wh)og ! sin(@ 0]
(@3 — 2% + (T wp)?
R [(w% —w?) cos(wpt) + 2T wr sin(wp t }
(w} —w%)? + (2T wp)?
n o [(w% —w2) cos(wpt) + 2T wr sin(wp t)}
2m (w? —w%)? + (2T wp)? '

(38)

Las figuras [8(a)H3(d )| ilustran el comportamiento del sistema descrito por las
ecuaciones ([B1) v [BY) para distintos valores de la frecuencia de la fuerza externa:
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w2 = w?—2I'? (frecuencia de resonancia del modo 1), w% = w3 —2I'? (frecuencia

de resonancia del modo 2), w3 < w2 < w?—2T? (frecuencia intermedia), wp > wq
(frecuencia superior a la natural de ambos modos). Cabe subrayar que en los
dos primeros casos, con wg la frecuencia de resonancia de uno de los modos,
una vez llegados al régimen estacionario, el movimiento del sistema corresponde
muy aproximadamente al del modo asociado: antisimétrico en simétrico en
@ En los siguientes casos, con wp “lejos” de las frecuencias de resonancia de
uno y otro modo normal, observamos — como cabe esperar — que la amplitud de
las oscilaciones es netamente inferior y la forma del movimiento no se asemeja a
ninguno de los modos. Para ilustrar ambos aspectos representamos en la figura
las amplitudes de las soluciones estacionarias de ambos modos y el valor de la
frecuencia wr de cada uno de los ejemplos de la figura B

) cos(wpt) Fy cos(wpt)
— e

SOS0T0T00000@ITT000600000000007eRA99909909000

yi(t) ya(t)

(¢) w2 < w% <wi—212. (d) wp > wi1.

Figura 8: Movimiento forzado de dos osciladores acoplados.
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Figura 9: Amplitudes de las soluciones estacionarias asociadas a los dos modos
normales, ecuaciones ([B2) y &4)).

2. Teoria general

2.1. Planteamiento y ecuaciones de movimiento

Tras el estudio del sistema formado por dos osciladores acoplados, aborda-
mos ahora el andlisis general de las oscilaciones acopladas. Consideremos un
sistema con n grados de libertad ¢;, i = 1,...,n. Esta en equilibrio estable para
g; = qJQ: analizaremos las oscilaciones del sistema alrededor de ese equilibrio.
Separamos en primer lugar las coordenadas §; en valores en el equilibrio ¢¥ y
desplazamientos con respecto a los mismos ¢;:

Gi=q +q.

La energia potencial del sistema es ¥ (q1, - .., dn); desarrollandd] alrededor del
punto de equilibrio ¢!,

. . oYV
qf/(QLJIn) :7/((1?;7(]2)"‘(]1 %

5(}0 J 86]1'8%‘ o ( )

Ahora bien, siendo ¢? una posicién de equilibrio, g—gf
equilibrio es estable, el determinante de la matriz V de elementos

. = 0; si ademés el

0%y
Vij = w55+
04G; an G=q
es positivo y la energia potencial resulta
1
7/25‘/@‘%‘(]]' . (40)

1Para no sobrecargar las siguientes expresiones omitimos en lo sucesivo los sumatorios

necesarios en los indices repetidos 7, j, que se sobrentienden a menos que se especifique lo
contrario.
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V es simétrica y positivaﬂ En cuanto a la energia cinética, consideramos

'%j(qua"quna A.QV'WA.Q,)q;iqu =
1
2

y(qua"qunaA.QM"aA.q,):

N~

'%j(qla"'anna A.q_a"'a AQ‘)qu] .
Desarrollando alrededor del equilibrio (f =q°, cf = 6,

'%j(qua"quna A.QV'WA.Q,):

07;;
,%j(q?,...,qg,o,...70)+qk 8]] Lt
U 1G=q°,4=0
Despreciando términos ¢;g;qi en 7 (y érdenes superiores),
1 .

T =5T544 (41)
siendo T, matriz de elementos T}; = ;;(¢?,...,q°), también simétrica y posi-
tivdl. Con ec. @) y ec. @), la lagrangiana % es

- 1 .o 1
g(‘]a@:inj%%'_ivij%%'- (42)

Para obtener las ecuaciones de movimiento acudiremos a las ecuaciones de Euler-

d oY _ 8L
Lagrange a7 9ir = Oar cmﬂ

0. 07 1 ) ) 1 ) ) )
6—% 8—% = §Tij (0ik 45 + Gi Ojx) = i(Tkg 4; + Tir i) = Thj 4;
0% or 1

1
B =—5 Vi (O g i0jk) = =5 i 45 ik i) = —Vii g ,
Oqk Oqx 2 (Oik qj + g3 Ojn) 9 (Vij ¢ + Vik @) kj 45

donde hemos empleado la simetria de T;; y V;;. Tendremos por tanto las si-
guientes ecuaciones de movimiento

Ty +Vijg; =0 & Tq@+Vi=0], (43)

q1
con T y V las matrices simétricas ya definidas y ¢ =

an
Las ecuaciones (3]) son un sistema de ecuaciones diferenciales lineales, de se-
gundo orden, con coeficientes constantes y acopladas.

2Por positiva hacemos referencia a que sea de determinante positivo.
38i T;; no fuese simétrica, siempre podriamos escribir T;; = Tg-i-T{;‘ con Tg = %(Tij +Tj5)

2
simétrico y de uno antisimétrico. En T' = % ij4i4; la contribucién de quiqj es nula, quedaria

y Ti’? = l(Tij — Tj;i), i.e. siempre podriamos escribir T;; como combinacién de un término

Unicamente 7 = %Tijq'iq'j. Por tanto, de modo absolutamente general, consideramos que T
es simétrica; que sea positiva corresponde, como con V, a que su determinante sea positivo.

4Utilizamos g;“_ = ¢;; dado que las coordenadas ¢ son independientes.
j
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2.2. Ecuaciones de movimiento desacopladas

Una vez obtenidas las ecuaciones de movimiento acopladas de ec. (E3), el
primer paso para encontrar soluciones de las mismas es encontrar las ecuaciones
desacopladas equivalentes (i.e., que contienen la misma informacién sobre el
sistema estudiado). Reescribamos primero ec. (E) multiplicando por T~ (por
la izquierda),

ecc. @) & G+T'Vi=0. (44)

Queremos encontrar una matriz A invertible tal que
AT 'V A1 =Wp, con Wp diagonal,
de modo que las ecuaciones de movimiento se reescriban
G+T 'Vi=G+ A '"WpAG=0 AG+WpAg=0.
Bastara entonces introducir 77 = A ¢ para tener las ecuaciones desacopladas
i+ Wpig=0.

Si T-'V es simétrica, el procedimiento es conceptualmente sencillo (aunque
pueda resultar laborioso segin el nimero de grados de libertad del sistema):

(1) se determinan los valores propios y los vectores propios de TV,

(2) se construye la matriz A que tiene por filas los vectores propios de T~1V;
si estos estdn adecuadamente normalizados (a uno), A~! = A7 y la trans-
formacién de coordenadas mediante la matriz ortogonal A desacopla las
ecuaciones de movimiento.

Hemos encontrado precisamente esta situacién en el apartado anterior con el
estudio de los dos osciladores acoplados.

Ahora bien, aunque T y V son simétricas, T~V no lo es en general y te-
nemos que esforzarnos un poco mas para construir A. La estrategia a seguir
consistird en convertir la diagonalizacién de T~'V, no simétrica, en dos diago-
nalizaciones de matrices simétricas. Antes de exponer el paso clave, conviene
sefialar que s¢ podemos diagonalizar T (de hecho lo necesitamos para obtener
T~1), mediante una transformacién ortogonal S,

STS'=Tp, S'=5".
Esto nos permite introduciifl
T1/2 —_ S—l TDl/QS ,

con Tp'/? la matriz diagonal cuyos elementos son las raices cuadradas de los
valores propios de T. Esto nos permite reescribir

T—l V = T—1/2 (T_1/2 VT—l/Q) T1/2 ,

de modo que T~'V queda escrita como un producto de matrices simétricas
(Tfl/ 2y T-1/2y TEY 2) que podemos diagonalizar ortogonalmente. Ya hemos

5Esto no es mds que un caso particular de la definicién general de una funcién de una
matriz en términos de la funcién de sus valores propios y de la matriz que la diagonaliza.
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introducido S tal que ST S~! = Tp, debemos ahora considerar la diagonali-
zacién de T-V/2VT1/2 = W. W es simétrica y positiva; si U es la matriz
ortogonal que la diagonaliza, i.e.

UWU '=Wp, U =0T, (45)
entonces podemos reescribitfl
T'V=T"120TWpUTY2=A"'Wp A, (46)
con A=UTY2, A-1 = T-1/2UT. Es importante subrayar que:
(1) A no es ortogonal (tenemos A AT = UTUT y ATA ="T),

(2) para construir A son necesarias la diagonalizacién de T (para obtener
T'/?) y de W (para obtener U).

Llegados a este punto, las ecuaciones acopladas ec. () se reescriben, como
pretendiamos,

G+T 'Vi=¢{+A"WpAg=0, (47)

y podemos pasar a resolverlas.

2.3. Modos normales y soluciones

Con las ecuaciones de movimiento de la ec. [#4]) reescritas segtn la ec. [{),
obtener las soluciones resulta sencillo. Multiplicando por la izquierda por A,

A+ WpAG=0.
Introducimos unas nuevas variables 7j(t) = A §(t) y tenemos las ecuaciones de
movimiento desacopladas

T+Wpif=0, (48)

con Wp = diag(w?,...,w?2). Las cantidades n;(t) son las combinaciones de
coordenadas iniciales gx(t) que tienen una evolucién temporal independiente
(i.e. desacoplada): son los modos normales del sistema. Las soluciones arménicas
n;(t) de ec. @) son las habituales,

7(0)

sin(w; t)|, j=1,...,n. (49)
W

n;(t) =n;(0) cos(w; t) +

Cuando las condiciones iniciales sean 7;(0) = 7;(0) = 0, salvo para un determi-
nado modo k, es decir, cuando tan solo se excite uno de los modos normales,
para todo tiempo t seguiremos teniendo 7;(t) = 9;(¢) = 0, Vi # k, mientras n(t)
evoluciona de acuerdo con ec. ().

ST-1vy T—1/2VT~1/2 tienen idénticos valores propios puesto que det(T~ 1V — wzl) =
det(T—1/2(T-1/2vT~1/2 — 4,21)T1/2) = det(T~Y/2VT~1/2 — ,21), i.e. tienen el mismo
polinomio caracteristico.

Miguel Nebot Oscilaciones acopladas



3.24 OSCILACIONES Y ONDAS

Para obtener las soluciones ¢(t), recordamos que ¢ = A~'ij y 7 = Aq para
expresafl las soluciones g;(t) en términos de condiciones iniciales ¢(0), ¢(0):

M=

q;(t) =) (A7 )nme(t) =
k=1
n n . 0
(A1) 5 n1(0) cos(wy t) + Z (A () sin(wy t) =
k=1 k=1 Wk
n n . 0
Z (A™")jk Are qe(0) cos(wy t) + Z (A1) 1 Age 6(0) sin(wy t) =
k=1 k=1 Wk
sin(wg t)

(A7 ")k

1

NIE

(A1) cos(wr t) Age qe(0) +
1 k,

Ake¢e(0) . (50)

NE

w
b k

~
Il

~
Il

Las ecuaciones (Bl) son la solucién del problema, la trayectoria ¢;(t) de todos
los grados de libertad acoplados.
Podemos reescribir (Bl) de la siguiente forma:

q(t) = A" cos(Qt) AG(0) + A~ Q' sin(Qt) AG0) |, (51)

con
w1

Q = diag(wy, ..., wy) = ,

Wn

y, por tanto,

flwr)

f(Q) = diag(f (w1), - - ., flwn)) =

0
flwn)

Podemos “leer” el miembro derecho de ec. ([B]l) de derecha a izquierda.

= A lleva las condiciones iniciales §(0), ¢(0) a la base 7 en la evolucién
temporal es sencilla.

» cos(t) y Q71 sin(Q¢) introducen la evolucién temporal, en esa base, de
Aq(0), Ag(0).

s A~! devuelve el estado del sistema en la base 77 a tiempo ¢, cos(€2¢) A g(0)+
Q71 sin(2t) A(0), a la base §.

7En este caso escribimos explicitamente los sumatorios en indices mudos.
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2.4. Lagrangiana y modos normales

Armados con 77 = A¢ podemos regresar a la lagrangiana de ec. @) y
reexpresarla en términos de 77. Para evitar la proliferacion descontrolada de
subindices mudos emplearemos notacién matricial, empezando por

1. . 1
eC.(m) <:>$:§JTT§_§(ITV§

Introducimos § = A~! 1] para obtener
1

92”:2

,r'TT (A—l)TTA—lﬁ_ ﬁT (A_l)TVA_lﬁ.

N =

Mediante las propiedades de las matrices A, T y V podremos simplificar nota-
blemente .. Recordemos primero que

ATA=T, conloque TA ! =AT,

que simplificard el primer término puesto que (A~HT T A7 = (A~1)T AT =1.
Para afrontar el término del potencial, recordemos

T'V=A"1"WpA, conloque VA !'=TA 'Wp =4T Wp.

Con ello, en el segundo término (A1) VA=t = (A~1)T AT Wp = Wp. La
lagrangiana se ha reducido a

1.7 1, .
L =5inti= 50 Wi, (52)
Reintroduciendo los indices,
IS -2 2.2
Z =5 (5 —win;) | (53)
j=1

La lagrangiana anterior, en términos de los modos normales, resume perfecta-
mente como el cambio de coordenadas a modos normales convierte el estudio
del sistema con n grados de libertad acoplados en el estudio de n grados de
libertad independientes (y un cambio de base § — 7, por supuesto): es sencilla-
mente la suma de n lagrangianas individuales, cada una asociada a un oscilador
armonico, un modo normal.

Para concluir este apartado, reflexionemos sobre lo siguiente: en la lagran-
giana inicial, ec. [@2), los grados de libertad ¢ tienen las dimensiones que co-
rrespondan a su naturaleza (longitud, carga, corriente eléctrica, la que sea), y
los elementos de las matrices T y V aquellas que dan dimensiones de energia
a .7 y ¥. En un sistema como el del apartado [l los grados de libertad tienen
dimensiones [y;] =(Longitud), los elementos de T (simplemente las masas m)
tienen dimensiones de (Masa) y los elementos de V (las constantes k y k12)
dimensiones de (Masa) x (Tiempo)~2. En cambio en ec. (B3) ha desapareci-
do cualquier parametro dimensional, los modos normales tienen dimensiones de
(Energia)l/? x (Tiempo), es decir [n;] =(Masa)!/? x(Longitud). La matriz del
cambio de base A no es, en general, adimensional (veremos un ejemplo en el
apartadoB). El caso mas amable en que A = U es ortogonal (T~1V simétrica),

Miguel Nebot Oscilaciones acopladas



3.26 OSCILACIONES Y ONDAS

puede plantearnos alguna duda: si U~! = U”, debe ser adimensional, ;cémo
puede entonces un cambio de base adimensional hacer desaparecer constan-
tes dimensionales de la lagrangiana? De hecho no lo hace: al haber llevado el
problema de la diagonalizacién a una sola matriz simétrica T~1V, “hemos” es-
condido la dimensionalidad de T al haber escrito las ecuaciones de movimiento
sin coeficientes dimensionales acompanando a ¢, y en ese caso los modos norma-
les tendrén dimensiones [n;] =(Masa)'/2x (Longitud)x [T] /2 (véase el sistema
del apartado [ la matriz T no es méds que m1 y los modos normales tienen
simplemente dimensiones de (Longitud)).

2.5. Modos normales: interpretacion y aclaraciones

Para concluir esta perspectiva general del analisis de las oscilaciones aco-
pladas de un sistema, vamos a regresar a un detalle no trivial. En el estudio
de un sistema de dos osciladores realizado en la seccién [Il los desplazamientos
x1 vy 2 de las masas cuando se excita un tinico modo normal obedecen la pro-
porcionalidad entre las componentes del correspondiente vector propio, viendo

ec. @),

1 1
V2 \~1
s . 1 1
Modo simétrico: Vg = 75 1 =x1:220 =1:1.
Con “leer” las componentes de los vectores propios ortogonales es inmediato
reconocer la relacién entre los desplazamientos x; que caracteriza un modo nor-
mal, i.e. su “forma” en (z1,x2). Cuando estudiamos un sistema que requiere la
diagonalizacién de una matriz simétrica para obtener el cambio de base ¢ — 1,

este cambio de coordenadas se realiza mediante una matriz ortogonal. Es decir,
si tenemos

Modo antisimétrico: ¥ = ) =>x1:29 =1:-1,

& +Wg=0 con W simétrica,

W = UT'"Wp U, y la matriz U, con filas iguales a los vectores propios (nor-
malizados) de W, proporciona el cambio de base 77 = U ¢. Si consideramos una
perturbacién del estado del sistema (unas condiciones iniciales) ¢(0), 7(0) de la
siguiente forma particular

G(0) = ag T, 4(0) = by T ,
(¥; vector propio de W asociado al valor propio w?) ,

es decir, una perturbacién en la que la relacién entre las distintas coordenadas
qr v velocidades iniciales ¢y, es

Qg iGn =q¢1:G2: ... dn = (Tj)1: ()2 (Uj)n, (54)
entonces, con el cambio de base 7= U ¢,
i1(0) = ao U @, 1(0) = by U 7 .
Como las filas de U son los vectores propios normalizados,

(U 7)); = 045 ,
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y tendremos automaticamente

m(0) =0, 7(0) =0, Vk#j; n;(0)=ao, 7;(0)=bg,

con lo que

b
() =0, Vk#j; nit)=ao COS(wjt)+£Sin(wjt)-
J

En términos de ¢(t),
qt) = Uity = aqu(t) = (U i{(t)x ,

con tan solo 7;(t) # 0 y los vectores ¥; como columnas de U7,

b
gr(t) = (U;)r |ao cos(wjt) + = sin(w;t)| (sin suma en j),
Wi

con lo que

() :q2(t) c oo iqn(t) =) 1 ga(t) : oot qn(t) = (T)1: ()2 : -2 (T5)n,
(55)
y la propocionalidad en las distintas perturbaciones recogida en ec. @4) se
mantiene para todo tiempo, ec. (BH); expresado de otro modo, si la forma de la
perturbacién es precisamente un modo normal, oscila “sin deformarse”, arméni-
camente.

Con la matriz U ortogonal el pequeno andlisis anterior no ha revestido gran
dificultad, como U? = U~!, tan solo nos hemos preocupado de un conjunto
de vectores, vistos como filas de U o como columnas de U7, para “leer” la
forma del modo normal. ;Qué ocurre en cambio en el caso general en que el
cambio que lleva el sistema a la base de modos normales no es ortogonal (en la
notacién habitual de los anteriores apartados, A)? En otras palabras, conocida la
matriz A, en el modo normal j, siguen los desplazamientos g, la proporcionalidad
dictada por ;las filas de A? ;las columnas de A? ;tal vez filas o columnas de A=1?
El caso anterior nos indica el camino: cuando en el sistema se excita un tnico
modo normal, la amplitud de todos los demas permanece nula. Consideremos
pues una perturbacion

q0)=aoZ, 2(0) = F 7,

en la que desplazamientos y velocidades guardan la proporcién indicada por el
vector Z, que queremos escoger para que en el sistema tan solo se excite un inico
modo normal. Con el cambio de base 77 = Ag esto nos lleva a

i(0) = ag AZ, 7j(0) = B A Z .
Si ahora queremos
m(0) =0, nx(0) =0, Vk#j; n;(0)=a0, 7;(0)=/po,

Z debe cumplir
(A Z)k X 5jk .
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La solucion es sencilla: si 2" es el vector formado por los elementos de la columna
j de A7!, la igualdad anterior no es mas que la columna j en la identidad del
miembro derecho de A A~! = 1 (con el factor de proporcionalidad igual a uno).
En ese caso

me(0) =0, m(0) =0, VE#j; n;(0)=a0, 7;(0)=fo,

y de nuevo

M) =0, k5 mi(t) = oo cos(ey ) + 2 sin(u;1)
J

Con ello,

ai(t) = (A1) = (A5 |aw cosliog )+ 2 sin(uy )|

y los desplazamientos g;(t) mantienen las proporciones
ql(t) : QQ(t) M qn(t) = (Ail)lj : (Ail)gj M (Ail)nj R

las del vector columna j de A~!, mientras oscilan de forma arménica con fre-
cuencia w;. Resumiendo todo lo anterior, podemos “leer” la forma del modo
normal j en la columna j de A~ con A la matriz del cambio de base 77 = A{.
Podriamos, de hecho, construir A~! disponiendo los vectores propios de T~V
en columnas con normalizacion arbitraria; bastaria entonces calcular A, inversa
de A1 (las trayectorias ¢(t) son, en cualquier caso, las mismas, no dependen
de la eleccién de A~': la arbitrariedad en la eleccién de la normalizacién de
las columnas de A~! queda compensada por A en ec. (B)). La forma en que
hemos construido A y A~! diagonalizando matrices simétricas nos ha permitido
obtener de forma relativamente sencilla tanto A como A~'. Cuando A = U es
ortogonal, las columnas de A~! no son més que las filas de la propia U. Leyendo
la, diagonalizacién de T~!V, es sencillo ver que los vectores propios de T~V
son (proporcionales a) las columnas de A~1.

2.6. Amortiguamiento

A lo largo de los apartados anteriores hemos resuelto como describir la evo-
lucién de un sistema acoplado descrito por unas ecuaciones de movimiento

T¢+Vi=0, @3)

en términos de un conjunto de osciladores arménicos. El siguiente paso es incluir
en las ecuaciones de movimiento términos de amortiguamiento (y analizar en
qué condiciones no arruinan toda la labor anterior). Empezamos incluyendo de
forma general términos de amortiguamiento “proporcionales” a la velocidad (f
... pero del mismo modo que en los otros dos términos, al pasar de un simple
oscilador a un conjunto de los mismos, tenemos que entender “proporcionales”
como lineales, el coeficiente que los controla sera una matriz, v. Empezamos
entonces con las siguientes ecuaciones de movimiento:

Ti+~G+Vi=0. (56)
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Procediendo como en el caso v =0,
(+T 'y{+T'Vg=0, (57)

como cabia esperar, la situacién se complica. Notablemente. Ya no tenemos
una Unica matriz que diagonalizar, ahora tenemos dos matrices, ademés de
T~!V, tenemos T~!~. En general la transformacién A que diagonaliza T~1V
estd completamente determinada. ;En qué condiciones quedara diagonalizada
T~ !~ al emplear AT"'V A~! = Wp? Bastard que v sea una combinacién
lineal de T y V, si

Yy=aT+bV,
Ti+@T+bV)§+Vi=0 <
A -1 5 -1 51 R
T[g+(@l+b TV )g+ TV q]=0, (58)
A-1Wp A A-1Wp A
con lo que )
TA[AG+ (a1l +bWp)AG+WpAg =0, (59)

y las ecuaciones estdn desacopladas. Introducimos n = Ag para obtener el con-
junto de n ecuaciones independientes

7'7'j+(a+bw]2-)77j+w?nj:0,jzl,...m. (60)

Cada una de ellas es sencillamente la ecuacién de un oscilador amortiguado
2T +wie=0

de frecuencia natural wy — w; y de coeficiente de amortiguamiento 2I" — a—l—bw]z,
que ya sabemos resolver. Conviene discutir un par de aspectos. Cona # 0y b # 0
cada modo normal tiene un coeficiente de amortiguamiento diferente. Ahora
bien, b proviene del término bV en =, que es un tanto peculiar, corresponde a
términos de amortiguamiento relacionados con la forma del término asociado
al potencial, nos contentaremos en lo sucesivo con considerar b = 0, de modo
que todo el amortiguamiento corresponde a términos de forma andloga a los
asociados al cinético. Al margen de ser razonable desde un punto de vista fisico,
simplifica notablemente las expresiones anteriores (y muchas mds), al dejarnos
con ecuaciones de movimiento para los modos normales que comparten el mismo
término de amortiguamiento:

i+ 200 +win =0], j=1,...,n. (61)

Las ecuaciones anteriores describen, para cada modo normal, un oscilador amor-
tiguado, amortiguado criticamente o sobreamortiguado segin w; sea mayor,
igual o menor que I, segiin estudiamos anteriormente. Sabiendo cémo se resuel-
ven estas ecuaciones, tan solo resta llevar las soluciones a la evolucién de los
grados de libertad ¢(t) y aplicar las condiciones iniciales {G(0),q(0)} (exacta-
mente como en el punto E3)). Una vez estudiado, pasamos otro aspecto, c6mo
tratar la respuesta del sistema a fuerzas externas.
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2.7. Oscilaciones forzadas

Tal como hicimos con el oscilador con un tnico grado de libertad, el siguiente
ingrediente a abordar es el estudio de las oscilaciones forzadas del sistema me-
diante una fuente arménica. Con la experiencia de los apartados anteriores y el
ejemplo del oscilador mecénico del apartado[CH, no ha de presentar en principio
mayor dificultad. En primer lugar debemos concretar cémo las fuerzas externas
actuan sobre los grados de libertad. Retomando ec. () (con v = 2I'T),

T{+ 2l TG+ V{i=F cos(wt) . (62)

F' indica sobre qué grados de libertad g; y con qué amplitud actua la fuerza
externa. Por ejemplo, si tan solo se aplica una fuerza armonica de amplitud Fy
al grado de libertad ¢, tan solo sera diferente de cero la primera componente,

1 Fy
F— (?); en general, F' — <F2>
Fact.orizamos Te introducinios el cambio de base A que diagonaliza TV,
TA ' [AG+2T AG+Wp Ag] = F cos(wt) . (63)
Basta ahora multiplicar por AT~! e introducir 7 = Aq,
T+20i+Wpij=AT ' F cos(wt) , (64)

para obtener las ecuaciones independientes para las oscilaciones forzadas de los
modos normales,

fj; + 20 n; + w? n; = fj cos(wt)|. (65)

La amplitud de la fuente para el modo j, f;, es
fi=(AT " F);.

Las soluciones 7;(t) tienen una parte transitoria, solucién de la ecuacién ho-
mogénea, y una parte estacionaria, solucién particular de la ecuacién inho-
mogénea. Las soluciones estacionarias para los modos normales son

0w () = a§e) cos(wt) + ag»i) sin(wt) , (66)
con
2 2

@ _ ¢ wi v G _ o, 2w .
“ 1 (WF —w?)?+ (2T w)?’ “ 1 (WF —w?)2+ (2T w)?’ (67)

o equivalentemente

j 2r
1511 (t) = /i cos(wt —d;), ;= tan""' l%} :
\/(wj2 —w?)? 4+ (2l'w)? wj —w

(68)

Llevando ec. ([B) a § = A~'4] para obtener el término estacionario en cada g;(t),
Qi p) (1),

(w? — w?) cos(wt) + 2T w sin(wt)

Gifp) (1) = (A1) (AT ﬁ)J ; (w3 —w?)?2 + (2T w)?

(69)
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Restauramos los sumatorios implicitos para mayor claridad:

- (w? — w?) cos(wt) + 2T w sin(wt)
. — A1 Y J
4i [p] (t) j];:zl ( ) J wjg _ wg)g + (2I‘w)2

Aji (T ) e (F)y

(70)
Podemos ilustrar estas expresiones generales a través de los resultados obtenidos
en el apartado [LAl En el acoplamiento de los dos osciladores mecénicos,

_(m 0 _ k4 k1o —k1i2
T_<0 m)’ V_<—/€12 k+k12)’

la matriz del cambio de base A es (ec. (@)

cH) ).

y la fuerza externa considerada en ec. (BI)

= (R
F= ( 0 ) .
Con todo lo anterior,

- 1 (1 -1\ (X 0\ (R 2
w6 D E-(E)
L 1) o L) o L
de acuerdo con ec. @) y ec. (B2). Aplicamos ahora ec. ([[{d) con el resultado
anterior para obtener

Fy (w} —w?) cos(wt) + 2T w sin(wt)
2

np® = +% wi —w?)? + (2I'w)?
_’_& (w3 — w?) cos(wt) + 2T w sin(wt)
2m (w2 —w?)2 + (2T w)2 ’
Fy (w} —w?) cos(wt) + 2T w sin(wt)
vap(t) = 2m (w? —w?)?2 + (2T w)2
_’_& (w3 — w?) cos(wt) + 2T w sin(wt)
2m (w2 —w?)2 + (2T w)2 ’

en perfecta coincidencia con la parte estacionaria de y;(¢) en ec. (B) y de y=2(t)
en ec. @Y (alli w — wp).

Sabiendo cémo resolver la evolucién del sistema en presencia de una fuerza
externa armonica, el tratamiento de una fuerza externa periddica, conforme ya
hemos estudiado, tan solo requiere introducir el desarrollo de la misma en una
serie de Fourier. No aportando nada nuevo a esta discusidn, pasamos al siguiente
apartado.

2.8. Energia del sistema

Para completar una perspectiva general sobre el comportamiento de un sis-
tema con grados de libertad acoplados, en este apartado analizamos la energia
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del sistema. Siguiendo lo expuesto en el apartado B4l la energia & = 7 + ¥
del sistema sera

1 n
&=5 > (i +win) (71)
j=1
con lo que
do@ ”
an 7] +W 77]) . (72)

Encontramos, de forma analoga a lo obtenido en el estudio de las oscilaciones
con un grado de libertad, un factor (7j; + w?n;) en el término correspondiente a
cada modo normal; como en aquel caso, lo reescribimos empleando las ecuaciones
de movimiento. Hacemos esto considerando la ecuacién de movimiento general
con amortiguamiento y una fuente arménica

i + 207, —l—w?nj = (AT*1 ﬁ) cos(wt) . (73)
J
Para los casos particulares (que comentaremos brevemente): (a) en que no hay
fuerza externa, bastard tomar el limite F — 0, (b) no hay fuerza ni amorti-
guamiento, bastara tomar los limites F — 0y I' — 0 (siempre y cuando w no
coincida con la frecuencia w; de algiin modo normal). Tenemos

iy + Wl = (AT—lﬁ) cos(wt) — 207, | (74)
J

con lo que, de forma completamente general

P — 1R :
-5 ) et ]

n

Z [(AT—1 ﬁ)j n; cos(wt)] —4T 7 . (75)

j=1

El primer término corresponde a la potencia suministrada por la fuerza externa,
el segundo, como cabia esperar, corresponde al ritmo de disipacién de energia
a causa del amortiguamiento, proporcional a I" y a la energfa cinética .7. Igno-
rando los términos transitorios, i.e. para t > 1/I", tenemos

(1) = a\ cos(wt) +al sin(wt) , (76)
;(t) = —w a§e) sin(wt) + way) cos(wt) , (77)
con
2 2

© _ (471 F Wi —w 78

¥ ( )j % (W —w?)2+ (2T w)? (78)

D — (AT F e 79

(AT F), % e (19

En general, con todo lo anterior, tal como ocurria con un tnico grado de libertad,

d&
@
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La energia del sistema no es constante; ahora bien, si integramos la variacién
de la energia a lo largo de un periodo T' = %’T, tenemos

A& = /dt—:

n

Z (AT ! F) /dt { ;e) sin(wt) cos(wt) —|—wa;i) cosz(wt)}

Jj=1 0

—2r /dt (8) 2 sin?(wt) + w? [ay)]2 cos?(w t)}

-2r /:;t {2w a(e) (-1 sin(wt) cos(wt)} . (80)
0

Con las integrales basicas

T T T T
/dt sin?(wt) = /dt cos?(wt) = IR /dt sin(wt) cos(wt) =0,
0 0 0

simplificamos
n (e)12 (1)72
Nl [0l + o]
_ -1 2@ 2 J
A& = /dt TE {(AT F)j 5 Wa; 2w 5 .

Jj=1

Ahora bien, por una parte

‘ R 2
(AT—1 ﬁ)j %waﬁ” B {(AT_l F)J C @ WP (W)

mientras

I {(AT_l F Lf “ @ —wf)fi @rwy

T
Aé":/dtﬁ:

A lo largo de un periodo la energia total del sistema no cambia (como cabe
esperar, teniendo, en el régimen estacionario, un movimiento periédico): todo
el trabajo realizado por la fuerza externa se disipa merced al amortiguamiento,
de forma andloga al caso de un simple oscilador forzado. Para completar este
apartado, veamos finalmente qué valor medio (&7,)) tiene la energia del sistema
en el regimen estacionario,

de modo que

n

1 :
G0 = [, =3 ST +e] (82)

j=1
Recordando la forma de las soluciones 7; ] (t)
(a1 F)

j lNw
0 1p)(t) = 4 cos(wt —4d;), 0 =tan"* lil ,
v \/(w? — w?)? 4 (2M w)? Y wj —w?
E3)

J
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(a1 F)
nim () = —w / sin(wt — d;) .
o \/(wj2 —w?)? + (2lw)?
Por tanto
n 2 2 2 2 2
1 _ w? cos®(wt —d;) + w? sin”(wt — 4 )
& = = AT'F z 2 ?
Pl = 5 = [( )j] (%2 —w?2)2 4 (2T w)? 5 (83)
que reescribimos
p 1 < AT 2 w? +w? + (W —w?) cos(2(wt — d;)) "
“’]_Z; ( )j (w?—w2)2+(2fw)2 (84)
Podemos leer inmediatamente la energia media del sistema
1 & w2 + w? INRE
&) =~ J AT 'F :
(ip1) 4 j; (W} —w?)2 + (2T w)? [( )j] (85)

Como cabia esperar es la suma de la energia media de cada uno de los modos
normales forzados.

2.9. Degeneracién

A lo largo de este tema no hemos planteado en ningin momento si la apari-
cién de frecuencias propias repetidas, “degeneradas”, (i.e. raices del polinomio
caracteristico de multiplicidad mayor que uno) requiere consideracién especial.
En este apartado analizamos la cuestion, y lo hacemos porque en multiples sis-
temas fisicos ocurre; a menudo el origen de la degeneracién es alguna simetria
del sistema, en ocasiones la degeneracién es simplemente accidental.

Consideremos la diagonalizacién de W en ec. Z)). Si una frecuencia propia,
wjz-, tiene multiplicidad d;, en lugar de un tnico vector propio, tendré asociado un
subespacio propio de dimensién d;. Escogiendo una base ortonormal de vectores

Uj(-k), k =1,...,d;, construimos la matriz U ortogonal del cambio de base que
diagonaliza W. Ahora bien, la eleccién de la base {Uj(»k)} es arbitraria: podemos

escoger otra base ortonormal {u'}'j(-k)} de ese subespacio propio. Es decir, en lugar
de los modos normales

k (k) -
77;- ) — UJ(- ) -q,
podemos escoger los modos normales
k (k) -
77;-( ) = wj( ) q

(k), estd dada por

La evolucién temporal tanto de unos, 77§k), como de otros, 7];
la frecuencia propia w;.

(Cémo cambia entonces la matriz U que diagonaliza W7 Un vector ¢ =
Dok Ok Uj(»k) del subespacio propio que nos ocupa tiene componentes (a1, ..., aq;)

en la base {17§k)}. Para obtener las componentes en la base {u7§k)}, aplicamos el

proyector
dj

S(m) o(m)T
B= 3 e,

m=1
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que actua como la identidad en ese subespacio, y obtenemos

dj dj
T=pPi=Y @ ad"" N a it =
m=1 1
d] d]
wj(m) U(k) —'(m) Z Bon @ m)
m=1 k=1

B =™ T

Introduciendo la matriz d; x d; del cambio de base, .77,

d;
(a (b —(a b
(F)ap = 0 T =3 (@) (@)
k=1
tenemos inmediatamente
d;
Bm = Z(y Yk Ok
k=1
%} es ortogonal. Veamos,
(7 ‘EﬂjT)ab = (‘Eﬁj)M(fEﬂj‘T)cb = Z(‘%)aC(%)bc =
c=1 c=1
c) ~(b) =)\ _
(#7), (@), (@), (7). =
c=1 r=1 s=1
d; d; d;
~(a) —(b) ~(c) ~(c)
(@), (@), 2 (), (57),
r=1s=1 c=1

La completitud de la base {17§c)} en el subespacio asociado a w; es

CONCORES

c=

con ello y la completitud de la base {w } en el mismo subespacio, la expresién
anterior se reduce a

d; d; d;

7 333 ), (38, 0= 35 (0, (), 00

r=1s=1 s=1

<5

ie.
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Para llevar este cambio en la eleccién de la base del subespacio asociado a w; a
la matriz U, bastara entonces

Uw—U"=S;U con

o S =
()
[a—
3

0 01

con 7+ s+d; = n. La matriz S; actua sencillamente como el cambio de base .7
en el subespacio propio asociado a w; y como la identidad en el resto del espacio.
La diagonalizacién de W — ec. #H) — no se ve alterada (por construccién),

UWUT =8, UWU"S] =5;Wp 5] =Wp =07,
puesto que, con 5@5”}1 = 1q4,,
w1 0 0

0o . 0
wij

Wi

S 0
0 W 0 Wi

Del mismo modo, S; f(Q)S] = f().
Con A = UT'/? en ec. ([@@), tendremos entonces

A A =UT?=5,UT/?=S; A,
que podemos llevar a ec. (&),
q(t) — A7 ST cos(Qt) S; Aq(0) + A ST Q7 sin(Qt) S; AG(0) =
A7 cos(Qt) AG0) + A7 Q71 sin(Qt) AG0) = q(t) .

Como cabia esperar, la arbitrariedad en la eleccién de los modos normales
degenerados no modifica las soluciones q(t).

3. Molécula triatémica lineal

3.1. Planteamiento y ecuaciones de movimiento

Del analisis general del apartado anterior pasamos ahora a un ejemplo con-
creto, el estudio de las oscilaciones de una molécula lineal simétrica formada
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por tres atémos, dos con masa m y uno con masa M, conectados por “muelles”
de constante de recuperacién k, segin recoge la figura [0l Ignoramos el amor-
tiguamiento. Con xg; las posiciones de los a&tomos y b las separaciones entre los
mismos en el equilibrio, los términos cinético y potencial de la lagrangiana son

. 1. 1
9:§mx%1+§Mx%2+§mx%3,

1
YV = 5 k ((x()z — X1 — b)Q + (x()g — X2 — b)Q) .

Introduciendo como coordenadas los desplazamientos relativos a la posicién de
equilibrio,
T = To1 , T2 =mTo2 — b, xr3 = 03 — 20,

la lagrangiana . = 7 — ¥ resulta

1
$:§mﬁ+Mﬁ+mﬁ%

I = Zo1
Zo2
T2
Zo3
xs

Figura 10: Molécula lineal triatémica.

Las ecuaciones de movimiento %% = % son por tanto

ma'él—l—k(xl —xg) =0,

Mi2+k}(—$1+233‘2—33‘3) =0,

mig—I—k(—xg—i—xg):O . (87)
En este punto podemos proceder siguiendo las lineas del andlisis general del
apartado % antes de hacerlo, no obstante, vamos a obtener las frecuencias pro-

pias y los modos normales directamente. Primero reescribimos ec. [§4) dividien-
do por las masas:

k
ﬁi1—|——(m1—x2):0,
m
"+£%— + 229 —23) =0
o) M T1 T2 —x3)=U,
. k
T3 + E (—332 +$3) =0. (88)

SEste es el paso equivalente a multiplicar por T~ segtn la notacién del apartado
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Matricialmente
!’El % —% 0 I 0
i2+——2/§£—% | =(0], (89)
ﬁfg 0 —m % I3 0
ie.
E+WE=0

3.2. Frecuencias propias y modos normales

k _k
-~ m m
Estudiando W = [ -k 2k KZ) obtendremos tanto los modos normales
0o —k E
m m

como sus correspondientes frecuencias de oscilaciéon. Veamos en primer lugar las
frecuencias propias, valores propios de W, encontrando las raices del polinomio
caracteristico P(w?) = det(W — w?1), i.e. las soluciones de P(w?) = 0:

E_ 2 _k 0
det(W —w?l) = —ﬁ 2% — w? _% —
o e s
1 kE — mw? —k 0
—k 2k — Mw? —k =
2
m=M 0 —k k — mw?
1
—r | O = mw?) (2k = Me?)(k = mw?) = k%) + k(=) (k = mw?)| =
1
Q—M(k — mw?) {mMufL — k(M + 2m)w? + 2k? — 2I€2] =
m
1
IYi (k — mw?) w? (mMw? — k(M + 2m)) =
m

(%_Lﬁ) W2 <w2— % (1+2%)) —0. (90)

Las tres frecuencias propias son por tanto

[k [k m
(U1:0, Wy = E, w3 = E(1+2M)

Observando estos valores podemos anticipar varios resultados. Dado que w; =
0, un modo normal no correspondera de hecho a una oscilacién, tendremos
una ecuaciéon de movimiento 7; = 0, que tiene como solucién un movimiento
rectilineo uniforme en n;. En términos de x;(t), teniendo en cuenta que, tal como
hemos planteado el andlisis, la molécula es libre de trasladarse globalmente, no
es extrano que aparezca un modo correspondiente al desplazamiento global de

la misma. Por otra parte, wy = 1/% no depende de M, con lo que cabria
esperar que en el modo 7, la masa central M permanezca estatica. Finalmente
poco podemos anticipar del tercer modo normal asi que pasamos a obtener

explicitamente los correspondientes vectores propios ¥(w;) recordando que (W —
w?1)8(w;) = 0.
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= Paraw; =0,

(W —w?1)d(w) =0 <

3=
|

[\}
w23 |
3 3‘2

O
Sig
S
=N
SIwE 3= 3]
i
I
=N
&
[
<

Por tanto,

Fwr) o [ 1], (92)
1

con lo que en este modo normal todas las masas tienen el mismo desplaza-
miento; como anticipdbamos corresponde a un movimiento de traslacién

global, segun ilustra la figura

= Para wg = 1/%,

(W= w21)(ws) =0 <

0 —% 0 ’U(LUg)l
—3r 237 —wm —ar | | vlws)e | =
0 -k 0 v(w2)3
—%’U(wg)Q 0
—E (v(w2)1 + v(w2)3) + (28 — E)v(wa)2 | = | O (93)
—%’U(wg)Q 0
Por tanto,
1
Tlw2)ox | 0 | . (94)
—1

En este modo normal, los desplazamientos de las masas m son opues-

tos mientras la masa M permanece estatica como también anticipamos e
ilustra la figura [11(b)|

= Para wz = % (1—1—2%),

—2% —% 0 U(cd3)1
k k k
¥ Tw M v(ws)2 | =
0 —g —2]\% ’U(wg)g
. —2MU(W3)1 — %U(W}z)g 0
—i7(v(ws)1 +v(ws3)s) — Zo(ws)2 | = (0] . (95)
—2%@(&]3)3 — %U(Wg)g 0
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De la primera y tercera ecuaciones, v(ws)1 = v(ws)s; la segunda ecuacién
. . —ok
indica entonces v(ws)s = v(ws)1 ( T ); por tanto

m

1
Ulws) o< [ =22 | . (96)
1

En este caso las masas m se desplazan de igual manera mientras la masa
central M lo hace en direccién opuesta con una amplitud relativa que
depende de la relacién entre las masas, como ilustra la figura

(b) Modo asociado a wa = /£
m

i k
(c) Modo asociado a w3 = 1/ = (1+23%).

Figura 11: Modos normales de la molécula lineal triatémica (simétrica).

Como la matriz W no es simétrica, los vectores propios @; (w;) mo son orto-
gonales y no podemos completar la diagonalizacién inmediatamente. Para ello
retomamos, como anticipdbamos, el problema segun las lineas del anélisis gene-
ral del apartado B2

3.3. Solucion general
Tenemos
TE+VZ=0, (97)
con
m 0 0 k -k O
T=(0 M o), V=|-k 26 —k|. (98)
0 0 m 0 -k k
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La sencillez del término cinético, ya diagonal, permite obtener inmediatamente

vm 0 0 NG (1) 0
T1/2 _ 0 \/M 0 , T*1/2 = 0 \/—M 0 . (99)
0 0 vm 0 0 ﬁ
Por otra parte,
& __k 0
~1/2 ~1/2 "k M k
0 - vmM m

que debemos diagonalizar. En primer lugar obtenemos los valores propios como
rafces del polinomio caracteristico det(W — w?1),

%—uﬂ —\/7:—M 0 ) k — mw? —k\/ 31 0
e 29— | = kM 2k - Mw? kM
mM M mM 2M m w m ’
0 __k _ k_ 2 m T 9
Vmd 0 —kyvar  k-mw

donde en la dltima expresion hemos extraido un factor ﬁ de la segunda fila y

un factor % de las filas primera y tercera. Desarrollamos ahora por la primera
fila,

1
det(W o’ 1) = —— [(k—mw2)((2k— Mw?)(k—mw?) - k?) —k2(k—mw2)} ,
m
expresién idéntica a det(W —w?1) en ec. @) (los valores propios de W son los
mismos que valores propios de W, w;), con lo que autométicamente obtenemos
las frecuencias propias

k k m
wi=0, wr=i—, wg_\/a(1+2ﬁ). (101)

Busquemos los correspondientes vectores propios de W, que ahora llamamos
. — Vi1
simplemente v; = (gn )

i3

= Paraw; =0,

(W—-uwi1)o, =0 <
A __k 0 v
I T N A
vmM M vmM V12 -
0 7w w s
L(Uu _ U12)
vm \vVm VM 0
o (- =me) [ = (o) - o)
0

Tenemos v11 = vi3 = ,/%vlg, por tanto,

—

v =

NG
VM| . (103)
Jm
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k
0 VmM 0 V21
k2R _
vmM M km vmM V22 -
0 Ry 0 V23
k
k Va2 kK k 0
— 7 (o1 + U%/;) (25 —2)va|=10 (104)
— v 0
Con lo que vao = 0y v93 = —v91,
1 1
d=—1[0 (105)
V2
» Para wz =4/~ (1 —|—2%),
(W-w2l)i3=0 <
_2k —_k 0
I\k/[ 7;€LJVI " V31
T VmM Tm T VmM V32 | =
0 a :IM _% vs3
k. (2v31 4 a2
VM \ VM m 0
—d (g ) | = (0] . (106)
__k (%33 4 ls2 0
VM \VM m
Con lo que v31 = V33 = —%\/ %032 y tenemos
1 vM
V- —2ym | . (107)

SRRVoN T W

Los tres vectores propios de W son ortogonales (en las ecuaciones anteriores los
hemos normalizado de modo que ; - ¥; = ¢;;), y podemos construir

Vvm VM Vm
\/MlJr2m VM+2m \/MJrl2m
VM ___2ym VM
V2/M+2m V2VM+f2m V2 /M+2m

Vaym - V2VM o V2ym

1
\/ﬁTm vV %2771 _2?/m —V ]\\fﬁ" 2m . (108)
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Con U~! = U7, la diagonalizacién de W es

w0 0 0 0 0
UWU'=[0 w3 0]=[(0 % 0 ,
0 0 wj 0 0 Z+4+24

con lo que podemos finalmente construir la diagonalizacién de T~V = T-1/2WT/2,
AT'VA ' =Wp, A=UTY2.

La matriz A y su inversa A~! son

m M m 1 1 v M
2m-+M 2m+M 2m+ M 2m+M V2m V2m+2m+M
— m 0 _ /T -1 _ 1 _ V2m
A= 3 V2 AT = | 0 VAMN2am T M
VmM _ 2VmM VmM 1 1 VI
Vav2mEM 2mAM - V2V/2mEM VEntM Vzm  VamyEmidl

Podemos por tanto reescribir ec. (@)

T+ A'WpAZ=0.
Introducimos 77 = AZ de modo que multiplicando por la izquierda por A las
ecuaciones de movimiento se convierten en 7+ Wp#7 = 0, y tenemos

i +w?nm =0 m(t) =mn(0) +m(0)t
it Wi =05 —  {mp(t) = na(0) cos(we t) + 2 sin(wzt) b
i3 +winz=0) {mm n3(t) = n3(0) cos(wst) + ni—(?) sin(ws t)

donde hemos expresado los modos normales en términos de condiciones inicia-
les 1;(0) y 7;(0). Para obtener las soluciones z;(t) en términos de condiciones
iniciales z;(0) y #;(0), bastard sustituir — como hicimos en el apartado B para
obtener ec. ([E0) —,

(t) = A7V () < n(0) = AZ(0), 7(0) = AZ(0)

) n2(t) VM ns(t)
21(t) = Zngmr T Vo T Vamvaroi

T(t) = ATV(1) & { aa(t) = Rl - 2l . (109)

x(t):nli(t)_nz(t)_’_m
3 Bt Vam T Vamvemiii

m(t) = m (mxy(t) + M xo(t) + mas(t))

i(t) = AZ(t) & { 1(t) = /F (21(t) — z3(t)) . (110)

ns(t) = oo (21 (1) — 2a(t) + w3(1))
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Las trayectorias z;(t) son

ﬂil(t) =

{mxl(()) + M x2(0) + mx3(0) . m1(0) + M z2(0) + m 23(0) t]
2m+ M 2m+ M

B0 ]

M(21(0) — 222(0) 4 ©5(0))
2(2m + M) ws

cos(wa t) +

+ [xl(O) ;CC;),(O)

n {M(ﬂcl(o) — 225(0) + 23(0))

cos(ws t) +

2(2m + M) sin(ws f)] ;
(

111)

_ [mx1(0) + M x2(0) +ma3(0)  mz1(0) + M i2(0) + mi3(0)
xQ(t)_[ YT Y — ST a— t]

t
2m+ M cos(ws ) + @2m+ M) ws

sin(ws t)} ,
(112)

2a(t) = [mm(o) +;\fnmj(](3/‘)[+ mx3(0) n m11(0) +§ifj(§/}+ m i3(0) t]
z1(0) — 25(0) i1(0) — @3(0) .
_ [% 2O =20 inge t)]
+ [M (21(0) — 225(0) + 25(0)) M (41(0) — 22(0) + 3(0))
2(2m + M) 2(2m + M) ws

cos(wa t) +

cos(ws t) + sin(ws t)] .

(113)

3.4. Modos normales y lagrangiana

Para completar el anélisis de la molécula triatémica lineal e ilustrar el papel
de los modos normales, consideremos de nuevo la lagrangiana de la ecuacion

(B4):
. 1 .2 .2 oy Kk 2 2

L(wi, &) = §(m3:1 + M @5+ mig) — 5((:52 —x1)° + (xz3 —x2)7) . (B

Si introducimos 7 en . sustituyendo & = A~ y desarrollando, obtenemos

IR B 2 2
. mo, M ns  kny kng (1 2

L) ==+—=—+=>—-——=—-— | —+—=, 114
(i) =5+ 55~ om 2<m+M (114)

separable segiin hemos visto en el anélisis general, en lagrangianas desacopladas
para cada modo normal,

LMy m) = L () + Lo(n2,m2) + Ls(n3,M3)

con
) 1.,
31(771)257717
) 1. 1k
32(7727772)2577§—§E77§7
. 1. 1k 2m
Lz(nz,m3) = 5773,—5% 1+M> -
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d 0Z; _ 9Ly , SON, COMO COrTes-

> dt On; oy

Las ecuaciones de movimiento resultantes
ponde, las resueltas anteriormente.

3.5. * Comentario sobre los modos normales

En el apartado hemos obtenido, al margen de los valores propios de
W, sus vectores propios; la figura [l ilustra de hecho las caracteristicas de
los modos normales. Siguiendo la discusién del apartadoZ3 las relaciones entre
desplazamientos x1 : x5 : x3 que caracterizan cada modo normal pueden “leerse”
en las columnas de A~!. Vedmoslo, con

-1 1 ___ VM
V2m+M V2m V2mA/2m~+M
Afl — 1 0 _ Va2m
V2m-+M VM~ 2m~+M )
1 v M

__1
V2m—+M V2m V2mA/2m+M

= columna 1,
1

\/217’{+M 1
vwi) o< | g | < (1]
1

V2m+M

= columna 2,

= columna 3,
__ VM
V2m\/2m+M 1

2m 2m

- \/M\/ 2m-+M
VM
V2mA/2m+M

(ws)

Para completar este comentario sobre la forma de los modos normales en térmi-
nos de los desplazamientos x;, observando las ecuaciones x;(t) (ec. (CII)-([T13)),
es manifiesto que un estado con componentes dadas por ¥(w;) excita inicamente
el modo i (el resto se mantiene nulo) y mantiene la “forma” x1(t) : x2(t) : x3(t)
(i.e. los tamarfios relativos de las componentes) con independencia del tiempo.
Por otra parte, puesto que en este caso T es diagonal, de AT A = T, podiamos
obtener sencillamente A~' = T~ AT en otras palabras, “leer” los modos nor-
males de las filas de A, divididas por los elementos de la diagonal de T': primera
y tercera columnas divididas por m, segunda columna dividida por M.

3.6. Ejemplos

Ejemplo 1
Para un primer ejemplo del movimiento de la molécula lineal triatémica, adop-
tamos las siguientes condiciones iniciales:

21(0) = d, 22(0) = 25(0) =0, 21(0) = #2(0) = d5(0) =0 .
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Cabe observar que las condiciones iniciales situan el centro de masas de la
molécula en zo = %, con lo que las posiciones de equilibrio que corres-
ponden a las coordenadas iniciales son 1 = x93 = x3 = %, en lugar de
r1 = x9 = x3 = 0, a causa de la libertad de traslaciéon que tiene la molécula.
El primer término de las ecuaciones [[TIHIT3) recoge esta particularidad. En
ausencia de velocidades iniciales, el centro de masas no se mueve en funcién
del tiempo y cada atomo oscila alrededor de esa posiciéon de equilibrio. Con
21(0) # 0y 22(0) = 23(0) = 0 (ademds de ;(0) = 0), se excitan los modos
normales con frecuencias wy y ws. La figura [[2 ilustra el movimiento.

Figura 12: Movimiento del ejemplo 1.

Ejemplo 2
Como segundo ejemplo, consideremos el movimiento determinado por las si-
guientes condiciones iniciales:

$1(0) = —31‘3(0) = d, xg(O) = 0, 33‘1(0) = xg(O) = $3(0) =0.

En este caso la posicién del centro de masas y las posiciones de equilibrio se
mantienen (en zo = 0, y en 1 = x2 = z3 = 0 respectivamente) y tampo-
co hay movimiento global de traslacién. Las condiciones iniciales corresponden
claramente a excitar tnicamente el modo normal antisimétrico, y tendremos
29(t) = 0, x3(t) = —x1(¢), Vt. La figura [[J ilustra el movimiento.

Ejemplo 3
Para el tercer y tultimo ejemplo, adoptamos las siguientes condiciones iniciales:

xl(O) = xg(O) = x3(0) = 0, xl(O) =, xg(O) = $3(0) =0.

En este caso, en el instante inicial la molécula esté en equilibrio con x1 = z9 =
xs = 0, pero la primera masa tiene velocidad v. De acuerdo con las ecuacio-
nes ([TIHIT3) observamos que cada una de las masas tendrd un movimiento
oscilatorio “alrededor” de la traslacion global 5+ vt: ademds del modo tras-
lacional, las condiciones iniciales excitan los modos oscilatorios de frecuencias
(angulares) wo y ws. La figura [ ilustra el movimiento.

Miguel Nebot Oscilaciones acopladas



OSCILACIONES Y ONDAS 3.47

Figura 13: Movimiento del ejemplo 2.

Con los ejemplos anteriores concluimos el andlisis de la molécula lineal
triatémica. De haber introducido amortiguamiento o fuerzas externas, bastaria
proceder segun las lineas del analisis general del apartado 1 Tan solo cabria
ampliar nuestra descripcién por una particularidad de este sistema: el modo
normal 77; asociado a la traslacion rectilinea uniforme.
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~

Figura 14: Movimiento del ejemplo 3.
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4. La cuerda discreta

4.1. Planteamiento y ecuaciones de movimiento

Del estudio de la molécula lineal triatémica pasamos ahora al estudio de un
sistema de n masas idénticas m unidas por una cuerda no masiva de tensién 7.
Ignoramos términos de amortiguamiento. El equilibrio corresponde a todas las
masas dispuestas a lo largo de una recta a intervalos regulares ¢, segun ilustra
la figura [[@

Figura 15: Cuerda discreta.

El desplazamiento transversal de la ¢-ésima masa con respecto a la posi-
cién de equilibrio es y; y consideramos que todos los desplazamientos y; estan
restringidos al mismo plano). La energia cinética del sistema es por tanto

m i .
7= > i (115)
=1

Para obtener la energia potencial consideremos la contribucién del elemento de
cuerda que conecta las masas ¢ — 1 e i: es el trabajo realizado para producir la
elongacién del mismo. Segun la figura [[A no es més que

V{i—l}—»{i} =T (\/22 + (i —yio1)? — é) . (116)

Considerando desplazamientos pequetios, desarrollamos 1/¢2 + (y; — y;—1)% y re-
sulta

.
V- = 5; Wi — Yio1)?. (117)

Podemos introducir yo(t) = 0 e y,+1(t) = 0, “desplazamientos” de los extremos
fijos para reescribir mas cémodamente la energia potencial del sistema

v= % Z ((yl —yic1)® + (Yis1 — 91)2) . (118)
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La lagrangiana es por tanto

n

_l -2_1 o 2_1 ‘ N2
f_ZZ(myi 7 Wi —yi-1)" = 5 (i yz)). (119)

=1

La ecuacion de movimiento ia;’? — L’? =0es
dt 0y, Oy
-

7 (2Yi — Yi+1 — Yi—1) =0 . (120)

mi; +

Escribiendo matricialmente las n ecuaciones de movimiento tenemos

G+Wig=0, (121)
con
2 -1 0 0
—1 2 -1 0
o -1 2 -1 O
Y1 0 0 —1 2
g=|:]. w==
. ml :
Un 2 -1 0 0
0 -1 2 -1 0
o -1 2 -1

(122)
Nétese que W tan solo tiene elementos no nulos en la diagonal principal (iguales
a 27/mf) y las dos subdiagonales adyacentes (iguales a —7/mf).

4.2. Frecuencias propias y modos normales

Para encontrar los modos normales del sistema empezamos por determinar
los autovalores de W, que son las raices del polinomio caracteristico Py (w?) =
det(W — w?1). Reescribimos

2 = (N e
det(W — w 1)_(m€) (—1)" det U, (u) ,
con Uy, (u) la matriz n X n
u 1 0 0
1 w 1 0
0 1 o 1 O
0 0 1 u ,
U, (u) = , u=""02 9 (123)
T
u 1 0 0
1 v 1 0
0 0 1 o 1
0 0 1 u
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Desarrollando el determinante por la primera fila, tenemos

1 1 0
0 u 1 0
0 1 wu
detU,(u) =u det U,,_1(u) —
() () Wl 00
1 v 1 0
0 0 1 u 1
0 0 1 w
(n—1)x(n—1)

Desarrollando ahora el segundo determinante por la primera columna,
det Uy, (u) = u det Uy,—q(u) — det Uy—o(u) . (124)

Reescribiendo en términos de (—1)™ det U, (u), que es la cantidad que aparece
en det(W — w?1),

[(=1)" det U, (u)] = —u [(—1)”_1 det Un_l(u)] — [(—1)"‘2 det Un_g(u)] .

(125)
Deseamos obtener las soluciones w? = Z;(u + 2) de (—1)"det U, (u) = 0; la
recurrencia de la ecuacién anterior (ec. (ZH)) proporciona un camino para ello,
aunque no sencillo. Dado que involucra los términos n, n — 1 y n— 2 (el término
n en funcién de los dos anteriores), podemos obtener (—1)™ det Uy, (u) en térmi-
nos de, por ejemplo, det Us(u) = u? — 1 y det Uz(u) = u® — 2u; por comodidad
introducimos, siguiendo ec. [24]), det Ug(u) = 1 y det Uy (u) = u (aunque des-
de el punto de vista de la matriz U,(u) no tenga mucho sentido el caso de
rango 0, Uy, lo que ahora nos ocupa es resolver la recurrencia). Hecho esto
querriamos ser capaces de identificar las soluciones v de det U, (u) = 0 para
obtener las correspondientes frecuencias propias w?. Para atacar la relacién de
recurrencia ec. ([[2Z4) acudimos a un par de relaciones trigonométricas: consi-
deramos sin(nd) con n € Ny § € R arbitrario y lo desarrollamos empleando
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb de dos modos distintos, por una parte sepa-
rando n — (n—1) + 1 seguido de n — 1 — (n —2) + 1, por otra parte separando
directamente n — (n — 2) + 2:

sin(nf) = sin((n — 1)) cosf + cos((n — 1)) sinf =
sin((n — 1)6) cosd + sin 6 [ cos((n — 2)8) cos b — sin((n — 2)6) sinf] =
sin((n — 1)8) cos — sin((n — 2)8) sin® A + cos((n — 2)8) cos sinh , (126)

sin(nf) = sin((n — 2)0) cos(20) + cos((n — 2)0) sin(20) =
sin((n — 2)0) [cos® 6 — sin? ] 4 2 cos((n — 2)6) cosf sinf . (127)

Observamos ahora que podemos cancelar los términos cos((n—2)f) combinando

2x (ec. ([Z0)) - ec. (IZO) para obtener

sin(nf) = 2 cosf sin((n — 1)) — sin((n — 2)8) [cos? § — sin® f + 2sin? 4] ,
(128)

Miguel Nebot Oscilaciones acopladas



3.52 OSCILACIONES Y ONDAS

sin(nf) = 2 cos @ sin((n — 1)) — sin((n — 2)6) . (129)

En términos de n, ec. (ZJ) supone una relacién de recurrencia muy similar
a ec. ([Z); si requerimos u = —2cosf tenemos de hecho la misma relacién
(0 es simplemente una cantidad auxiliar que determinaremos posteriormente).
Aunque esto supone un paso decisivo, todavia hay que afinar un par de detalles
para llegar a la solucién. Si bien funciones proporcionales a sin(nf) verifican la
relacion, esto es cierto tanto para (—1)" det U, (u)  sin(nf) como para cual-
quier (—1)"det U, (u)  sin(mf) con m # n; por otra parte hay que recordar
que ademas necesitamos fijar correctamente dos términos iniciales. La primera
de estas dos cuestiones puede reformularse constatando que en la obtencién de
ec. (Z9) podriamos haber empezado con sin(nd + §) en lugar de sin(nf); en ese
caso, en lugar de ec. ([[29), obtendriamos

sin(nf 4+ 6) = 2 cosd sin((n — 1)0 + ) — sin((n — 2)0 +9) , (130)

que generaliza el resultado anterior de forma muy conveniente puesto que si
ahora probamos soluciones

(=1)"det Uy, (u) = a sin(nb + 9) ,
podemos emplear las dos constantes « y § para fijar los dos términos iniciales
correctamente y obtener, ahora si, la soluciéon. Escogiendo los mas sencillos,
det Ug(u) = 1 y det Uy (u) = u, tenemos
detUp(u) =1=asind, —detUj(u)=—u=2cosf=asin(d+9).

De la primera relacién o = 1/sind; desarrollamos sin(6 + 0) = sinfcosd +
cos@sind en la segunda relacién y sustituimos aw = 1/sind para obtener

)
—detUq(u) = —u =2 cos = a sin(f + ) < 2 cosf = cos@—i—sin@—(;?;& ,
es decir
tand = tand .
Con la solucién inmediata 6 = 6 obtenemos
i 1)6
(=1)" det Uy, (u) = M , u=—2cosf . (131)

sin 6

Podemos regresar ahora a nuestro problema original, encontrar las soluciones
de det U, (u) = 0. Empleando la ecuacién ([Z), las soluciones 6; se obtienen
inmediatamente:

sin((n + 1)0)

(=1)™ det U, (u) p 0=0=4¢,

T
n+1"

En términos de u = —2cosf,

u; = —2 cosfl; = —2 cos (nw—’_]1> ,

Miguel Nebot Oscilaciones acopladas




OSCILACIONES Y ONDAS 3.53

y en términos de w? = L (u + 2),

2 T : 2 T oY mJ
2 _ T (2-2cos0;), ie |w?=4-—— k] = . (132
wj mé( cosfj), ie |wj — Sin (2) , 0, ] (132)

Teniendo los autovalores de la ecuacién anterior, podemos ahora abordar los

Vi1
vectores propios U; = ( : ) correspondientes, que verifican

(W—wi1)7;=0. (133)
Explicitamente (recordemos que fn—Te — w?- = -T:2cos0;),
mL (2 COSHj V51 — ’Ujg) =0 y
p
W (—’Ujl + 2 cos Gj Vjo — Ujg) =0,

— (—Vjn—2+2cosb;vjn_1—vj,) =0,

é (—vjn—1+2 cosb;vj,) =0. (134)
Afortunadamente la gimnasia trigonométrica que nos ha conducido a la ob-
tencién de los valores propios nos va a llevar, mutatis mutandis, a obtener los
vectores propios, puesto que las ecs. (3] no son mas que una torre de relaciones

—Vjm—1+ 2 COSGj Vjm — Vjm+1 = 0,

con el anadido v;o = vj 41 = 0 (que no hace mas que reflejar que los extremos de
nuestra cuerda discreta estén fijos). Esas relaciones son idénticas a la recurrencia
(ec. () que hemos resuelto para encontrar (—1)"det U, (u). Veamos por
tanto si vj, = A sin(mé;) son soluciones] de las ecs. (),

—Vjm—1+2¢080; Vjm — Vjmi1 =
A (—sin((m —1)8;) + 2 cos0; sin(mb;) — sin((m + 1)8;)) =
A ( — [cos; sin(mb;) — sin6; cos(mb;)|+
2 cosb; sin(mb;)—
[cos0; sin(mb;) + sin f; cos(mHj)D =0. (135)

Como cabia esperar, las relaciones se satisfacen perfectamente. El vector propio
asociado a w; es por tanto

Vj1 sin 0j
Vj2 sin(20j)
Vj3 sin(30j) .
5= x : 0= njj_rl . (136)
Vjn—2 sin((n — 2)6;)
Vjn—1 sin((n — 1)6;)
Ujn sin(nd;)

9En principio, para satisfacer la relacién de recurrencia, bastarfa Vjm o sin(m’6;), las
condiciones de contorno obligan sin embargo a m’ = m.
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Para visualizar y entender mejor a qué corresponde el vector propio anterior —
i.e. el modo normal j —, introduzcamos las coordenadas z; a lo largo de la cuerda,
tomando el punto fijo de la izquierda como origen. Con £ las separaciones en
equilibrio, la longitud total de la cuerda discreta es L = (n 4 1)¢; la posicién

de la r-ésima masa es z, = r{. Recuperando v;, = A sin(rf;) = A sin (;ﬂ)

podemos reemplazar

vjr = A sin (M> = A sin (&jw) . (137)
n+1 L

Recordemos que vj, es la componente r-ésima del modo normal ¥; asociado a

wj, i.e. el desplazamiento de la masa r-ésima con respecto a la posicién de equi-

librio; segin pone de manifiesto ec. (Z7), en el modo de oscilacién j todas las

masas se situan sobre la curva y(z) = A sin (% J 7r), en los puntos de coordena-

das (z1,A sin (2t jn)), (z2, Asin (22 7)), ..., (zn, A sin (%2 j7)). La figura
[[8 muestra los modos normales de un sistema con n = 10. En cuanto a las fre-
cuencias propias w; = 2,/;5 sin n+r1 5);conj=1,...,n, la figura [ ilustra

el espectro de frecuencias propias, también para n = 10.

Conociendo valores y vectores propios, estamos en condiciones de proceder
a la diagonalizacién de ec. ([IZI)), i.e. a desacoplar las ecuaciones. Para ello
serd necesario normalizar adecuadamente los vectores propios de modo que la
obtencién de la transformacion ortogonal que diagonaliza W sea inmediata.
En el apéndice [A] figuran los detalles de dos cédlculos, la comprobacién de la
ortogonalidad de vectores propios diferentes ¥;, ¥, i # j, y la normalizacién de
cualquiera de ellos. Recogemos directamente el resultado:

0. .
valores propios w;j = 2 4/ é sin (é) , 0 = n]—:—Tl ,
sin 0
sin(26,)
t ios U; = :
vectores propios v | : ,
sin((n — 1)6;)
sin(né;)

con ortonormalidad ; - U; = d;; . (138)

4.3. Solucién general
Si escribimos ahora
W=U'WpU . U '=U0"T,

la matriz ortogonal de la diagonalizacion U tiene como filas los vectores propios
de W ie.

sinf; sin(20;) --- sin((n—1)01) sin(nb;)
2 sinfly  sin(203) -+ sin((n —1)f3) sin(nbs)
U= . C . . LUt =UT
n+1 : : . : :
sinf, sin(260,) --- sin((n—1)0,) sin(nb,)

(139)
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Modo w; Modo wy

Modo ws Modo wy
Modo ws Modo wg

WV

Modo wr Modo wg

Figura 16: Modos normales de oscilacién de una cuerda discreta (n = 10).

Regresando a las ecuaciones de movimiento ec. ([ZII), tenemos
J+Wi=0 < j+U '"WpUij=0 ©U j+WpUij=0.
Introducimos 77 = U ¢ y obtenemos finalmente las ecuaciones desacopladas

7+ Wpij=0, con Wp = diag(w?,w2,...,w?) . (140)

* n

Las soluciones de las ecuaciones ([[40), expresadas en términos de condiciones
iniciales 7, (0), 7% (0), son

7(0)

n;(t) = n;(0) cos(w; t) + o

sin(w; t) . (141)

En términos de los desplazamientos y;(t), bastard emplear la transformacién

U~ para pasar de 7j(t) a 4(t) y la transformacién U para expresar ij(0), 77(0) en
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1 Wy

Figura 17: Frecuencias de oscilacién de los modos normales de una cuerda dis-
creta.

términos de ¢(0), (0), como ya vimos en el planteamiento general. Escribiendo
explicitamente los sumatorios en indices mudos,

1/ sin o(t) =
1 nrl (j8a) Ma(

a=

n

1 Z sin(j6,) [ 0 (0) cos(wq t) +

a=1

71a(0)

Wa

sin(wq t)] -

n

Z sin(j i sin(bd, [ »(0) cos(wq t) + 9(0) sin(wg t)} . (142)
b=1

n+1a:1 Wq

Como ya apuntamos anteriormente, el indice j desempena el papel de la coor-
denada z; leyendo en la ecuacién ([Z2) el término sin(j6,) en términos de la
.oz . . . _ . Trjam
coordenada z; de la j-ésima masa, sin(jf,) = sm( - ), todas las masas se

encuentran sobre la curva

sin (?) i sin(b6,) [yb(O) cos(wg t) + (0) sin(w, t)] .
b=1

1) = ——

y(@,t) = o
a=1

(143)

A continuacién, armados con las ecuaciones ([[£2) y ([[E3J), ilustramos los

resultados obtenidos mediante un par de ejemplos.

4.4. Cuerda discreta, ejemplos

Ejemplo 1. El primer ejemplo que consideramos tiene como condiciones ini-
ciales

y;(0)=0 Vj#1, g;(0)=0 Wi

El movimiento resultante estd representado en la figura[[§ (pdginab8), mostran-
do el estado de todas las masas sobre la cuerda en distintos instantes. Ademas
de las posiciones de las masas, indicadas por los puntos e, la curva gris es la
funcién y(z,t) (segin ec. ([[Z3)), mientras los segmentos rectilineos que unen las

Miguel Nebot Oscilaciones acopladas



OSCILACIONES Y ONDAS 3.57

masas representan la propia cuerda. El primer diagrama corresponde a t = 0:
empleando ec. ([[Z3),

y(z,0) = Zny_l'_(? Z sin (?) sin(6,) ,

a=1

mientras en un instante ¢

y(z,t) = Znyil—(? Z sin (?) sin(f,) cos(w, t) .

n
a=

Ejemplo 2. El segundo ejemplo que consideramos tiene como condiciones ini-
ciales

y;(0) =0 Vj#5,6; ys(0) =y6(0); 9;(0) =0 Vj.

El movimiento resultante estd representado en la figura [ (pagina BJ); las
indicaciones anteriores relativas a la figura [[8 también se aplican a la figura A
En cuanto a y(z,t), tenemos ahora

(1) = Znyi(? S sin (7)) (sin(56a) + sin(66,) cos(wa 1)

a=1
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75?7

]

Kl

Figura 18: Cuerda discreta, ejemplo 1.
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Figura 19: Cuerda discreta, ejemplo 2.
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5. Comentario general

Teniendo en cuenta la importancia de gran parte de los conceptos abordados
en este tema, merece la pena reflexionar sobre varios aspectos. Nuestro objetivo
ha sido en todo momento estudiar la evoluciéon de sistemas alrededor del equi-
librio. En el estudio de un sistema con un tnico grado de libertad, la soluciéon
al problema no presenta gran dificultad, ya sea en la descripcion més sencilla
del sistema (libre y sin amortiguamiento) o en un escenario més elaborado (en
presencia de amortiguamiento y fuerzas externas). Al pasar a considerar un sis-
tema con n > 1 grados de libertad acoplados, la situacién cambia, en principio,
de forma notable: no somos capaces de resolver directamente la evolucién de
cada grado de libertad. Como hemos analizado, la solucién pasa por resolver un
problema de dlgebra frecuente: diagonalizar una matriz. Con esa diagonalizacién
obtenemos lo que hemos denominado frecuencias propias y modos normales del
sistema. Pese a la aparente banalidad del concepto, tiene una interpretacién
profunda. Hemos sido capaces de reformular un problema con n grados de liber-
tad acoplados como un problema con n grados de libertad, en el que cada uno
de ellos evoluciona de forma independiente. Matematicamente un modo normal
no es mas que un vector propio de una matriz que describe la dindmica de un
sistema. Desde un punto de vista fisico un modo normal es un estado colectivo
del sistema. No es el estado de cualquiera de los grados de libertad originales, es
un estado particular del conjunto de todos ellos. Su evolucion es la de un simple
oscilador arménico (en su caso amortiguado y/o forzado). Un procedimiento en
principio sencillo como plantear un problema de dlgebra y resolver ecuaciones de
movimiento desacopladas para los modos normales resultantes, permite resolver
completamente la evolucién del sistema.

Miguel Nebot Oscilaciones acopladas



OSCILACIONES Y ONDAS 3.61

6. Animaciones

A continuacién la lista de animaciones que ilustran distintos aspectos de los
apartados anteriores.

= Dos osciladores acoplados, modos normales.

e TO3_DosOsciladores_ModoSimetrico.avi
o TO3_DosOsciladores_ModoAntisimetrico.avi
e TO3_DosOsciladores_ModoSimetrico_Amortiguado.avi

e TO3_DosOsciladores_ModoAntisimetrico_Amortiguado.avi

Dos osciladores acoplados, ejemplos.

e TO3_DosOsciladores_Ejemplo0Ol.avi
e TO3_DosOsciladores_Ejemplo02.avi
e TO3_DosOsciladores_EjemploOl_Amortiguado.avi
e TO3_DosOsciladores_Ejemplo02_Amortiguado.avi

Acoplamiento débil de dos osciladores.

e TO3_DosOsciladores_AcoplamientoDebil.avi

Dos osciladores acoplados forzados, ejemplos.

e TO3_DosOsciladores_ForzadoOl.avi
e TO3_DosOsciladores_Forzado02.avi
e TO3_DosOsciladores_Forzado03.avi

e TO3_DosOsciladores_ForzadoO4.avi

Molécula lineal triatémica, modos normales.

e TO3_Molecula_Modo2.avi
e TO3_Molecula_Modo3.avi

Molécula lineal triatémica, ejemplos.

e TO3_Molecula_EjemploOl.avi
e TO3_Molecula_Ejemplo0O2.avi

Cuerda discreta (n = 10), modos normales.

e TO3_CuerdaDiscreta_Modo_01.avi
e TO3_CuerdaDiscreta_Modo_02.avi
e TO3_CuerdaDiscreta_Modo_03.avi
e TO3_CuerdaDiscreta_Modo_04.avi
e TO3_CuerdaDiscreta_Modo_05.avi
e TO3_CuerdaDiscreta_Modo_06.avi

e TO3_CuerdaDiscreta_Modo_07.avi
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o TO3_CuerdaDiscreta_Modo_08.avi
e TO3_CuerdaDiscreta_Modo_09.avi

e TO3_CuerdaDiscreta_Modo_10.avi
» Cuerda discreta (n = 10), ejemplos.

e TO3_CuerdaDiscreta_EjemploOl.avi
e TO3_CuerdaDiscreta_EjemploOl_Amortiguada.avi
e TO3_CuerdaDiscreta_Ejemplo02.avi
e TO3_CuerdaDiscreta_Ejemplo02_Amortiguada.avi

s Cuerda discreta (n = 10), ejemplos de oscilaciones forzadas.

e TO3_CuerdaDiscreta_ForzadaModoO1.avi
e TO3_CuerdaDiscreta_ForzadaModo0O5.avi
e TO3_CuerdaDiscreta_ForzadaModol0.avi
e TO3_CuerdaDiscreta_ForzadaAltaFrecuencia.avi

La lista de animaciones correspondientes al apéndice[Blse encuentra en el propio
apéndice.

Claves del tema

= Ecuaciones de movimiento acopladas.
= Diagonalizacién y ecuaciones de movimiento desacopladas.

= Modos normales de un sistema.
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A. * Cuerda discreta, ortonormalidad de los vec-
tores propios

En este apéndice comprobamos la ortogonalidad de los vectores propios de

W en ec. ([ZI)),
sin 0
sin(26;)
U5 = Nj } ,

sin(nd;)
con Nj las constantes de normalizacién a determinar. Ortonormalidad de los ¥;
significa ¥ - U = d;x. Calculemos ¥} - Uy, con j # k:

n
U5 - U Z sin(a 6;) sin(a 6y) .

Empleando la identidad

. . 1
sinp sing = 5(005(19 —q) —cos(p+q)) ,

reescribimos

T Oy = NN > " cos(a(0; — 0x)) — Y _ cos(al(0; + Ox))

2
a=1

(144)

Veamos ahora cémo calcular estas sumas. En primer lugar,

Z cos(ad) = cosd + cos(26) + ... + cos(nd) = Re

a=1

5]

Definimos S5 = €% + ¢ + ... + ¢ con lo que

S5 = P44 4
eT0Gs = 140 4. . el

Restando ambas relaciones,
"1 =(1-e)S;.
Multiplicamos ahora por 1 — e*® para obtener
e tnHd B ] — (2 — ¥ — 7)) S5 = 2(1 — cos)Ss
y ya estamos en condiciones de tomar la parte real
cos(nd) — cos((n +1)d) + cosd — 1 = 2(1 — cos §)Re[Ss] ,
de donde llegamos al resultado para las sumas que nos interesan,

_cos(nd) —cos((n+1)§) 1
Re[S5] = 2(1 — cos ) 2
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Tendremos por tanto

- _cos(n(0; £0;)) —cos((n+1)(0; £6;)) 1
ZCOS(CL(ej +01)) = Z(iC —cos(0; £ 6x)) - 2"

Con 0, n+1,

cos((n+ 1)(8; % 61)) = cos((j £ k)m) = (~1)7EF = (<1 = (=17

Por otra parte,

cos(n(f; £ 0;)) = cos ((n +1-— 1)M> _

n+1

- B
cos <(] k)m ]

(i (GERTN (G ER)TY
cos((j £ k)m) cos (TH) + sin((j £ k)m) sin (TH) =
(~1)7%n 0

(—=1)7%F cos(0; + 0y,) .
Con estos dos tdltimos resultados parciales,

- —1)7Ek cos(8. _(_1)i*k ‘
> cos(a(0;£6;)) = ) 2(50_(355?2952 Gk)() 2 —% = —% (1+ (=1)7=F)

y podemos regresar a

NNk |1 1k 4 L
9 |:_2(1+( 1) )+2

—

Vj -V =

(1+(-1y"F)| =0.

Los vectores U; son ortogonales. Veamos ahora la normalizacién adecuada. Re-
gresando al inicio,

n

n 1
T = N2 sin®(ab;) = 3 > [1—cos(2a )] =
a=1

a=1

no 1 _ n 1 cos(2nb;) —cos(2(n+1)46;)
Nf{?‘igcosmaj)}_NJ‘Q{§+Z_ 4(1 — cos(26;)) } '
(145)

Ahora bien,
cos(2(n+1)0;) =1,
cos(2nd;) = cos(2(n + 1)8;) cos(26;) + sin(2(n + 1)60;) sin(260;) = cos(26;) ,

con lo que
n 1 cos(2nb;) —cos(2(n+1)0;) n+1

2 4 4(1 — cos(26;)) 2

y la normalizacion de los estados es

S o aAr2
U - U = N
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Con N; = % los vectores propios debidamente ortonormales son
sin 0j
2 sin(26;)
v, = . 146
sin(nd;)
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B. * Degeneracién y simetria

La simetria constituye uno de los ingredientes principales de la fisica mo-
derna. En este apartado nos apartamos en parte de la linea principal de este
tema, las oscilaciones acopladas, para ilustrar como recurriendo a la simetria
de un sistema y a la forma en que se manifiesta en términos de los elementos
desarrollados hasta ahora — ecuaciones de movimiento, modos normales —, pode-
mos resolver completamente el movimiento del mismo. En el siguiente apartado,
Bl introducimos el sistema a estudiar: no involucra aparentemente nada que
no aparezca en las secciones anteriores. En el apartado aplicamos de hecho
los métodos ya conocidos a la resolucién “estdndar” de las ecuaciones de movi-
miento del sistema. En el apartado retomamos el problema desde el inicio
desde otra perspectiva, el uso de la simetria.

B.1. Planteamiento

El sistema que vamos a estudiar es el de la figuraBll que tiene las siguientes
caracteristicas.

= Cuatro masas puntuales m idénticas que tan solo se pueden mover a lo
largo de dos ejes ortogonales con un punto comin O (el sistema es plano).

» Cada masa estd conectada con las dos masas mas cercanas mediante sen-
dos muelles ideales de constante de recuperacién k y longitud v/2¢ en
equilibrio.

= Cada masa estd conectada al punto O mediante otro muelle ideal de idénti-
ca constante de recuperacién k y longitud ¢ en equilibrio.

<

P.E.E. 00009,

A'S'8'8'8'8'8'8°8 Y

(a) En equilibrio. (b) Perturbado.

Figura 20: El sistema analizado.

Etiquetamos cada masa con un indice j = 1,2, 3,4, segtin indica la figura. El
sistema tiene cuatro grados de libertad. Describimos el sistema en términos de
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los desplazamientos z; alrededor de la posicién de equilibrio (z; es el desplaza-
miento de la masa ¢ a lo largo del correspondiente eje, x; > 0 cuando la masa se
aleja de O). Al perturbar el sistema alrededor del equilibrio, la energia cinética
del sistema es la energia cinética de las masas,

1. . . .
T = §m($% + @2+ 224 37) . (147)
La energia potencial del sistema es la acumulada en los muelles. La correspon-
diente a los muelles que conectan las masas con O es

1
§k(x% + 2%+ ai+ad) . (148)

Veamos ahora cudl es la energia potencial asociada a los muelles que conectan
las masas entre si. Tomemos por ejemplo el muelle que conecta las masas 1 y
2. En reposo tiene longitud y/2¢. Con desplazamientos z; y x5 de las masas, su
longitud es

V1) + (L + 32)2

con lo que su estiramiento o contraccién es

Agzy =Vl +z1)2+ (0 +22)2 — V20 . (149)

Desarrollamos la raiz al orden més bajo en x1 y xo,

VIt )2+ (04 22)2 = \/2624—26(3:1—}—3;2)4—33%4—3:%:

xr1 + o x% + x%
202 (1 =
\/ ( M ETE

lz; 4+ 29 T1 + T2 2
20(1+ = ) =2 ) ...
\/—€< ty—p— Tt ) V20 + 7% +0O(a?) +

de modo que
xr1 + X2

V2
La correspondiente energia potencial, al orden mas bajo en los desplazamientos,

es %kA%lQ) = %(xl + 2)2. Por tanto la energia potencial asociada a los muelles
que conectan las masas entre si es

Agg) = (150)

k
1 ((xl + !Eg)Q + (2 + !E3)2 + (x3 + !E4)2 + (x4 + $1)2) . (151)
La energia potencial es por tanto
1 2 2 2 2
YV = §k (23:1 + 225 + 223 + 225 + 122 + T2x3 + T3x4 + x4a:1) . (152)
La lagrangiana del sistema es . = 7 — ¥/,
1 .2 .2 .2 .2
Z = §m(a:1 + &5 + &5 + 43)

1
— 516 (23:% + 23:% + 23:§ + 2xi + x179 + T2w3 + T3T4 + 334331) . (153)
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d 0L 0L

Las ecuaciones de movimiento T — 52 = 0son
{fl 4 1 0 1 T 0
- L = To k 1 41 0 2| [0
T+Wi=0 & iy +2m 0 1 4 1 2 = o (154)
i‘4 1 01 4 Xrq 0

B.2. Solucion

La matriz W en ec. [I2d)) es simétrica. Procedemos como ya es habitual:
obtenemos las frecuencias propias w? calculando las raices del polinomio carac-
teristico det(W — w?1). Con w? = \ L

2m’
) 41— 1 0 1
2m ) 1 4-A 1 0
(7) det(W—w1) = 1 4-x 1 |°
1 0 14—
41— 1 0 11 1 4-x 1
A=N] 1 4-x 1 |—Jo4-=x 1 [—j0o 1 4-i=
0 1 4-A 1 1 4-A 1 o 1

A=N?[A=N)=1] (A== [d=N?—-1]-1-1-(4—-N?+1
=@A-N" =44 -2 =l - N (4-N2—4)=Ul-N*6-N2-)N).

(155)
Las frecuencias propias son por tanto
k k k
2 2 2
wi=—,wy;=2—, w3 =3—.
oo 72 m’ 3 m

Nétese que w3 tiene multiplicidad 2, mientras w? y w? tienen multiplicidad 1.
Obtenemos los correspondientes vectores propios resolviendo (W — w?—l)ﬁj =0.

Para w?, (W — w?1)7; =0 es

21 01 V11 2011 + V12 + V14 0
i 1 2 1 0 V12 o i v11 + 27}12 + V13 _ 0 (156)
2m [0 1 2 1| |wviz]  2m [vie+2viz+wvia] [0 7
1 01 2/ \vis v11 + V13 + 2014 0
con lo que el vector propio (normalizado) es
1
. 11-1
v = 5 1
—1
Para w2, (W — w21)7, = 0 es
01 0 1 V21 V22 + V24 0
i 1 01 0 Va2 | i Vo1 + V23 | 0 (157)
2m {0 1 0 1 vag | 2m |vaatwvaa | O] 7
1 0 1 0/ \vog Va1 + V23 0
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con lo que, siendo w? de multiplicidad 2, , el subespacio propio es

«

g
—Q

-

Podemos, por ejemplo, escoger la base, adecuadamente normalizada,

0
1 1
sy _ 1 [0 5 — (1)

Nétese que la libertad para elegir la base en el subespacio propio asociado a w3

nos permite elegir libremente otra base, como por ejemplo

1 1
1 _
gV L1 @ 1

1
B 7 R

Para w3, (W — w31)d3 = 0 es

-2 1 1 V31 —2v31 + V32 + Vag 0
i 1 -2 1 0 vz | i V31 — 2U32 + Us3 0
2m | 0 1 -2 1 vsz | 2m | vs2—2usz+wsa | |O0]
1 0 1 —2 V34 v31 + v33 — 2034 0
(158)
con lo que el vector propio (normalizado) es

1
. 111
V3 = 5 1
1

Para los dos modos normales asociados a la segunda frecuencia propia tene-
mos
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Finalmente, el modo asociado a w?:
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Con lo anterior, la matriz (ortogonal) del cambio de base que diagonaliza
W,

w? 0 0 0
0 w3 0 O
UWUT = Wp = 0 “62 W2 ool (159)
0 0 0 w3
es (escogiendo 17%” y 27§2) para el subespacio asociado a w3)
1 -1 1 -1
_1fv2z 0o —v2 o
V=30 v 0 vz (160)
1 1 1 1
Las soluciones Z(t) (ec. (Bl)) son
ri(t) = M cos(w1 t) + £1(0) ;iS(O) Sin((;il t)
+ 21(0) 4+ 22(0) 1‘ x3(0) + z4(0) cos(ws t) + %1(0) + 22(0) Zig(O) + 24(0) Sin((;f t)
+ 21(0) — x2(0) 1— x3(0) — x4(0) cos(ws t) + #1(0) — #2(0) Ixs(ﬂ) — 24(0) sinfdwg t) 7
(161)
z2(t) = M cos(w1 t) + &2(0) ;i4(0) Sin((;il t)
4 21(0) +22(0) : 23(0) +24(0) (wat) + @1(0) + i2(0) 1— i3(0) + £4(0) sinfdw 0
—+ x2(0) — z1(0) 1— z4(0) — 23(0) cos(ws £) + %2(0) — £1(0) 1—564(0) — x3(0) sinf:;; t) 7
(162)
z3(t) = M cos(wi t) + £:(0) gil(o) Sin((;il t)
N 21(0) + z2(0) : x3(0) + z4(0) cos(wat) + #1(0) + 22(0) 1— @3(0) + @4(0) sinfdw 0
n 21(0) — z2(0) 1— x3(0) — 24(0) cos(ws t) + %1(0) — 22(0) 1_353(()) — 34(0) Sin((::‘ D) |
(163)
z4(t) = M cos(w1 t) + £4(0) ;iQ(O) Sinf:il t)
n 21(0) 4+ z2(0) l— z3(0) + z4(0) cos(ws t) + %1(0) + 22(0) Ixs(o) + 34(0) Sinf:‘f D)
+ 22(0) — x1(0) 1‘ x4(0) — x3(0) cos(ws t) + #2(0) — #1(0) 1—@;(0) — 13(0) sin((jgg t) -
(164)

Hemos resuelto el movimiento del sistema empleando los métodos habituales.
Veamos ahora otro enfoque.

Miguel Nebot Oscilaciones acopladas



3.72 OSCILACIONES Y ONDAS

B.3. Simetria

El sistema considerado posee un alto grado de simetria: si observamos el sis-
tema (figura 20), la lagrangiana .Z o las ecuaciones de movimiento, no es dificil
convencerse de ello. En este apartado analizamos el sistema a partir de sus si-
metrias (i.e. olvidamos completamente que ya hemos resuelto completamente
la trayectoria del sistema en el apartado anterior). Empezamos obteniendo las
simetrias presentes y viendo que dan lugar a una estructura algebraica bien co-
nocida, un grupo. Analizando su accién sobre los grados de libertad x;, vamos a
obtener los modos normales del sistema, y por tanto las soluciones. Adicional-
mente, utilizaremos estos resultados para resolver sin dificultad la dindmica de
varios sistemas semejantes al estudiado.

B.3.1. Simetrias del sistema

Empezamos recordando la lagrangiana en ec. ([[23)
1
L = im(x'% + 43 + 43 + 47)
1 2 2 2 2
_ 5]c (23:1 + 225 + 225 + 225 + X172 + Toxs + T3T4 + x4m1) , @
y las ecuaciones de movimiento en ec. (B4,

. k
T+ %(4951 —|—x2—|—x4) =0,
. k
Fo + %(4962—1-961 +z3) =0,
. k
Fg + %(49634-962—1—954) =0,

. k
x4+%(4x4+x1+x3):0, (UE)

;,Qué ocurre si intercambiamos simultdneamente x1 — x3 y 3 — x17 La la-
grangiana es invariante, i.e.

g(xg,xg,$1,Z‘4,i‘3,j§2,j§1,i‘4) = g(l‘l,l‘g,33‘3,33‘4,3.31,%.2,3.33,3.3‘4),

mientras las ecuaciones de movimiento cambian a,
k

i+ (4o + 22+ 24) =0 iy + o= (dwg 4+ 32+ 34) = 0
ff2+ﬂ(4x2+x1 +x3)=0 . 9'&2—1—%(4952—1—961 +x3)=0
34 5-(4w3 + a2 +24) =0 B4 54wy +axe+ag) =0 7
9'&4—1—%(4954—1—961 +x3)=0 9'&4—1—%(4954—1—961 +x3)=0

i.e. se intercambia el orden de la primera y la tercera, pero las ecuaciones son
idénticas. La transformacion { 755> } es una simetria del sistema. Corresponde
a intercambiar los grados de libertad x; y x3, o sencillamente los indices 1 y
3 con los que hemos etiquetado los grados de libertad x;. No es méds que una
permutacién (de hecho una trasposicién) de los indices 1y 3, el ciclo (13); los

indices 2 y 4 permanecen inalterados. La transformacién completa es

x1 €r3
T2 H)
= ?
z3 x1
T4 T4
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i.e., ademas de (13) tenemos los ciclos triviales (2) y (4), pero como es habitual,
en lugar de escribir (13)(2)(4) al completo, escribimos sencillamente (13). La
identidad, también simetria (trivial) del sistema, es e = (1)(2)(3)(4). No son las
unicas. No es dificil comprobar (por inspeccién y/o combinando reiteradamente
las que vayamos descubriendo) que las siguientes permutaciones también son
simetrias del sistema:

{(24), (13)(24), (12)(34), (14)(23), (1234), (1432)} .

Tenemos por tanto un conjunto de transformaciones que son simetrias del siste-
ma, y que corresponden a permutaciones de los indices de los grados de libertad.
Son

(e, (13), (24), (13)(24), (12)(34), (14)(23), (1234), (1432)} .

Ahora bien, este conjunto de transformaciones tiene una estructura: estas per-
mutaciones, con el producto habitual de las mismas, forman un grupo. Es decir,
cumplen las siguientes propiedades: el producto de dos elementos también per-
tenece al conjunto, el producto es asociativo —i.e. a-(b-¢) = (a-b) - ¢ —, existe
un elemento neutro — la identidad —, y todo elemento tiene inverso. Desde un
punto de vista fisico resulta completamente natural que las simetrias del siste-
ma tengan, como estructura, la de un grupo. El cuadro [l recoge la estructura
completa de nuestro grupo.

| e [ (a3 | (29 [03)29]02)(34) [ (4)(23) ] (1234) | (1432) |
(13) e (13)(24) | (24) (1234) | (1432) [ (12)(34) | (14)(23)
(24) (13)(24) e (13) (1432) | (1234) | (14)(23) | (12)(34)
(13)(24) (24) (13) e (14)(23) | (12)(34) | (1432) | (1234)
(12)(34) || (1432) | (1234) | (14)(23) e (13)(24) | (24) (13)
(14)(23) || (1234) | (1432) | (12)(34) | (13)(24) e (13) (24)
(1234) || (14)(23) | (12)(34) | (1432) (13) (24) | (13)(24) e
(1432) || (12)(34) | (14)(23) | (1234) (24) (13) e (13)(24)

Cuadro 1: Tabla de composicién: en la posicién ij figura el producto del elemento
i por el elemento j (calculando de derecha a izquierda) con los elementos 4, j
ordenados segun la primera fila o la primera columna.

Este grupo tiene nombre: Dy, el grupo diédrico 4. No es més que el conjunto
de simetrias de un cuadrado segtin ilustra la figura 211 (p4gina [74).

Ya conocemos las simetrias del sistema; nos interesa, no obstante, lo que
ocurre con los grados de libertad z;. El primer paso es detallar la accién de las
simetrias sobre el espacio de los grados de libertad x;: bastara asociar a cada
elemento g € Dy una matriz D[g] que realice la accién de la correspondien-
te permutacién de indices sobre el vector Z. Por ejemplo, al elemento (13) le
corresponderd la siguiente matriz D[(13)],

0010 00 1 0\ /n s
0100 010 0| N
Dlas] =] o o of puestoaue (o o o o= |0
000 1 000 1) \ay Z4

Escribiremos explicitamente el resto de matrices cuando sea necesario.
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(13)(24)

(12)(34)

(14)(23) (1234)

Figura 21: Permutaciones y Dy.

Dado g € Dy, las ecuaciones de movimiento de los grados de libertad trans-
formados por Dlg], es decir, las ecuaciones de movimiento de D[g] Z, son

D[g]Z+ W D[g]Z=0.

Ahora bien, hemos visto al inicio de esta seccién para (13) en particular, y es
cierto para todas las transformaciones del grupo, que aplicando la transforma-
ci6n Dlg] a &+ WZ = 0, lo que conseguimos es reordenar las ecuaciones de
movimiento segin g y tenemos sencillamente

D[g](£+WZ) =0, — D[g]Z+D[g]WZ=0.

Comparando ambas obtenemos algo interesante, W D[g] = D[g] W; W con-
muta con la matriz que representa cualquiera de las simetrias de la tabla [
Trivialmente,

W Dlg] = D[g]W & D[g]WD[g] ' =W, VgeDy.

Matemdticamente, que el sistema estudiado sea simétrico bajo transformaciones
de Dy, significa que W conmuta con todas las D[g], que representan las transfor-
maciones de Dy actuando en el espacio (vectorial) de los grados de libertad del
sistema; podemos decir, equivalentemente, que al transformar W con cualquier
Dlg], i.e. W — D[g] W D[g]~!, W es invariante. ;Qué tiene de especial el que
W y Dlg] conmuten? Contestar esta pregunta requiere una pequena excursién
algebraica que no es particular de nuestro problema: consideremos dos matrices
Ay B que conmutan, AB = B A. Si ¥ es un vector propio de A asociado al
valor propio «,
AT =at.

Tenemos entonces B AvY = B av, que no es mas que
ABU=aB7 ie. A(BV)=«a(B7). (165)

Leamos la ecuacion ec. [[6H) con detenimiento. Si ¢ es propio de A asociado al
valor propio «, entonces Bv también lo es: BU pertenece al mismo subespacio
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propio de A que v. Si ¥ es propio de A con multiplicidad 1, entonces, necesa-
riamente, BU x v, i.e., BU = (v, con lo que ¥ es también propio de B. Si en
cambio ¥ es propio de A con multiplicidad mayor que 1, B transforma ¢ en otro
vector del mismo subespacio propio de A: es posible realizar un cambio de base
que afecta tan solo a ese subespacio propio, con el cual ¥ — ¥’ de modo que o’
sea propio de B también. Esta pequena discusién nos permite concluir que, si
A y B conmutan, entonces es posible encontrar una base de vectores que son
propios tanto de A como de B. Si no hay valores propios degenerados, el resul-
tado es inmediato; en caso de existir degeneracion en alguno de los subespacios
propios, requerird una eleccién adecuada de base en esos subespacios. Regresan-
do a nuestro problema, jen qué medida nos es tutil lo anterior? Puesto que para
cualquier g € Dy tenemos D[g] W = W D[g], podemos escoger un elemento
g € Dy y diagonalizar simultdneamente D[g] y W. Ahora bien, si D[g] tiene
valores propios degenerados, lo que de entrada conseguiremos serd diagonalizar
W por blogues (reduciendo el problema a la diagonalizacién de una matriz me-
nor), aunque avanza en la buena direccién, lo que necesitamos es diagonalizar
W completamente. La discusién anterior nos lo va a permitir: si en lugar de un
Unico elemento de D, consideramos distintos g € Dy, y encontramos vectores
propios de las D[g] con multiplicidad 1, serdn autométicamente propios de W.
Es més, si encontramos un vector propio tanto de D[g1] como de D[gs], y la
multiplicidad de los valores propios correspondientes es mayor que 1 para am-
bos, pero ese vector propio genera el tinico subespacio comun a los subespacios
propios considerados de D[g1] y D[gz], también serd propio de W (como hemos
visto, W transforma el vector propio de D[g;] en otro del mismo subespacio
y si eso ocurre también para D[gs] y tan solo tienen en comiin un espacio de
dimensién uno, entonces el vector propio también es, necesariamente, propio de
W). Analizando los subespacios propios de todas las D[g] esperamos obtener
vectores propios de W con los que diagonalizar y resolver el movimiento del
sistema. Veamos por tanto qué valores y vectores propios tienen las matrices
Dlg]. Las siguientes ecuaciones muestran las matrices D|g], los valores propios
A, sus multiplicidades dy y los vectores/espacios propios .

0 0 1 0 ai Qg
o1 o o] fa=1y L e A=-11 - | o0
D[(l?’)] - 1 0 0 0 ) {dA — 3} , U\ = a1 5 {dA — 1} , U\ = —ou 3
0 0 0 1 as 0
(166)
1 0 0 O i 0
lo 0 0 1 A=1) - | A=-1) - | o
D[(24)]_ 00 1 0 7{dA_3}7v/\_ as ) {dAzl}uv)\_ 0 )
01 0 0 Q2 —Qu
(167)
0 0 1 O (e %1 Qs
0 0 0 1 A=1 R o A=-1 R @
D=1, o o o ,{dF } Bh=la {dkzz}, = oy
01 0 O a2 —ouy
(168)
01 0 O (e %1 (0%}
1 0 0 O A=1 L «a A=-1 L -«
D[(l2)(34)] = o 0 0 1] {d)\ — 2}7 Ux = a; ) {d)\ _ 2} , UN = a43
0 0 1 O [e %) —0y
(169)
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0 0 0 1 a1 Qs
~lo o 10 A=1) . | A=-1 . | as
D[(l4)(23)]_ O 1 0 0 7{d>\_2}7 A= a9 I {dA:2}7 A= —au I
1 0 0 O a1 —Q3
(170)
0 0 0 1
1 0 0 O
Di(1234)] = 010 ol
0 01 0
a1 (6%
1 I %1 A=-1 I e?
= 1 y UN — a1 ) d/\ — , Ux = Qs ’
(3] —Q2
as (o7}
)\ = i - —iOég )\ = —1 S ia4
{d)\ — 1} s U — —as ) {d)\ — 1} s UN = —oy ) (171)
iag —i0u
01 0 O
0 01 O
D[(1432)] = 00 0 1l
1 0 0 O
a1 a2
A=1 R %) A=-1 go— | T2
d)\ -1 sy U — a1 ) dA -1 s U — Qo 3
a1 —Q2
as (e %1
)\ =1 — iOé3 )\ = —1 o —iOé4
{d)\zl}7 A= —as I {d)\zl}7 A= —ou I (172)
—iqs (Je71

Conocidos los vectores y valores propios de las distintas D[g], pasamos a bus-
car la base ortonormal que nos permitird diagonalizar W. En ec. ([GH) tenemos
un primer vector (normalizado), asociado a un subespacio con dy = 1:

1
1 0
V2| -1
0

Continuamos con ec. ([[E7), que nos proporciona un segundo vector asociado a
un subespacio con dy =1,

Sl -
)
oo
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Finalmente, ec. (ICZT)) nos proporciona los dos vectores restantedt,

1

1(1 11-1
1
1

Ordenamos los vectores obtenidos de la siguiente forma,

1 1 0 1
1f-1 1 0 1 1 111
2 1 ) ﬁ _1 ) ﬁ 0 ) 2 1 )
-1 0 -1 1

y obtenemos la matriz del cambio de base U disponiéndolos por filas,

1 -1 1 -1
U_ 1[v2 0 —v2
210 V2 o0 V2|
1 1 1 1
de modo que
1 0 0 O
El10 2 0 O
T _ —
UWU" = m|[0 0 2 0
0 0 0 3
Leemos directamente las frecuencias propias wf = £, w3 = 2k y 2 = 3£,

Con esta informacién (modos normales en la matriz U y frecuencias correspon-
dientes w?) queda resuelto el problema (hemos ordenado los vectores propios
de modo que todo coincida con lo obtenido siguiendo el procedimiento habitual
del apartado [B2). Resumimos en qué modo la simetria del problema nos ha
permitido resolver su evolucién.

= Hemos identificado las simetrias del sistema, concluyendo que para cual-
quier g del conjunto, la matriz que representa su accién sobre los grados
de libertad, D[g], cumple W D[g] = D[g|W.

= Hemos analizado qué implica que se verifique esta propiedad de conmuta-
cidén: es posible obtener los vectores propios de W (i.e. los modos normales)
estudiando el problema de valores propios para las distintas D][g].

= Analizados los valores y vectores propios de las D]g], hemos construido el
cambio de base ortogonal que diagonaliza W y hemos obtenido las frecuen-
cias propias. Al margen de la invariancia de W bajo las transformaciones
DJg], no hemos resuelto el problema estudiando W' sino sus simetrias:
en otras palabras, la simetria del problema es suficiente para resolverlo
completamente.

10Pyede resultar sorprendente que tanto D[(1234)] como D[(1432)] tengan valores y vectores
propios complejos, ahora bien, mientras el resto de matrices D[g] son simétricas, ni D[(1234)]
ni D[(1432)] lo son. Son matrices normales y se diagonalizan mediante una transformacién
unitaria en lugar de mediante una transformacién ortogonal. Los vectores propios complejos
en ec. () y en ec. (TZA) son, sin embargo, propios de W, y esto nos indica que W  tiene
necesariamente un subespacio propio con multiplicidad dy > 1.
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Puede parecer que para resolver un problema que no es especialmente dificil,
en lugar de hacerlo de la forma habitual (como en el apartado [B:2), nos hemos
embarcado en un recorrido mucho méas complicado para llegar a la misma so-
lucién. Los beneficios de haber recorrido “el camino de la simetria” van més
alla de lo inmediato. Consideremos los sistemas de la figura 22 que difieren del
estudiado en varios detalles.

Figura 22: Modificaciones del sistema de la figura

= En el sistema de la ﬁgura las constantes de recuperacion de los mue-
lles que interconectan las masas son idénticas, pero diferentes a las de los
muelles que conectan las masas con el centro O (la constante adimensional
a parametriza la modificacién).

= En el sistema de la figura 22(b)l ademds de la modificacién anterior, la
constante de recuperaciéon de dos de los muelles interiores también se ha
modificado (segin indica la nueva constante adimensional b).

Para resolver estas variantes del problema, modificamos ec. ([[52), que pasa a
ser

YV = %k ((a+ 1)(27 + 23) + (a + b) (23 + 23) + a(z122 + 2223 + T324 + T421)) .

(173)
Con b genérico, ¥ corresponde al sistema de la ﬁgura con b = 1 obtenemos
el sistema de la figura (y con a = b = 1 recuperamos el sistema original).
La matriz W en & + WZ = 0 pasa a ser W (a,b) con

2(a+1) a 0 a
_k a 2(a +b) a 0
Wia,b) = 2m 0 a 2(a+1) a ' (174)
a 0 a 2(a+10)

Siguiendo el procedimiento habitual deberiamos obtener los valores propios de
W (a,b), los correspondientes vectores propios, etc, i.e. resolver de nuevo el pro-
blema desde el principio. El esfuerzo invertido en analizar de las simetrias nos
permite en cambio acercarnos rapidamente a la solucién.
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= En el primer caso, el sistema de la figura jmantiene la simetria com-
pleta del problema original! Los modos normales son por tanto los mismos
y conocemos autométicamente el cambio de base ortogonal que diagona-
liza W (a,b = 1). Lo tnico que cambia son las frecuencias propias, que
obtenemos inmediatamente calculando explicitamente la matriz (diago-
nal) en la base de los modos normales o, equivalentemente, calculando la
accién de W(a, b = 1) sobre los vectores propios. Las frecuencias propias
"on K K k
2 2 2
wi =, Wy = (1 +a)m (doble), w3 =(1 —|—2a)m ,
y la trayectoria del sistema tiene idéntica forma a la del problema original,
tan solo es necesario cambiar los valores de las frecuencias propias en

ecs. ([[EI)—(IG4).

= En el segundo caso, el sistema de la ﬁgura no mantiene la simetria
completa del problema original pero s{ mantiene una parte de la misma (un
subgrupo de Dy), la dada por {e, (13), (24), (13)(24)}. Observando ec. (IGH)
y ec. ([[87) tenemos dos modos normales

1 0
1| o 1|1
al-1] Y Bl o
0 —1

Ahora bien, la simetria ya no nos puede indicar mas: separando los subes-
pacios asociados a esos modos normales, el subespacio de dimensién 2
restante es propio de Dle], D[(13)], D[(24)] y D[(13)(24)] con multiplicidad
2. Escogiendo una base para ese subespacio,

1 0
1 10 1 11
\/5 1 3 \/i 0 )
0 1
cambiamos W (a, b) de base,

10 -1 0 2(a+1) a 0 a
110 1 0 -1| Kk a 2(a+b) a 0
V2 1 0 1 0] 2m 0 a 2(a+1) a

01 0 1 a 0 a 2(a+0)

1 0 1 0 a+1 0 0 0
1o 1 01| k| 0 a+b 0 0
V2-1 0 1 0] m| 0 0 a+1 (175)
0 -1 0 1 0 0 a a+b

Empleando la simetria del sistema modificado, hemos obtenido dos mo-
dos normales y sus correspondientes frecuencias propias. Aunque no nos
conduce a la solucién completa, si nos permite reducir el problema a uno

mucho ma4s sencillo: tan solo resta diagonalizar % ( “21 atb ) para ello (cosa
que no haremos aqui).
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B.4. Animaciones

Las siguientes animaciones ilustran los modos del sistema de la figura B y
un par de ejemplos de su evolucién, dadas unas condiciones iniciales.

» Modos normales de sistema.

e TO3_Simetria Modol.avi
e TO3_Simetria Modo2_v21.
e TO3_Simetria Modo2_v22.
e TO3_Simetria Modo2 w21.
e TO3_Simetria Modo2_ w22.
e TO3_Simetria Modo3.avi

= Ejemplos.

avi
avi
avi

avi

e TO3_Simetria Ejemplol.avi

e TO3_Simetria Ejemplo2.avi
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