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2.2 OSCILACIONES Y ONDAS

En el tema anterior estudiamos detalladamente la evolucién libre de un os-
cilador — en general, un sistema con un grado de libertad — alrededor de un
equilibrio estable. Esa situaciéon corresponde a perturbar el sistema en equi-
librio mediante unas condiciones iniciales que lo separan del mismo y dejarlo
evolucionar sin influencias externas. En este tema analizamos qué ocurre cuando
la evolucién del sistema no es libre, sobre el mismo actua una fuerza externa de
forma perdurable en el tiempo, es un oscilador forzado.

La estructura del tema es la siguiente. En el apartado [l estudiamos la ecua-
cién de movimiento cuando la fuerza externa es de tipo armoénico. Veremos que
el movimiento del sistema se describe en términos de dos contribuciones, una
correspondiente a una solucién transitoria que desaparece con el transcurso del
tiempo y una correspondiente a una solucién estacionaria que se mantiene in-
definidamente, segin detallamos en el apartado Bl Abordamos en detalle las
caracteristicas de la solucién estacionaria, en especial el fenémeno de resonan-
cia, en los apartados Bl y Bl El apartado H ilustra todo lo anterior a través de
varios ejemplos. Completamos el analisis abordando la energia del sistema en el
siguiente apartado, @l En el apartado extendemos el estudio de las oscilaciones
forzadas considerando fuerzas externas més generales, que comparten sin em-
bargo una caracteristica con el caso arménico: la periodicidad. En el apartado
nos apartamos de la linea principal para explorar alguna caracteristica de un
oscilador no lineal. Tras la excursién no lineal, regresamos en el apartado [@ al
hilo principal de la discusion ilustrando lo desarrollado con ejemplos de sistemas
fisicos forzados. Finalmente, en el apartado[[d comentamos algunas animaciones
que ilustran aspectos de los apartados anteriores.

1. Oscilador forzado: ecuacién diferencial y so-
luciones

Como primer paso en el estudio del comportamiento de un oscilador cuando
se encuentra sometido a una fuerza externa, empezamos por analizar las ecua-
ciones que describen el sistema cuando esta es de tipo arménico. Explicitamente,
consideramos la ecuaciéon de movimiento

mi+vi+kr=F cos(wpt) & |i+2li+wiz =22 cos(wpt)|. (1)

La ecuacién diferencial ya no es homogénea, tiene un término % cos(wpt) que
es funcién de t e independiente de x, una fuenteﬂ.

La solucién general x(t) de la ecuacién de movimiento se obtiene como combi-
nacién lineal de una solucién general z(;)(t) de la ecuacién diferencial homogénea
&+ 2l¢ 4+ wjz = 0y una solucién particular x,(t) de la ecuacién completa (in-
homogénea) & + 2I's + wiz = % cos(wpt): como la ecuacién sigue siendo lineal,
rige el principio de superposicion. Las soluciones de la ecuacién homogénea son
sencillamente las consideradas al estudiar el sistema amortiguado libre, y son
de tres tipos diferentes, segin los valores de I" y wy.

» Para w? > I'? (oscilaciones amortiguadas), con w; = /w3 — I'2,
zp(t) = e M [ cos(wr t) + B sin(wy t)]

1Para subrayar que wp es la frecuencia angular de la fuerza externa, i.e. no es una carac-
teristica propia del sistema, mantendremos el subindice g en los préximos apartados.
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OSCILACIONES Y ONDAS 2.3

» Para w? = I'? (amortiguamiento critico),
o (t) = (a+ B1) e Tt

» Para w? < I'? (sistema sobreamortiguado),

) (t) = e Tt ae\/F27w§t +667\/F27wgt

En cada caso, las constantes a y 0 quedaran determinadas por las condi-
ciones iniciales. Nétese que, al tener ahora un segundo término en la solucién
x(t), el correspondiente a la solucién particular xp,(t), las constantes a y 3 no
van a tener los valores, en funcién de las condiciones iniciales {z(0),£(0)}, ya
calculados en ausencia de fuerza externa: las condiciones iniciales se aplican a la
solucién completa x(t) = 2] (t) + [,)(t), cuestion que abordaremos en detalle
mas adelante.

Para obtener una solucién particular de forma sencilla, sustituimos una fun-
cién de tipo Ae™! (con Ay w constantes, A € C, w € RT) en la ecuacién
diferencial completa; si existen A y w tales que la ecuacién se cumple, bas-
tard tomar la parte real de Ae™* para tener la solucién particular deseada,
cosa que demostramos a continuacién:

si zc(t) = Ae™?, Relzc] = Re[A] Re[e™!] — Tm[A] Im[e™]
derivando, %Re[m@] = —w Re[A] Im [ei“’t} — wIm[A]Re [ei“’t} 7

ahora bien, Re [sz—f} = Re [iwAeiwt] _

— wRe[A] Im[e™"] — wIm[A] Re[e™"] = %Re[x@] )
con lo que derivar z¢(t) = Ae™! con respecto al tiempo y tomar la parte real
de z¢(t) son operaciones que conmutan (se puede demostrar de forma andlo-
ga la misma propiedad para la parte imaginaria). Ahora bien, si mantenemos
una fuente real % cos(wpt), no conseguiremos una solucién satisfactoria: ex-
tendemos también la fuerza al campo complejo de modo que tenga la parte
real deseada, i.e. consideramos sencillamente una fuerza externa %ei“’”, pues-
to que Re[£2e™rt] = Lo cog(wpt). Una vez obtenidos los valores de A y de w
en la extensién compleja de la ecuacién diferencial, tomaremos la parte real de
xc(t) = Ae™?, solucién de nuestro problema real. Explicitamente,

F Fy .
i+2I‘a’:+w§m: -0 cos(wpt)—>ic+2fx'c+w§x(c: 20 piwrt
m m

iwt wt e — —w? Ae™?t para obtener
. F, .
A(—w? +i2Tw+wg) e! = =0 giwrt (2)
m

y sustituimos x¢ — Ae™?, ic — iw Ae

Para que la igualdad anterior se cumpla para todo ¢ (recordemos, con Ay w

constantes), es necesario que w = wp. Sustituyendo w — wp podemos eliminar

las exponenciales complejas de la ecuacién anterior y despejar A:
FO 1 _FO (w%—w2)—i2FwF

A=——

m (W —w?)+i2lwp  m (W —w2)2+ (2Twp)?

(3)
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2.4 OSCILACIONES Y ONDAS

Hemos obtenido A y w tales que z¢(t) = Ae™? es solucién de ec. @), Re[zc(t)]
es por tanto solucién de la ecuacién (). Resulta 1til expresar la amplitud A,
compleja, tanto en forma rectangular como en forma polar. Podemos leer la
forma rectangular directamente de la ec. (),

A = Re[A] + i Im[A], con
_ R wp — wi _ 5 2lwr
RelA] = 7 (W§ —wi)? + (2T wp)?’ e s (w§ — wh)? + (2L wr)?

Para expresarla en forma polar,

A=ae ™, con a=[A y d=—argA,

F 1 2
== , § =tan"? {%} . (5)
m \/ w — uj (2pr) Wy — wWp

Esto nos permite escribir dos formas equivalentes de la soluciéon particular
Z[p] (t) =Re [.A ewr t},

zp(t) = Re[A]Re[e’“" '] — Im[A]Im[e"“" 1] |
_ By (w§ — wE)cos(wr t) + 2T w sin(wr t)
B TR % 5. E S 0
rp(t) = Re [a ei(“’pt_‘s)} =a cos(wpt —9),
F 1 _ 2w
) (t) = rr? \/ w = w T CTmE cos <wpt —tan~ ! {7%2) — LI:F}) (7

Desde un principio podiamos haber buscado soluciones particulares de tipo
acos(wt) + Bsin(wt) o bien de tipo acos(wt + ¢); el resultado final hubiera
sido el mismo. Al margen de estas consideraciones, nétese que las constantes
Re[A], Im[A], a y § dependen tanto de las caracteristicas del sistema (wg, m y
I 0 equivalentemente k, m y I') como de las caracteristicas de la fuerza externa
(Fo y wr).

Por completitud (y para uso posterior), escribimos también de forma explici-
ta la solucién estacionaria ) (t) cuando la dependencia arménica de la fuente
involucra sin(wgt) en lugar de cos(wgt):

F,
]J—FZI‘y—l—wgy:EOsin(wpt). )
Es
(1) = Fy (w§ —w) sin(wp t) = 2T wr cos(wr t) @)
™ (W — w3)? + (2L wr)? !

0, equivalentemente

Fy 1 , . [ o wp D
t sin | wpt — tan S E— .
y[P]( ) m \/ — WF (ZF WF) < F w(Q) — w%‘ (m)
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OSCILACIONES Y ONDAS 2.5

2. Términos transitorio y estacionario

Segun lo expuesto en el apartado anterior, la solucién completa z(t) de la
ecuacién de movimiento con una fuente — ec. ([{{l) —, tiene dos términos:

z(t) = Z[p] (t) + Z[p) (t) .

= El primero, () (t), solucién de la ecuaciéon de movimiento sin fuente, co-
rresponde a uno de los tipos de movimiento amortiguado, cuya amplitud
decrece con un factor e~*; al cabo de tiempos ¢ > I'™!, z(t) serd com-
pletamente ignorable. El término 2 (t) es el término transitorio. La forma
de x)(t) varia segiin nos encontremos en el caso amortiguado, amortigua-
do criticamente o sobreamortiguado.

» El segundo, x,(t), solucién particular de la ecuacién de movimiento con
fuente, corresponde a un movimiento oscilatorio cuya amplitud es cons-
tante, no decrece con el paso del tiempo. El término w(,(¢) es el término
estacionario. La forma de z[,(t) es independiente del caso, en cuanto al
amortiguamiento, en que nos encontremos; ademas, estd completamente
fijada, no contiene constantes que dependan de condiciones iniciales.

Para especificar la solucién completa en términos de unas condiciones iniciales
{z(0),£(0)} basta entender dos aspectos: en primer lugar, las tinicas constantes
arbitrarias que las condiciones iniciales deben fijar estdn en el término transitorio
x[p)(t); en segundo lugar constatamos que, al aplicar las condiciones iniciales a
la solucién completa, obtenemos

2(0) = ) (0) + 2 (0),  #(0) = @) (0) + &1 (0)

que reescribimos trivialmente

IE(O) — CC[p] (0) = x[h] (0), CC(O) — :t[p] (0) = :t[h] (0) .

1, Qué nos permite este par de ecuaciones? Nos permite fijar las constantes arbi-
trarias de la solucién transitoria, {2)(0), £5)(0)}, en términos de las condicio-
nes iniciales {x(0),£(0)} y de los valores iniciales de la solucidn estacionaria
{2[p)(0), 21 (0)} (puesto que, como ya hemos seiialado, la solucién estaciona-
ria ya ha quedado completamente fijada). Este par de ecuaciones nos permite
“leer” sin esfuerzo que para fijar las constantes del término transitorio basta
recuperar las expresiones correspondientes al analisis del tema anterior (oscila-
dor amortiguado en ausencia de una fuerza externa) y aplicar las sustituciones
2(0) = 741(0) = 2(0) — 2131(0) y #(0) = 3 (0) = £(0) — ity (0) con

op(0) = L w6 i
PR (@B - W)+ (2T wp)?
. - FO 2F w%
1 (0) = m (w§ —w%)?+ (2l wp)? ®)
Equivalentemente
zp(0) = acosd,
2 (0) = awpsing, 9)
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2.6 OSCILACIONES Y ONDAS

con a y ¢ dadas por ec. (). Escribimos explicitamente cada uno de los casos
(empleando las expresiones de x,)(0) y ;) (0) con la dependencia explicita en
las constantes del sistema).

» Para w? > I'? (oscilaciones amortiguadas), con w; = /w3 — I'2,

Tt Fo w§ — wi
z(t) =e {x(O) T (W2 —w2)2+ E;P wr)?
FQ l"(wg + w%)
T m W= wB) + @er)?
Fy [(wg —w?) cos(wrt) + 2T wp sin(wp t)
[ (w§ —wk)? + (2T wp)?

] cos(wy t)+

] sin(wy t)+

| o
o equivalentemente
z(t) = e T [2(0) — a cos§] cos(wy t)+
e Tt wil [#(0) + T 2(0) — a (I cos 6 + wp sin 6)] sin(wi £)+

a cos(wpt—20). (11)

» Para wi = I'? (amortiguamiento critico),

t F “
wt) =e" [“”(m o (wg - w%f)? + fﬂ WF)Q]
seTt {x(O) +Tz(0) — % @2 1;((:;) —:L?glzwp) ]

Fy [(wg —w?) cos(wpt) + 2T wp sin(wr t)
m

(@7 — W2 T (L wp)? } (12)

o equivalentemente

z(t) =e Tt [2(0) — a cos d] +
te " [£(0) + Tx(0) — a (T cosd + wp sind)] +
a cos(wpt—17). (13)

» Para w3 < I'? (sistema sobreamortiguado),

Tt 2_ 2
x(t) = € eVI-wit {x(O) _ B e } +

2 m (wg —w%)? + (2l wr)?
Tt

/T [55(0) fra) - B Tloter) ] +

rz—w? m (w§ —w%)? + (2l wp)?

2 2
e e~V -wit {x(O) I Wy — WF ] +

m (w3 —w%)? + (2l wp)?
et [ Fy  T(w§+w}) ]
VTR (0 4 Ta(0) - 20 r +
2 —w? ©) © m (wg —w%)? + (2l wr)?
Fy [(w§ —wi) cos(wrt) + 2T w sin(wr t)
(B —wi) T (2T wr)?

m

|
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OSCILACIONES Y ONDAS 2.7

o equivalentemente

It
x(t) = eT eV =98t [2(0) — a cos 0] +
-t

e

2,/I'? — w?

eVIZ=8t [3(0) + T 2(0) — a(T’ cos§ + wp sind)] +

It
eT e VI8t [2(0) — a cos 8] +

e—Ft

N

e VI8 [3(0) + T 2(0) — a(T" cos§ + wp siné)] +

a cos(wpt—0) . (15)

3. Analisis de la solucion estacionaria I: ampli-
tud y fase, resonancia

En el apartado anterior hemos obtenido la forma de la solucién particular o
estacionaria y hemos escrito la forma completa de las soluciones de las ecuaciones
de movimiento. En este apartado analizaremos las caracteristicas del término
estacionario: tanto de la amplitud de la solucién a como de la fase ¢ (obtenidas al
expresar A en forma polar en el apartado[ll) en funcidn de la frecuencia angular
de la fuente wp. En el siguiente apartado analizaremos la solucién estacionaria
en términos de las amplitudes de los términos cos(wgt) y sin(wpt).

3.1. Amplitud y resonancia

Iniciamos el estudio de la amplitud a considerando dos limites particulares
del comportamiento de la fuente Fy cos(wpt).

Fo
mw,

= Cuando wp — 0, es inmediato observar que a — —%, constante. ;Es esto

esperable? ;Qué interpretacion fisica tiene? Cuanc(i)o wp — 0 la fuente
externa mo oscila, es constantdd. La solucién particular tampoco oscila.
Sencillamente, una fuente constante (% en este caso) desplaza la posicién
de equilibrio a z.q = mF—f% (segun podemos leer directamente de la ecuacién

de movimiento).

s Cuando wp — +00, es también inmediato observar que a — 0. ;{Qué ocu-
rre en este caso? La fuente oscila tan rapido (en comparacién con los tiem-
pos “naturales” del sistema dados por w; ly I'1) que su efecto medio en
tiempos ~ wy 1 T es nulo, tampoco hay oscilacién.

2Considerando una fuente Fy sin(wrt) no hubiéramos podido abordar este limite particular.
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2.8 OSCILACIONES Y ONDAS

Al margen de estos dos limites, para estudiar la dependencia de a con wp,

veamos qué forma tiene d‘i;';:
da
dwp o
o1 (w2 —w2)? + (2T )2]*% (2(—2wp) (W2 — w?) + 82 wp) =
m 2 0 U.)F U.)F WF WO WF U.)F -
Fi _3
2 EO [(wg —wZ)? 4 (2I‘wp)2} 2wp (w% —or? — w%) . (16)
Resolviendo di}—“F = 0 obtendremos las posiciones de los extremos locales de

a(wp). Del mismo modo podemos calcular
d*a _
dw?.
(—2) Fo 3w — wd + 2T?][(w3 — w%)? + (2T wp)?] — 6w2 (w2 — wi + 21'?)2

m [(@f — wh)? + (2P wp)?)? |
an)

que nos permitird determinar si los extremos son minimos o maximos. Segun

ec. (@), podemos tener 7% = 0 hasta para tres valores de wp, 0,w? — 2I'2, cc.

» El caso mds interesante corresponde a ws = wg —2I%: siwg > 2I'%, Jwp €

R+ tal que, como acabamos de calcular, % = 0 se anula. Ademds,
d’a Fi )
o2 = —4= 202 23/2<0'
WF lw2 =wg—2r2 m [4%(wg — I'?)]

Si w? > 2I'2, tenemos por tanto un mdzimo de la amplitud a en w2 =
0 ’ F
w? = w? — 2T, conocida como frecuencia de resonancia.

» Para wp =0,
d?a
dw?,

Fo w? — 22
m  ow§

w%:()
Si w2 > 2I'% es decir, cuando existe la frecuencia de resonancia, para

wr = 0 tenemos un minimo; en cambio, cuando wg < 2I'? (no existe
frecuencia de resonancia), para wp = 0 tenemos un mdzimo.

» Para wp — 00, a(wr) — 0, que es el minimo absoluto de a(wr).

Para mayor claridad recogemos los distintos casos posibles segiin los valores de
wi y 2
» Cuando w? < 22, la solucién estacionaria oscila con frecuencia wp y
amplitud a(wg), decreciente con wp. El sistema no presenta el fenémeno
de resonancia. La amplitud a(wp) tiene un mdzimo (global) para wp = 0
y tiende a cero para wgp — +00.

» Cuando w? > 2I'?, el sistema puede presentar el fenémeno de resonancia:
para w% = wf = wj — 2I'? la amplitud de la solucién estacionaria presenta
un mdzimo (global); también presenta un minimo local para wp = 0y
el minimo absoluto para wrp — oo0. Conviene resaltar que en este caso
wo > Wi > WR.
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OSCILACIONES Y ONDAS 2.9

La figura [0 ilustra la dependencia de la amplitud de la oscilacién estacionaria
en funcién de wg para distintos valores de I'.

Figura 1: Amplitud de la solucién estacionaria para distintos valores de I'.

Estudiemos la amplitud a para wp = wpr cuando wg > M2y wp = wr =
wg — 2?2 (i.e. en la resonancia): la amplitud de la oscilacién de la solucién
estacionaria es

a(lwr) = o ! =
B m JWf — wRP + (T wr)?
F 1
m /(w2 — (w2 — 2I2))2 + 4(w2 — 2022

F, 1 F, 1

m\JAT2(w —T2)

—— . (18
m 2Fw1 ( )

a(wr) es proporcional a la magnitud de la fuerza externa (el factor £2), y a un
factor multiplicador ﬁ que depende de las caracteristicas del sistema. ;Por
qué cuando wp ~ wr hemos hablado de resonancia? Viendo la figura [l se ob-
serva que la amplitud a(wg) puede ser grande. Ahora bien, como siempre que
en fisica se hace referencia a una magnitud “grande” o pequena, es fundamental
saber con respecto a qué. En otras palabras, a(wgr) = %ﬁ es “grande” jcon
respecto a qué? Veamos, cuando la fuerza externa es constante Fp, la posicion de

equilibrio del sistema se desplaza a me"z (segiin podemos leer en la ecuacién de
0

movimiento o recordando el limite wp — 0). Al aplicar una fuerza externa osci-
lante con frecuencia wg, Fycos(wgt), de idéntico valor maximo Fpy, la amplitud

de la oscilacién alrededor del equilibrio es a(wgr) = %21‘21' Con w? > 2I'%) se
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2.10 OSCILACIONES Y ONDAS

Fo 1 FO .
5.

cumple a(wr) = 72 5o iz

wi—2I? >0 & (wi —20?)? = wj —4A0%wWE +412% > 0
& wy > A% (wi —T?%) >0 = wi > 2l /wi — T2 = 2Tw; .

Es decir, la amplitud del movimiento forzado alrededor del equilibrio es siem-
pre mayor que el desplazamiento con respecto al mismo equilibrio alcanzable
mediante una fuerza constante (de magnitud igual al méximo de la fuerza os-
cilante considerada). Cuando wpr =~ wg, la respuesta del sistema a la fuerza
externa estd amplificada con respecto al tamano del desplazamiento tipico que
a priori cabria esperar. Ademds de la amplitud méxima y su posicién en térmi-
nos de wp, i.e. wg, es interesante caracterizar el fenémeno de la resonancia en
base a la “anchura” del maximo, es decir el intervalo de valores de wg alrededor
de wg para el cual tenemos una amplificacion significativa. ;Cémo cuantifica-
mos esta caracteristica? Adoptando un criterio arbitrario razonable: el adoptado
habitualmente en este caso es la diferencia entre las dos frecuencias, que deno-
minaremos w+ y determinaremos a continuacién, para las cuales la amplitud al
cuadrado se reduce en un factor 2 con respecto al maximo. Explicitamente,

F? 1 _a*(wr)  Fg 1
m? (wo —w+)2+ (2Mwy)2 2 m2 8[2w?

a?(ws) =

Tenemos por tanto
8T2w? = (wp — wx)? + (2T wy)?
que podemos reescribir como
wi —wi (2w —4T?) 4wy — 8T2w? = 0.
—_——
Qw%

Las raices de esta ecuacién de segundo grado en w4 son

wi=wh+ \/wjﬁ,/ — (wg — 82 wi) .
Desarrollando el argumento de la raiz cuadrada,
wh — (i — 8T202) = (wo — 20%)% — (wf — 8T2(w — T2) =
4T2W2 — 4T = (2T'wy)?

de modo que
wli=wh+2Tw .

Resulta entonces la diferencia entre los cuadrados de las frecuencias
wi —w? =4T w1 .

En términos de la diferencia entre frecuencias,

\/1+2P;‘}1 —\/1—2P§"1| . (19)
WR WR
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OSCILACIONES Y ONDAS 2.11

La figura Pl ilustra el concepto de anchura de la resonancia.
Cuando I' <« wy, tanto wi >~ wy como wr ~ wy y Nos encontramos con

wer ~Ywoxl, wy—w_ ~2I", (T < wp).

Noétese que en ese limite, I' < wy, el producto de la anchura ~ 2I" y de la altura
ﬁ de la resonancia permanece constante (22~ en concreto). Todas las

0 mwo
caracteristicas del sistema apenas estudiadas se pueden reexpresar en términos
del factor de calidad @Q = 9 del oscilador: por ejemplo, la amplitud de la

oscilacién resonante es

Fo 1
m 2" wy

Ry 1/v2

m 20wy

0 W_  wowy wr

Figura 2: Anchura de la resonancia.

3.2. Fase y resonancia

Tras el andlisis de la amplitud de la oscilacién de la solucién estacionaria,
pasamos ahora a discutir la fase 4. Sefialamos en primer lugar que la fase § es
sencillamente el desfase entre la oscilacién de la fuerza externa % cos(wpt) y la
oscilacién de la solucién estacionaria, de idéntica frecuencia angular, a cos(wpt —
9). Recordando ec. (H),

2w
tan 6 = 2L
Wy — Wr

Veamos en primer lugar los dos casos extremos, en términos de wp.

s Cuando wr — 0, tand — 0T; segiin lo analizado para la amplitud en esta
situacion, el sistema ni siquiera oscila (no tiene demasiado sentido hablar
en este caso de diferencia de fase).

= Cuando wp — +00, tenemos tand — 0.
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El anélisis de estos dos casos extremos tan solo nos indica que cuando wrp —

0,400, tand — 0. Estudiemos por tanto la variacién de § en funcién de wg.

Empleando 6 = tan™! [221“_#} y recordando que % tan ™tz = —L

wq w% 1+:E2’
do(wr) (2F(w8 —wk) — 2I‘wF(—2wF)) 1 B
dwr (w§ — wi)? 1+ (%)2
0~ YF

2 2

wj +w
or v —F . (20
@—wirt e 2
Para todo valor de wp, %‘”FF) > 0, la diferencia de fase d es una funcién
mondétona creciente de wp. Si ahora prestamos atencién al argumento de tan—!,
UJQZFj’Fz , para wp € [0;wo[, varfa de forma mondtona entre 0 y +oo, el desfase §

0 F

varfa por tanto entre 0 y 7. Para wr €|wp; +00[, el argumento varia entre —oo
y 0 (la funcién tangente es discontinua cuando su argumento es un multiplo
impar de %), con lo que el desfase ¢ varia entre § y 7. Resumiendo, en funcién
de wp, el desfase 0 recorre el intervalo [0; 7] y vale exactamente % cuando wgp =
wo, frecuencia natural de oscilacién del sistema (ni amortiguado ni forzado).
La figura Bl ilustra este aspecto. Notese que esta propiedad no depende de la
aparicion del fenémeno de resonancia. Ahora bien, cuanto mas pronunciado es
el fenémeno de resonancia, mas rapida es la transicion, en términos de wg, de
valores § ~ 0 a valores § ~ 7. Por otra parte, cabe senalar que para I' —
0, § — 0,7 (segin wp sea menor o mayor que wp), el término estacionario
estd en fase con la fuerza externa: como cabia imaginar, el amortiguamiento
es el responsable del desfase entre fuerza externa y respuesta del sistema en el
régimen estacionario.

J

mw =

w3

Figura 3: Desfase de la solucién estacionaria con respecto a la fuente para dis-
tintos valores de T'.
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4. Analisis de la solucién estacionaria II: ampli-
tudes elastica e inelastica

Hemos dedicado el apartado anterior a analizar las caracteristicas de la solu-
cién estacionaria dadas por la amplitud de la oscilacién a y por la diferencia de
fase 0 entre la oscilacién de la fuerza externa y la propia solucién estacionaria.
Otra forma (equivalente) de la solucién estacionaria es la siguiente

xp) (t) = ae cos(wr t) + a; sin(wrt) , (21)
donde
a :& wd —wi a':@ 2N wr (22)
Com (W —wi)2+ (2Twr)?2’ Y m (W —w?)2+ (2T wr)?

Por motivos que quedaran claros a continuacién, a; y a. se conocen como am-
plitud ineldstica y amplitud eldstica respectivamente. La relacién entre {a,d} y
{ac,a;} es inmediata:

a; .
a=1/a2+a?, tand = —, a.=acosd, a; =asind .
a

€

La primera caracteristica resenable al escribir la solucién estacionaria segun

ec. (1) es la separacién de un término que oscila en fase con la fuerza externa,

el término cos(wrt) y uno que oscila con un desfase § — en “cuadratura” —

con respecto a la fuerza external], sin(wgt). Si bien la informacién contenida en
ae y a; es necesariamente equivalente a la contenida en a y J, analizamos la
dependencia tanto de a, como de a; con wg.

Fo
5.
77’7.(;)0

= Amplitud a.. Para wp — 0, a. tiende a Ademss, a. > 0 para wp <
wp, se anula en wp = wq y a. < 0 para wp > wy. Para wp — o0, a. — 0.

Tiene extremos locales para i‘f; = 0; calculamos

da.  Fy —2wp [(w% —wi)? + (ZFwF)Q}

dop — m (@2 —w})? + (2lwp)?)
Fy —(wd — w}) [~Awr(wE — w}) + 8T%wp |
m (w8 - w?)? + (2Twp)?]”

Fo 2wp [(WE —w?)? — 4]

m (Wi - w?)? + (2lwp)?)?

es decir

dac  Fo2wp(w§ — 2lwy — wi)(wg + 2Two — wi)

dwp — m [(w§ — w%)? + (2Twp)?)?

Tenemos varias soluciones de ;%; = 0 dependiendo de la relacién entre

d’a.
dw%
determinar la naturaleza de los extremos locales encontrados).

wo y I' (no escribimos explicitamente aunque si la empleamos para

3Basta recordar que sin(a) = cos(a — 7/2)
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e Si wy > 2T, tenemos un minimo (local) de a. para wp = 0, un
mdzimo (global) para w% = wo(wo — 2I") y un ménimo (global) para
w% = wp(wo+2T"). Nétese que con wy > 2I" tenemos automaticamente

resonancia.

e Siwy < 2I', tenemos un mdzimo (global) para wp = 0 y un minimo
(global) para wp = wo(wy + 2I"). Nétese que con wy < 2I" podemos
tener resonancia si v2I' < wy < 2T.

La figurafi(a)ilustra la forma de a. en funcién de wp para distintos valores
de T

s Amplitud a;. Para wp — 0, a; — 0; ademds, para todo wg (positivo),

a; > 0. Cuando wp — 00, a; — 0. Calculamos jj;:
ﬂ — & o [(w(% —wi)? + (2FWF)2] _
dor M [(WE —w2)? + (2Twg)?]
F op UF [—dwr(wf —w}) + 8T%wp]|
m [(w§ — w)? + (2Twp)?)”
Fo o 3w +2(wf — 20 wf + wf
m [(W§ — w})? + (2Twr)?)

El numerador, —3 w + 2(w3 — 2I'?)w? + wg, tiene, como polinomio en w?,

dos raicetﬁ

1 1
3 {wg —2I% + 2y /wf + T4 — w3r2] 3 {wg — 2% — 2 /wd + T4 — wgrﬂ] .

Observando que el coeficiente del término cuadrético (w%)? y del término
constante wé‘ tienen distinto signo, sabemos, sin necesidad de entrar en
detalles, que las dos raices tienen signo opuesto, con lo que tenemos ne-
cesariamente una sola raiz positiva, en la que ;5; =0 (y a; alcanza un
méaximo). La figura ilustra la forma de a; en funcién de wr para

distintos valores de T".

Para completar el estudio de a;, ae, a y d, representamos, en la figurafl a; vs. a,
con wp como parametro implicito para distintos valores de I'. También podemos
“leer” la figura [l como una representacién de ae~* en el plano complejo. Cada
curva empieza con wr = 0 en el punto ( Fog ,0), cuando w? > 2I'? la resonancia

muw,
aparece antes de cruzar al semiplano a. < 0, cuando a. = 0 tenemos wr = wy

(el punto en que cada curva cruza el eje de las ordenadas) y observamos cémo,
cuando I' se hace pequeno con respecto a wg, el punto correspondiente a la
resonancia se acerca al eje ordenado.

4Reescribiendo wg +T4 - wgl"Q = (wg —-1?)2 + wgl"Q el argumento de la raiz cuadrada es
necesariamente positivo y las dos raices son necesariamente reales.
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Qe @;

)
5 ]
muwy

(a) Amplitud eldstica (b) Amplitud ineléstica

Figura 4: Amplitudes eldstica e ineldstica de la solucién estacionaria para dis-
tintos valores de I'.

a;

— wi>or? e (ac.(wg),a;(wr))
— wi < 2I?

Figura 5: Amplitud ineldstica vs. amplitud elastica de la solucién estacionaria
para distintos valores de I' con wp € [0;+00].
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Ejemplos

Habiendo estudiado las caracteristicas que determinan la solucién estacio-
naria ) (t), en este apartado ilustraremos el movimiento forzado del sistema a
través de varios ejemplos.

= En todos los ejemplos de las figuras@y [d1la frecuencia natural del oscilador,

wp, y la amplitud de la fuerza externa Fy coinciden. En todas las figuras

se ha representado la magnitud de mlz% a modo de referencia (recuérdese
0

la discusién anterior relativa a la resonancia).

El oscilador de las figuras[6(a)l [6(b)] v 6(c)| tiene un coeficiente de amorti-
guamiento I' = wy/4 de modo que, segtin hemos analizado, se puede dar el
fenémeno de resonancia. En cambio, el oscilador de las figuras
y tiene un coeficiente de amortiguamiento I' > wy/ V2, de modo que
no se puede dar el fenémeno de resonancia.

Las condiciones iniciales son idénticas en todos los casos, z(0) = 0, #(0) =
0. Se puede apreciar la presencia del término transitorio al inicio del mo-
vimiento.

La frecuencia angular de la fuerza externa, wp, se indica al pie de cada
figura. Se ilustran basicamente tres casos, wr netamente inferior a wgy en

las figuras[6(a)| y [((a)} wr ~ wo en las figuras[6(b)]y [((b) y wr netamente
superior a wg en las figuras y Cabe destacar el c

que wr no solo es cercana a wp, se ha elegido de hecho wp = \/wg — 2I'2,
frecuencia de resonancia del sistema.

Para completar el anélisis de los ejemplos en las figuras @ y [0 las figuras
y recogen la amplitud a de la solucién estacionaria en funcién de wg para
uno y otro sistema, apareciendo senalados especificamente los valores de wp
correspondientes a los casos anteriores. Tras estos ejemplos, en el proximo

Fy cos(wrt) Fy cos(wrt) Fy cos(wpt)

Figura 6: Ejemplos con I' < \“}—%

apartado pasamos a estudiar qué ocurre con la energia en el oscilador forzado.
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Fy cos(wr 1) Fy cos(wr t) Fy cos(wr t)

Figura 7: Ejemplos con I' > %

a a
Fy Iy
mud mu?
0 0@ (b‘)‘u}() © WF 0 0@ “’L’UU © wF
(a) Oscilador de la figura Bl (b) Oscilador de la figura [

Figura 8: Amplitud de la solucién estacionaria en funcién de wp.
6. Energia del oscilador forzado en el régimen

estacionario

Al estudiar la energia de un oscilador arménico simple, i.e. en ausencia de
amortiguamiento y de fuerzas externas, demostramos que la energia total del

mismo & = 7+, suma del término cinético J = %m;ic2 y del término potencial
V= %kx2, se mantenia constante. Al introducir un término de amortiguamien-
to la energia del oscilador decrecia segiin % = —4T'.7. ;Qué ocurre en el caso

de un oscilador forzado? Por una parte el término transitorio “desaparece” para
tiempos t > %, dejandonos con el término estacionario. Segin hemos visto, el
término estacionario corresponde a una oscilaciéon armoénica de amplitud a y fre-
cuencia angular wp. Inocentemente podriamos pensar, dada la similitud con el
caso de un oscilador arménico simple, que la energia se mantiene constante. Sin
embargo la situacién resulta algo mas sutil y pasamos a analizarla. La solucién
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general x(t) consta de un término transitorio zy,(t) (solucién de la ecuacion di-
ferencial homogénea) y de un término estacionario x,(t) (solucién particular de
la ecuacién diferencial inhomogénea). El término transitorio (con independencia
de encontrarnos en el caso sobreamortiguado, en el caso amortiguado critico o
en el caso del oscilador amortiguado), desaparece al evolucionar el sistema:

1
t > f = x(t) — x[p](t) .
Considerando tinicamente () (t) = a. cos(wr t) + a; sin(wr t), tendremos
o) (1) = wr (—ae sin(wr t) + a; cos(wrt)) .

;,Cémo varfa la energia &, = 3 mx'[Qp] +1k a:[Qp]? Veamos,

Aplicando la ecuacién de movimiento,
mp +krp = Fo cos(wpt) — 2'm ) ,

de modo que
déiy)
dt

;,Cudl es el origen de cada término?

= 2y Fo cos(wpt) — 2ijj[2p] .

» &y, Fp cos(wrt) corresponde a la potencia suministrada por la fuerza ex-
terna, (Fuerza)x(Velocidad),

] —2I‘m;ic[2p] corresponde a la potencia disipada a través del amortigua-
miento; —2Fma':[2p] = —4T ) (t) con T}, (t) la energia cinética en el régi-
men estacionario. Como vimos en el andlisis del caso amortiguado libre,
el amortiguamiento disipa energia a un ritmo proporcional a la energia
cinética.

Sustituyendo la expresién de oy, (1),

dé&;
# = Fywr (a; cos®(wp t) — ae cos(wp t) sin(wp t))
—2l'mw} (a7 cos*(wp t) + a?sin®(wp t) — 2a; ae cos(wp t)sin(wpt)) . (23)

gp
Podemos reescribir —, operar algebraicamente y agrupar términos a volun-

tad, el resultado fundamental con que nos encontramos permanece inamovible,
d(g’

L =£ 0, la energia del oscilador varia con el tiempo. ;Contradice esto la cons-
tanc1a de la energia con que nos encontramos al estudiar el oscilador arménico
simple? Si el movimiento es periédico ;cabria esperar que la energia no variase
con el tiempo? No, y aqui reside la sutileza de la situacion, cabe esperar que

dé&
no haya variado tras un pemodo Veamos qué ocurre cuando integramos [P] a

lo largo de un perlodo . Recordemos en primer lugar las siguientes mtegrales
bésicas
2m 2m 2m
/5{(}082(&}]«“ t) = - , /c#sinQ(wF t) = = , /Elufsin(wp t)cos(wpt) =0.
0 wF 0 wF 0
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Calculemos ahora

A&y
/dF [p) FO wWg [all

] —2me12; [az——ka?L} =
WF Wwr

WF
TFya;—m2l mwp [af +a2] . (24)

Recordando ahora las expresiones de a. y a; — ec. (22) —,

= —ox =0
dt " (wg —w2)?2 + (2T wp)? " (wE —w2)? + (2T wp)?

(25)
A lo largo de un periodo la variacién total de la energia del oscilador es nula.
El resultado era claramente esperable observando que &), siendo funcién de

/glf?}déip] B o wp F? Twp
0

sin?(wrt), cos?(wpt) y sin(wpt) cos(wrpt) es periddica; de hecho con haber con-
siderado medio periodo en lugar de un periodo completo, 3—’;, hubiéramos

I
Y wp?

cilador disipa energia continuamente por efecto del amortiguamiento, durante
parte del movimiento acumula energia de forma neta, durante parte del movi-
miento pierde energia de forma neta, con un balance global nulo. Para completar
esta pequenia discusién, observemos de nuevo ec. ([24)), en particular el primer
término del resultado final, mFya;; este término corresponde a la potencia su-
ministrada por la fuerza externa y, como vemos, tan solo depende de a;, no
depende de a.. Ese es el origen de las denominaciones amplitud eldstica a. y
amplitud ineldstica a; introducidas en el apartado anterior: el término elastico
no cambia la energia del sistema. Para mayor claridad, completamos el anélisis
empleando la otra forma (equivalente, por supuesto) de la solucién estacionaria,
z[p)(t) = acos(wpt — J). Tenemos

Tp] (t) = —wpa sin(wpt —9) ,

con lo que

1 1
S (t) = §mw% a® sin?(wpt —8) + 5 ka? cos®*(wpt —0) .

Recordando que k = mw3, podemos escribir distintas expresiones equivalentes,

1
Sy (t) = §ma2 [} sin®(wpt — 6) + wj cos®(wpt —0)] ,

1

= §ma2 (W + (Wi — wi) cos? (wpt —6)] ,
1

= 5ma2 [wg + (Wi — wi) sin®(wp t —0)] ,
1 24,2 2 _ 2

= §ma2 w0—|2—wF 420 2wF ((3052(wFt—5)—sinQ(wFt—d))] ,
1 2 2

= gma2 [W—TWF + (Wi — wF) cos(2(wpt — 5))} . (26)

que el oscilador gana y pierde energia alternativamente a lo largo de cuartos
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de periodo. Observando las ecuaciones anteriores wp = wqg resulta “especial”,
;qué ocurre cuando wrp = wy, frecuencia natural del sistema? La energia del
mismo no cambia, la potencia suministrada compensa exactamente la pérdida
instantdnea debida al amortiguamiento. Adicionalmente estas expresiones nos
permiten calcular de forma sencilla cual es el valor medio de la energia a lo largo
de un periodo, (&7,)),

27
wrp [er 1 o Wi +wi  FE wE + wh
&) = =— [dté, == - =— .
(ip1) 27r/0 = 5 me 2 4m (Wi —w?)?2+ (2l wr)?

(27)

La figura@ilustra varios aspectos del anélisis de la energia del oscilador forzado
que acabamos de desarrollar. Podriamos ahora estudiar las variaciones de (&7,))

Figura 9: Evolucion de la energia del oscilador forzado en el régimen estacionario.

en funcién wp, pero no resulta especialmente revelador y si farragoso. Tan solo
sefialamos que, cuando wy > %I‘ (equivalentemente wy < 2wi), (&},)) alcanza

un méximo enl wp = \/wo(2w1 — wo). Si wo < %F, (61p)) es méxima cuando
wr — 0. Tlustramos en cualquier caso (&,)) como funcién de wr en la figura [

7. Oscilador forzado con fuente periédica arbi-
traria

Hasta ahora hemos estudiado el comportamiento del oscilador forzado en
presencia de una fuerza externa arménica Fycos(wpt); jqué comportamiento
tiene el sistema cuando la fuerza externa no tiene una forma tan “amable”? Para
dar un primer paso en esa direccién empezaremos estudiando el comportamiento
del sistema en presencia de una fuerza externa periddica f(t). Explicitamente,

5La energfa media no es mdzima a la frecuencia de resonancia; no deberia sorprendernos
en exceso teniendo en cuenta que para wp = wpr quien es maxima es la amplitud a, pero la
energia media <é"[p]> es proporcional a a2 y a un factor wg + w%.
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(€w) |

2
4mw3

Figura 10: Energia media del oscilador forzado para distintos valores de T'.

queremos resolver z(t) cuando la ecuacién de movimiento no es ec. ([l) sino

i+ i+wie=L8] (28)

m

donde 3T € RT, el periodo de la fuerza externa, tal que f(t +71) = f(¢).
Asociaremos un frecuencia angular w = QT’T al periodo T' de la fuerza externa.
1, Qué funciones con el mismo periodo Ty particularmente sencillas conocemos?
Tanto cos(wt) como sin(wt) responden a este requisito. Es mds, si consideramos
un entero n € N arbitrario, tanto cos(nwt) como sin(nwt) son peridédicas de
periodo T (de hecho son periddicas de periodo T/n). Tenemos asi toda una

familia de funciones,
cos(nwt), sin(nwt), neN,

con periodo T'. Podemos completar este conjunto con la funcién periédica méas
simple imaginable, una funcién constante ¢, que para mayor simplicidad si cabe
escogemos igual a uno. Si dado el conjunto de funciones

{1,sin(wt),cos(wt),sin(2wt), cos(2wt),...,sin(nwt),cos(nwt),...} , (29)

pudiéramos escribir cualquier funcién periédica f(t) como una combinacién li-
neal de las mismas, nuestro problema se habria convertido en una suma de
problemas andlogos al estudiado anteriormente en que la fuerza externa era
armonica, Fy cos(wpt), Fysin(wgt). Teniendo en cuenta que la ecuacién de mo-
vimiento es lineal, obtendriamos la solucién deseada como una combinacién
lineal (una superposicidn) de las distintas soluciones. Afortunadamente seme-
jante posibilidad existe: es el desarrolld] de una funcién en un intervalo T en

6Podemos establecer una analogfa limitada entre una serie de Fourier y otra serie més
familiar, la serie de Taylor. Al considerar el desarrollo en serie de Taylor de una funcién f(z),

_ (n) .
alrededor de x = 0, escribimos f(z) = Zz‘;o :c”fT!(O); podemos leer esta serie como una
combinacién lineal de un conjunto de funciones base {1, z, x2,. .. x", .. .} cuyos coeficientes
se obtienen operando sobre la propia f(x): derivdndola; para obtener los coeficientes veremos

a continuacién qué hay que hacer con f(z).
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una serie de Fourimﬁ:

ao > y 27
f) = > + ; (an cos(nwt) + by, sin(nwt)) , con w = T (30)
Los coeficientes a,,, b, son
2 (T 2 (T
=2 /dt cos(nwt) f(1), by = = /dt sin(nwt) f(t) . (31)
T Jo T Jo

7.1. Analisis de Fourier

Para que resulte més claro el origen de las expresiones de los coeficientes a,,
y b, damos un paso atras y dedicamos esta seccién a obtener los coeficientes
del desarrollo anterior. Para ello, supongamos que f(t) se puede escribir como
una serie

fit)=ap+ g (o, cos(nwt) + By, sin(nwt)) , con w = 2% . (32)

{,Cémo obtenemos los coeficientes? Para determinar los coeficientes multiplica-
mos f(t) por las distintas funciones del conjunto base considerado (ec. [E9)) e
integramos sobre un periodoﬁ. Es decir, consideramos las siguientes integrales
(con un entero m genérico):

? = /§t1f(t),
0

? = /cTu cos(mwt) £(£) |
0
T

? = /dt sin(mwt) f(t) .

0

Si introducimos el desarrollo de f(¢) que hemos asumido, nos encontramos con
la siguiente lista de integrales a evaluar:

= Integrales con la funcién constante 1,
T
= /dtlao, (33)
0
T
7 = / dt 1 cos(nwt) | (34)
0

7?7 = /Ogtlﬁn sin(nwt) . (35)

7Esta breve introduccién al desarrollo en serie de Fourier de una funcién periédica no es
ni rigurosa ni exhaustiva, apenas pretende dar los ingredientes minimos que permitan: (1)
comprender minimamente sus fundamentos y su relevancia para el problema fisico abordado,
(2) aplicarlo a casos de complejidad moderada.

8De forma més rigurosa la integral sobre un periodo del producto de dos funciones corres-
ponde a un producto escalar en el espacio de las funciones de cuadrado integrable sobre ese
intervalo. El conjunto {1, cos(wt), sin(wt), ...} constituye entonces una base ortonormal.
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= Integrales con la funcién cos(mwt),

T
? = /dt cos(mwt) o , (36)
0
T
? = /dt cos(mwt) e, cos(nwt) , (37)
0
T
? = /dt cos(mwt) By sin(nwt) . (38)
0

= Integrales con la funcién sin(mwt),

T
?7 = /dt sin(mwt) ag (39)
0
T
? = /dt sin(mwt) By, sin(nwt) , (40)
0
T
? = /dt sin(mw t) e, cos(nwt) . (41)
0

Del conjunto anterior de integrales empezamos por las integrales inmediatas:

T
ec. @) — /dtlaozaoT,

0
T

ecs. (B4),B0) — /dt cos(nwt) =0,
0
T

ecs. B3),B0 — /dt sin(nwt) =0.
0

Para continuar con el resto de coeficientes, conviene primero recordar las si-
guientes identidades trigonométricas,

cos(A+ B) =cosA cos BFsinAsinB,

sin(A £ B) =sin A cos B £+ cos A sin B, (42)

que nos permitirdn reescribir

cos(nwt) cos(mwt) = % [cos((n + m)wt) + cos((n — m)wt)] ,

sin(nwt) sin(mwt) = % [cos((n — m)wt) — cos((n + m)wt)] ,

sin(nwt) cos(mwt) = % [sin((n +m)wt) + sin((n — m)wt)] ,
1

sin(mwt) cos(nwt) = 3 [sin((n +m)wt) —sin((n — m)wt)] .

Con ello,

T
ec. @) — /dt cos(mwt) ay, cos(nwt) =
0

o (T
7” dt [cos((n + m)wt) + cos((n — m)wt)] ,
0
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cuyo primer término es

T
=0.

% /()gt cos((n+m)wt) = {ML

(n+mw

Para el segundo término, tenemos que distinguir n # m de n = m,

S [ cos((n — myw) = | SR =mw D] _

n#m, 2/Odtcos((n m)wt)—{ (n—mw ]0—0,
r o

5 dt cos((n —m)wt) = TM T.

0 1

Am
n=m, —

Seguimos con
T
ec. B8 — /dt cos(mwt) By, sin(nwt) =
0

T
f%/ﬁ@mm+mwo+ﬁmm—mwm,
0
cuyo primer término es

_cos((n—i—m)wt)]T 0

(n+m)w

ﬂ—; /0575 sin((n + m)wt) = [

0

Para el segundo término, distinguimos de nuevo n # m de n = m,

Bn [T _ [ cos((n—m)wt) T_
n #m, 7/0dtsm((n—m)wt)—[ o mw h =0,
= —ﬂm it —m)wt) =
n=m, = /Odt sin((n Jwt) =0

0

De forma completamente andloga (basta cambiar tanto cos(mwt) sin(nwt) por
cos(nwt) sin(mwt) como [, por a,),

T
ec. @ — /dt cos(nwt) ay, sin(mwt) =0 .
0

La unica integral que falta es

T
ec. @) — /dt sin(mwt) B, sin(nwt) =
0

T
5—2” /Odt [cos((n — m)wt) — cos((n + m)wt)] .

Atendiendo al célculo apenas expuesto de la ec. (), la integral anterior es:

gmm—mwnr

(n—m)w =0,

n #m, %/Ogt cos((n —m)wt) = [

T
n=nm, ﬂ—m/dtcos((n—m)wt):ﬁ—mT.
1

0
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Recogiendo los resultados de las integrales ec. ([B3]) a ec. (@), tenemos

T
JRESORTES (43)
0
/dt cos(mwt) f(t) = am g ) (44)
T
/dt sin(mwt) f(t) = Bm g , (45)
0

de ahf las expresiones en ec. [BIl). Antes de centrarnos en la solucién del problema
fisico que nos ocupa, conviene subrayar una ultima propiedad. Considerando la
periodicidad tanto de f(t) como de las funciones base del desarrollo, el aspecto
fundamental del cédlculo de los coeficientes a,, y b, es la longitud del intervalo
de integracion T': no importa qué limites de integracién superior £ps,, € inferior
£ ppin €scojamos si fprqe — bmin = T'. Para ello demostremos que las integrales en
ec. ([BIl) son invariantes al incrementar con una misma constante ¢ los limites
de integracién inferior y superior (de forma completamente general podemos
suponer 0 < ¢ < T):

c+T c+T
= /dtcos nwt) f(t) = /dtsm nwt) f(t) .

Concretando para a,, empezamos por reescribir

c+T

ap, = dt cos(nwt) f(t) =

TJ.
—/dt cos(nwt) ()—l—;/fi:ios(nwt)f(t).

Manipulamos ahora la segunda integral utilizando primero la periodicidad de
las funciones,

c+T c+T
/dt cos(nwt) f(t) = T /dt cos(nw(t+T)) f(t+T),
T

y cambiando ahora la variable de integracién ¢ — ¢ + T', con lo que los limites
de integracion cambian a 0 y ¢,

c+T ) c
/dt cos(nw(t+T)) f(t+T) = T/dt cos(nwt) f(t) .
0

Reuniendo las expresiones anteriores,

c+T
= — /dt cos(nwt) f(t) = ;/dt cos(nwt) f(t) . (46)

De forma completamente anédloga,

c+T
== /dt sin(nwt) f(t) = ; /dt sin(nwt) f(t) . (47)
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Conviene recordar esta propiedad para simplificar el célculo de a,, y b,, cuando

f(t) sea una funcién par o impar: escogiendo ¢ = —T'/2,
T/2 T/2
= /dt cos(nwt) f(t) , = /dt sin(nwt) f(t) .
/2 T/2

Cuando f(t) sea par, tendremos inmediatamente b,, = 0; cuando f(t) sea impar,
tendremos inmediatamente a,, = 0.

7.2. Solucion en serie de Fourier

Hemos dedicado el apartado anterior a dar una visién superficial del desarro-
llo en serie de Fourier de una funcién periédica, regresemos ahora al problema
fisico que nos ha llevado a esa excursién matematica. Queriamos resolver

t
£+2F$+w§x:%. )

Hemos visto c6mo desarrollar f(¢) periédica de periodo T,

70 Z ap, cos(nwt) + by sin(nwt)) |

que nos permite reescribir ec. (25)

1

P+ twie=—|—+ E (an, cos(nwt) + by, sin(nwt))
m
n=1

Segun anticipamos, la linealidad de esta ecuacién diferencial nos permite cons-
truir la solucién general como una superposicion de las soluciones correspondien-
tes a cada una de las fuerzas externas cos(nwt), sin(nwt), n = 1,2,... (y por
supuesto de la correspondiente al término constante), ademds del término tran-
sitorio que resuelve la ecuaciéon homogénea. En el estudio del oscilador forzado
(apartados [l a[fl), encontramos las soluciones estacionarias

Fy (wg — w%) cos(wpt) + 2T wr sin(wp t)
zpp)(t) = a cos(wpt — 6) = ™ (g — w2)?2 + (2Fwp)? )

para una fuente Fp cos(wpt),

) Fy (w¢ — w?) sin(wp t) — 2T wp cos(wp t)
() = asin(wpt =0) =5 (@w§ —w%)? + (2T wr)? ’

para una fuente Fjsin(wpt).
Se puede extender este resultado sin dificultad al caso que nos ocupa:

ag 1 X ay, cos(nwt — 6,) + by, sin(nwt — 8,)
T + — ) 48
T AT PN o e )
con or
8, = tan " [%}
wy — (nw)
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Equivalentemente,
zpp)(t) = #(;g
1 & an( — (nw)?) — by, 2" nw
T T B e
(nw)?) + a, 2T nw st
+ = Z [ )2)2 + (Qan)Q :| ( t) : (49)

nl

La solucién general estacionaria involucra por tanto contribuciones corres-
pondientes a todos los arménicos necesarios para desarrollar f(¢) en serie de
Fourier (incluyendo el término constante % — que al fin y al cabo no es mas
que la fuerza promediada en un periodo — que se traduce en un desplazamiento
“neto” de la posicién de equilibrio). Gran parte del andlisis llevado a cabo en los
apartados anteriores de este capitulo se traslada al andlisis de cada uno de los
términos en xp,)(t) de las ecuaciones ([@8) y ([EJ): la dependencia de la amplitud
con la frecuencia externa, el fenémeno de resonancia o el desfase entre la fuerza
externa y la oscilacién del sistema. El estudio de la variacién de la energia no
resulta conceptualmente méas complicado que el correspondiente a una fuerza
externa armonica simple, pero si resulta mas engorroso algebraicamente; al no
aportar nuevos ingredientes de interés, queda fuera de esta discusion.

7.3. Ejemplo
7.3.1. Solucién mediante una serie de Fourier

Para ilustrar lo expuesto en los dos apartados anteriores, el anélisis del mo-
vimiento forzado con una fuerza externa periddica en términos de la descom-
posicién en serie de Fourier, desarrollamos ahora un ejemplo. Consideremos la
fuerza externaf]

4
f(t)—aﬁt(T—t), te[0;T]. (50)
Si extendemos la definicién a cualquier intervalo [nT'; (n + 1)T], n € N, segiin
4
f(t):ocﬁ(t—nT) (n+1)T—=t), tenT;(n+1)T], (51)

f(t) es periddica de periodo T, (ver figura [l f(¢) no es mas que una sucesién
de arcos parabdlicos):

t+7T € [nT;(n+1)T7, f(t—|—T)—ozzil

—(n=1T)(nT —t)=f(t), telln—1)T;nT].

t+T—nT)(n+1)T—t-T) =

Oéﬁ(t

Desarrollemos ahora f(t) en serie de Fourier,

?0 Z an cos(nwt) + by, sin(nwt)] .

9El factor a%

a multiplos impares de %, sea simplemente a.

se ha elegido de modo que el médximo de f(t), que se alcanza para t igual
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T

Figura 11: Fuerza periddica f(t), ec. (&Il).

Observando la figura [l podemos sospechar que f(t) es par, demostrémoslo:

F(~1) = a g (1) (T +1)

Empleando la periodicidad de f, desplazamos t +— t — T, con lo que

F(—t) = a e (T — 1)t = ()

T2(

y f(t) es, en efecto, par. Sin necesidad de calculo alguno, b, = 0 en el desarro-
llo de f(t). Calculemos los restantes coeficientes escogienddl] como limites de
integracion 0 y 7T'.

g (T
= — /dt cos(nwt) f(t) = a3 /dt cos(nwt) (Tt —t?) . (52)
0
Empezamos por el término cuadratico,
g (7
—C g /Odt cos(nwt) t?
Integramos por partes escogiendo

T T

Tendremos entonces

8 [ 9 8 o sin(nwt) sin(nw t)
—_—a = — —_—a - - 2 .
«o e /Odt cos(nwt)t «o 73 { [t " /d t

10N.B. Podriamos, por ejemplo, escoger un intervalo de integracién simétrico con limites
—T /2y T/2, pero en eso caso tendriamos que sustituir en cada subintervalo [-7'/2;0] y [0; T'/2]
la expresién de f(t) adecuada segun ec. &l)), es decir f(t) = —a%t(t +T) en [-T/2;0] y
fit) = a%t(T —t)en [0;T/2].
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Con wT = 27, la primera contribucién es nula y tan solo queda por calcular

g [T 9 16 [T sin(nwt)
—aﬁ/odtcos(nwt)t :aﬁldtTt,

que abordamos de nuevo por partes con

{ ( ) sin(nw t)} N U(t) — _co(séz;ét)
o(t) =t V() =1 ’
de modo que

g [T 16 cos(nwt)]” T cos(nwt)
—o— dt D2 =a—1 |- t— - dt ——~
« T3 cos(nwt) « T3 {[ ()2 ]0 +/0 ()2 ,

—ozi/Zlﬂtcos(nwt)tQ—ozE S + sin(not)]" __do
T3 Jo T8 (nw)? (nw)® |, [ w2n2’

Para completar el célculo de a,, en ec. (B2), falta el término

g [T
a— [dtt cos(nwt) .
7 [t costna)
Una vez més, integramos por partes, con

T S T B

de modo que

8 r 8 sin(nwt)]” T sin(nwt)

Esto nos deja con
4o

w2 n2

Ay — —

Veamos ahora el término constante de la serie de Fourier (no es més que el valor
medio de f(¢) en un periodo),

2 (" 8 [T s 2 #8174
=— |dtf(t) = a— dttT—t T— — — =a - .
ag T/o f(t) aT3/O( T3[ 3]0 s
El desarrollo de f(t), con@:agyan:—% es por tanto
2 4 >

La figura [[A ilustra uno a uno los primeros términos del desarrollo anterior. La
figura[[@ilustra la serie de Fourier de f(¢) truncada a un determinado orden N,
para distintos valores de V. La solucién estacionaria x,(t) de las ecuaciones de
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movimiento serd por tanto

a 4 X1 wg — (nw)?
Cmo? Z n? {(wg - (nfu)g)2 + (2T nw)

4 Z 1 {(w% — 21 nw )2} sin(nwt) (54)

5 } cos(nwt)

nw)?)? + (2T nw

La figura [[4 ilustra el resultado anterior; la figura [[3 ilustra en cambio la so-
lucién completa z(t) con condiciones iniciales x(0) = 0, ©(0) = 0. Se aprecia
claramente como se pasa del régimen inicial con un término transitorio a la so-
lucién estacionaria. A modo de comparacién, y sin entrar en mayores detalles
sobre las constantes del sistema escogidas en este ejemplo, la figura [0 muestra
una soluciéon completamente numérica de la ecuacién de movimiento dadas las
mismas condiciones iniciales. Como se puede apreciar, la solucién analitica que
hemos construido y la solucién numérica coinciden plenamente.

El método de resolucién ilustrado en este andlisis es aplicable a cualquier fun-
cién periddica f(t), ahora bien, este ejemplo es peculiar en un aspecto: la fuente
es un polinomio de segundo grado (que se repite en intervalos de tamano T).
(Podemos encontrar una solucién particular de ese mismo tipo? Sustituyendo
una funcién z(t) = co + c1t + cat? en

.. . 4o
P+l +wlie= ﬁt(T—t) ,
no es dificil obtener los valores de ¢g, ¢; y ¢ necesarios:
4o
o = ——5—
> waT?’
4o 4T
= _ T _
“ T Re ( T3 ) |
Sa 412
= —— (1 -TT — —
° ST ( % )

Parece entonces que, al menos para el ejemplo anterior, nos hemos fatigado en
vano calculando el desarrollo en serie de Fourier de la fuente cuando una mirada
atenta a la forma de la misma nos permite encontrar la solucién estacionaria
resolviendo un sencillo sistema lineal de ecuaciones. Desafortunadamente el pro-
blema no es tan sencillo. La fuente es ifp—g‘ t (T —t) para tiempos t € [0;T]; el
polinomio cg + ¢1t 4 cot? con los coeficientes anteriores resuelve la ecuacién en
el intervalo [0;T]... pero no més alld. Podriamos pensar que bastard entonces
considerar co+c1(t—T)+ca(t —T)? parat € [T; 2T, puesto que con los mismos
valores cp, ¢1 y co resolvemos la ecuacién diferencial (lo dnico que habriamos
hecho entonces habria sido “desplazar” ¢ € [T;2T] — t € [0;T] para reutili-
zar lo hecho inicialmente). Ahora bien, tenemos una dificultad, que arruina de
hecho el planteamiento: x debe ser, necesariamente, continua. En términos de
x(t) = co + c1t + cot? la continuidad requiere x(0) = z(T') para construir la so-
lucién anterior. .. pero ¢y # co + c1T + co2T? en general y nos encontramos con
la imposibilidad de construir una solucién particular exacta de forma sencilla.
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«
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SYRY

N VANV aNWANIV AN\

(a) Término 0.

(b) Término 1.

(¢) Término 2.

«

(d) Término 3.

(e) Término 4.

(f) Término 5.

Figura 12: Primeros términos del desarrollo en serie de Fourier de f(¢), ec. [&3).

(d) N = 16.

(e) N =32.

(f) N = 64.

Figura 13: Serie de Fourier de f(t), ec. (B3)), hasta el término N.
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Lyl

2a
5
3muwy

0
t

Figura 14: Solucién estacionaria xp,(t), ec. (B4), hasta el término n® 64.

2a
: ol
3muwg

0\\\\\] f

Figura 15: Solucién completa x(t), hasta el término n°® 64, z(0) = 0, ©(0) = 0.

0\\\\\] t

Figura 16: Solucién numérica z(t), z(0) = 0, £(0) = 0, a comparar con la figura

m
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7.4. * Fuente arbitraria

A lo largo de este apartado hemos estudiado cémo abordar el movimiento de
un oscilador cuando este se encuentra sometido a una fuerza externa periddica.
Obviamente no es el caso mas general que podemos imaginar. Si nos encontrara-
mos en presencia de una fuerza externa arbitraria todo lo desarrollado parece
en principio inutil. Ahora bien, podemos considerar que una fuente arbitraria
es de hecho una fuente periédica con periodo infinito. ;Permite esto resolver
el problema empleando la misma clase de desarrollo en serie? La respuesta es
si para fuentes arbitrarias que cumplan ciertos requisitos. A una periodicidad
finita 7" hemos asociado una frecuencia angular w y hemos empleado una serie
de armonicos de frecuencias nw; con una periodicidad infinita, en lugar de una
serie habrd que considerar una integral sobre un continuo de frecuencias angula-
res. El requisito fundamental que deberd cumplir la fuente es que el cédlculo del
“coeficiente” asociado a cada armoénico en ese continuo de frecuencias tenga sen-
tido; en términos de las integrales que “proyectan” los coeficientes del desarrollo,
correspondera a pedir que tengan un valor finito. Sin entrar en mayor detalle
matematico, tan solo las fuentes que sean “de cuadrado integrable” admitiran
esa clase de desarrollo. Al tratarse de un continuo de frecuencias en lugar de un
conjunto (infinito) numerable, una serie, se habla de transformada (integral) de
Fourier (en senos y cosenos). Desarrollar estos aspectos nos lleva demasiado le-
jos sin anadir mayor comprensién fisica del problema; de hecho, hemos centrado
el estudio de las oscilaciones forzadas en la solucién estacionaria, perdurable en
el tiempo, que para una fuente arbitraria no siempre existira.

8. Oscilador no lineal

A lo largo de las secciones anteriores hemos analizado multiples aspectos del
comportamiento de un sistema perturbado alrededor del equilibrio. Un ingre-
diente fundamental en todo lo desarrollado ha sido la linealidad de la ecuacién
diferencial que controla el movimiento, aun cuando se ha considerado el movi-
miento con amortiguamiento o el movimiento forzado. En multitud de casos un
tratamiento lineal es perfectamente vélido y adecuado, no obstante no siempre
ha de ser asi. En esta seccién vamos a estudiar alguna de las consecuencias
fisicas de alejarnos del régimen lineal. Para ello introduciremos, en la ecuacién
diferencial que controla el movimiento, un término no lineal sencillo, Az? (co-
rresponde a un término en la fuerza recuperadora sobre el grado de libertad x
de tipo mAz?), de modo que esta resulta,

= en ausencia de una fuerza externa,

P+ +wliet+ Az =0, (55)

= en presencia de una fuerza externa arménica,

a:+2Fx+w8x+Aa:2:—Ocos(wt). (56)
m
emdas de x = 0, el sistema puede poseer una segunda posicién de equilibrio
Ademis d 0, el sist d d icién d ilibri
2
en x = —%; ahora bien, es inestable y la ignoramos en lo sucesivo.
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Los métodos empleados hasta ahora son a priori inttiles para encontrar una
solucién analitica exacta al problema. De entrada, la ecuacién resultante no
es lineal con lo que el principio de superposicién no es vdlido. Para resolver el
problema nos contentaremos con construir de forma sistematica soluciones apro-
ximadas. Por razones que quedaran claras a continuacion, abordamos primero
el segundo caso, cuando el sistema se encuentra sometido a una fuerza externa
armoénica.

8.1. Oscilador no lineal forzado I

Segin acabamos de mencionar, la ecuacién ([Bfl) queda fuera de los métodos
empleados hasta ahora. De entre las caracteristicas del problema lineal si que
hay una que podemos esperar encontrar de nuevo: la periodicidad de la solucién.
Notese que no hablamos ya de solucién transitoria ni de solucién estacionaria
puesto que la ecuacién no es lineal. Considerando el periodo de la fuerza externa
T = 27, si z(t) posee esa misma periodicidad (z(t + T) = x(t)), todos los
términos de la ecuacion resultan invariantes al trasladar ¢t — t + 7. Es mas, en
el limite A — 0, deberiamos recuperar la solucién estacionaria,

}finox(t) =a cos(wt —9) .

Estos dos ingredientes, la periodicidad y un limite no trivial conocido (el pro-
blema lineal con A = 0), pueden resultar suficientes para construir una solucién
al problema no lineal de forma controlada. Si A es pequeﬁ, podemos cons-
truir una solucién aproximada como una serie de potencias en el parametro A.
El término de orden cero, correspondiente al limite A = 0, ya lo conocemos.
Escribamos explicitamente z(t) como una serie de potencias en A:

:E(t) = Z A" Z(n) (t) = Z(0) (t) + Ax(l) (t) + A? Z(2) (t) + ... (57)
n=0

A" 2, (t) es el orden n del desarrollo de la soluciérfd. Si sustituimos este desa-
rrollo en la ecuacién de movimiento (BH),

2

Z A" :E(n) +2I' Z A" C'C(n) + wg Z A" T(n) + Z Artmtl T(n) T(m) =
n=0 n=0

n=0 n,m=0

% cos(wt) . (58)

1 Como cada vez que calificamos un pardmetro dimensional como pequerio o grande, debe-
mos considerar que es pequeno o grande jcon respecto a qué otras cantidades que definen el
problema? En este caso por “A es pequerio” debemos entender que para desplazamientos en
el grado de libertad de tamafio X, el término AX2 de la ecuacién diferencial es tipicamente
mas pequeno que los restantes términos.

12Conviene subrayar que, segin hemos escrito la ecuacién de movimiento, A tiene dimen-
siones de [2]~!x(Tiempo)~2, con lo que [z(g)] = [z], [z(1)] = [2] X [A™!] = [2]?X(Tiempo)?
y en general [z(,)] = [z] X [A7T"] = []**+1 x (Tiempo)?".
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Para poder apreciar con claridad qué podemos hacer con la ecuacién anterior,
veamos explicitamente qué resulta de considerar los primeros érdenes en A de
forma ordenada:

A (&) + 20 () +wf2(0)) +
Al (Eqy + 20 @) +wi o) + [(20)?]) +
A% () + 20 d(2) +wh o2) + [220) 21y ]) +
A? ($<3 + 2 i) +wy o) + [220) 2@ + (@0)°]) +

Fo

= cos(wt) . (59)
El término de orden més bajo, con A°, tan solo involucra Z(g), y lo hace de
forma lineal, conforme a la ecuacién diferencial lineal que teniamos para A = 0:
Ty +2I2 () —|—w(2)x(0). El término de primer orden, A, involucra tanto el término
x(1), de nuevo de forma lineal, ;) +2I'%(y) —|—w8x(1), como el término z(q), este
de forma no lineal: (a:(o))2. Podemos ver qué ocurre para el término genérico de
orden A™: tendremos una parte &, + 2I'¢(,) + w(z)a:(n) lineal en (), con una
dependencia en x(,) andloga a la de la ecuacién diferencial lineal, y una parte
no lineal 2(xy2Z(n—1) + T(1)Z(n—2) + T(2)T(n—3) + -..), ademds de un término
(T((n-1) /2))2 si n es impar; es fundamental subrayar que la parte no lineal tan
solo involucra términos z(;) de dérdenes inferiores, j < n. Esto nos permite
calcular los x(,,) hasta el orden que deseemos del siguiente modo:

(1) - Resolvemos &gy 4 2I'i: o) +wiz (o) = o cos(wt). Conforme hemos estudia-
do, se resuelve como suma de un término estacionario

T(0)[p] = A(0)e COS(WT) + ap); sin(wt) , (60)

con

Fy Wi — w? R ' w
m (w3 —w?)2 4+ (2T w)2 "’ U0 = (wg —w?)2+ (2T w)? "’

a0)e =

y de un término transitorio z(g)[,) que desaparece con el tiempo (recorde-
mos el factor e~1'*). Nos interesa principalmente el régimen estacionario de
modo que nos permitimos ignorar el término transitorio (demostraremos
que no surge problema alguno al hacerlo y comentaremos algtin aspecto
adicional de esta cuestién mds adelante).

(2) - Sustituyendo x(py obtenido en el paso anterior, retomamos, en ec. (£3),
Zy + 2l 2 + UJO (1) = —(z (0))2 =
- a(o)e cos?(wt) — a% 0y; sin *(wt) = 2a()e a(o); cos(wt) sin(wt) . (61)
Cbémo resolvemos ec. ([@1)? Reescribimos primero

1+ cos(2wt)
2

1 —cos(2wt)
2 )
2 cos(wt) sin(wt) =sin(2wt) ,

cos?(wt) = , sin®(wt) =
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con lo que

Fay + 20 a0y +wizay = —(20)° =

B a’%O)e + a’%O)i a%o)i - CL%o)e
2 2

Tenemos por tanto una ecuacién diferencial lineal para x (1) con una fuente
que tiene un término constante y términos armoénicos cos(2wt) y sin(2wt)
(i.e. con una frecuencia angular que es simplemente el doble de la de la
fuerza externa % cos(wt)). La solucién z(;) tendrd por tanto un término
transitorio que de nuevo ignoramos, y un término estacionario

cos(2wt) — a(oye a(o); sin(2wt) . (62)

2 2
 %o)e T o)

T (1) = 2w

cos(2wt) "
(w§ — (2w)?)% + (21)? (2w)?

2

sin(2w t)
(@F — (20)2)? + (20)2(20)°

2 2 a%O)i - “%0)(:
(wy — (2w)*) ——F—— + (2I) (2w) a(0)e a0y | +

2 2
L) ~ Y0)e
<—<w3 — (20)%) agye agoyi + (21) (20) %) . (63)

Sustituyendo a(gye ¥ @(0)is

F? 1
T (t) = 2m2w? (WE - w?)? 4 (2T w)
F2 (2Tw)? — (w —w?)? (w3 — (2w)?) cos(2wt) + (2I')(2w) sin(2wt)

5+

2m? [(w2 — w?)? + (2T w)?)° (Wi — (2w)?)2 + (21)2(2w)?
F_O2 2l w(wi — w?) (wE — (2w)?) sin(2wt) — (2T')(2w) cos(2wt)
m2 (7 —0?)2 + (2T )] (@7 — @)?)? + 202 (20)? |

(64)

Ademés del primer término, que corresponde a un desplazamiento en la
posicién de equilibrio, el término no lineal en la ecuacién diferencial hace
aparecer armonicos de frecuencia doble en x(t).

(3) - Podemos escribir el siguiente orden en ec. (B3),

i(z) +2I' :t(z) + wg T(2) = -2 T(0) (1) - (65)
Veamos qué estructura, en cuanto a la dependencia en el tiempo t, tiene
Z(0)T(1):
(o) T(1) =

[(...)cos(wt) + (...)sin(wt)] x [(-..) 4+ (...)cos(2wt) + (...)sin(2wt)] =
(...)cos(wt) + (...)cos(wt)cos(2wt) + (...) cos(wt) sin(2wt)+
(.. )sin(wt) + (...)sin(wt) cos(2wt) + (...)sin(wt) sin(2wt) .
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Reescribiendo los productos de funciones arménicas (empleando por ejem-
plo ec. (), resulta

Loy ) =
(...)cos(wt)+ (...)cos(Bwt) + (...)sin(wt) + (...)sin(3wt) .

La solucién x5y de ec. ([B3) tendrd un término transitorio (que ignoramos
una vez mds), y un término estacionario. Con las funciones arménicas de
la fuente —2x(gyz (1), el término estacionario también serd de tipo

T2)p = (-..)cos(wt) 4 (...)cos(Bwt) + (...)sin(wt) + (...)sin(3wt) .

Sin entrar a detallar la forma (independiente del tiempo) de cada uno de
las coeficientes (...), concluimos en cualquier caso que a este orden, A2,
aparecen ademas armoénicos de frecuencia triple, 3w.

(4) - De forma andloga a lo anterior, podemos escribir los siguientes érdenes
de ec. (BY); para el orden genérico n, tendremos una ecuacién diferencial
lineal Z ;) + 202y, + w%m(n) = fuente, en la que la fuente incluye a priori
todos los arménicos (de hecho no serdn todos, para n par solo aparecen
los impares, para n impar solo los pares) hasta orden n + 1. Ignorando el
término transitorio de la solucién, el término estacionario en x(,) serd por
tanto una combinacién lineal de arménicos (pares o impares segin n) de
hasta orden n + 1.

En los pasos anteriores hemos visto como podemos construir la solucién en
ec. (B2) de forma controlada. A cada orden sucesivo que consideramos se afiaden
términos armonicos de orden cada vez mas alto. Recordemos ademas que apa-
rece un término constante, desplazamiento neto con respecto a la posicién de
equilibrio £ = 0 que tenemos cuando A = 0.

Recapitulando lo desarrollado: el anadir un término no lineal a la ecuacién
de movimiento forzado (ec. [&f)), ha requerido acudir a un nuevo método para
resolver de forma controlada (siempre que el nuevo término sea “pequefio”) en
términos de aproximaciones sucesivas, la trayectoria del sistema. Para cada uno
de los 6rdenes del desarrollo ec. (B4) hemos encontrado una ecuacién diferencial
lineal y no homogénea en la que el papel de la fuente lo desempena una suma
de productos de érdenes mds bajos en el desarrollo de z; en otras palabras, el
problema no lineal se ha convertido en una serie (infinita) de problemas lineales,
en cada uno de los cuales la fuerza externa efectiva es una funcién no lineal de
las soluciones de los 6rdenes mas bajos. Mas alla de la reflexién general anterior,
es interesante subrayar que, con respecto al caso lineal A = 0, en la solucién
del caso no lineal aparecen armoénicos (todos) con frecuencias que son multiplos
enteros de la frecuencia de la fuerza externa.

En todo el desarrollo anterior quedan varios cabos por atar: los términos
transitorios. Hemos empezado despreciando el término transitorio en z(q), cosa
perfectamente razonable para t > 1/T" si recordamos el factold eIt de la
solucién transitoria. Ahora bien, al resolver (1) en el siguiente paso, en la fuente
falta ese término o< e~T*. Si tenemos en cuenta ese término, conforme se puede

13 Aunque estrictamente cada tipo de solucién transitoria tiende al equilibrio con una depen-
dencia temporal diferente, acudimos de forma genérica a la dependencia e~I't por simplicidad
ya que recoge la caracteristica central del movimiento amortiguado.
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comprobar en el apéndice [Al aparecerdn en ;) nuevas contribuciones a la
solucién particular con el mismo factor e '*, que podemos despreciar junto al
término transitorio propiamente dicho (solucién de la ecuacién homogénea). De
ese modo, orden a orden y de forma consistente, podremos despreciar todos los
términos transitorios en x(t) para encontrar la solucién estacionaria.

Las figuras [[7 ilustran con un ejemplo lo desarrollado en los apartados an-
teriores; se incluye una solucién estrictamente numérica que permite contrastar
la bondad de la aproximacién.

T

— zo(t)

—— z(t) numérica

/\A/\/\/\t
VAVAVAVAY

(a)

fe=)

— 2 () + Az)(t)

~— z(t) numérica

AN DA AL
VAVAVAVEY

(b)

f=)

— LL‘(m(t) + A.L' (t) + A? .’L‘(Z)(t)

~— z(t) numérica

A AN A AL
VAVAVAVAY

(c)

f=]

Figura 17: Oscilador no lineal forzado, solucién estacionaria.
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8.2. Oscilador no lineal forzado II, frecuencias de combi-
nacion

En los dos apartados anteriores hemos analizado el oscilador no lineal for-
zado, obteniendo una solucién general para el régimen estacionario mediante
aproximaciones sucesivas (términos de orden cada vez maés alto en el pardmetro
A que rompe la linealidad del sistema). Para fuentes periddicas generales pode-
mos combinar lo anterior con un desarrollo en serie de Fourier para resolver el
problema. El hecho mas sobresaliente ha sido el descubrir que la no linealidad
del sistema hace aparecer, en la solucién z(t), arménicos con frecuencias que
son multiplos enteros de la frecuencia asociada a la fuerza externa. Veamos,
de forma esquematica, por qué es esperable que esto ocurra. Olvidemos por un
momento todo el andlisis anterior y consideremos ec. ([BH). ;Qué ocurre si z(t)
contiene algin término armonico cos(wt) (sea w la frecuencia que sea)? Enton-
ces el término no lineal tendra al menos un término cos?(wt), que corresponde a
un término arménico cos(2wt) y un término constante. Comprendemos de este
modo que, para ser solucién de la ecuacién diferencial no lineal, si x(¢) inclu-
ye un término armonico, jtendrd necesariamente que incluir toda la familia de
arménicos de orden superior! Este hecho, asociado a la no linealidad del sistema,
se pone también de manifiesto en una situacién algo mas general. Consideremos
de nuevo el sistema con un término no lineal, pero sometido ahora a una fuente
que tiene dos componentes armonicas diferented:

F, F,
P+l +wie+ Az === cos(wct)—i——d cos(wqt) . (66)
m m
Apliquemos el desarrollo del apartadoB2 En lugar de ec. (B9, tendremos ahora
A? (#(0) + 20 (o) + WG T(0)) +
AL (B + 20 ) +wi o) + [(#0)%]) +

(&
A2 (x @ T QFJZ 2+ wo Z(2) + [2 Z(0) 33(1)]) +
A3 (x (3) + 2I‘x (3) +w0 (E(g) + [2 x(o) (E(z) + (x(l)) ]) +

Fc Fy
== et) + — t). 67
- cos(we t) + - cos(wq t) (67)

El orden mas bajo de la solucién estacionaria serd

Ty (t) = ae?c) cos(w.t) + a(o) sin(w, t) + gt)i cos(wq t) + afd) sin(wq t) ,
con
0 :& Wi — w? a(o)—ﬁ 2T we
T R OTw? T -t @
RONS & Wi — w3 NONS @ 2T wq
e m (W — w22+ (2T wg)? Yid T (wE —w?)? 4+ (2l wq)?

Para obtener el término de primer orden en A resolvemos

. . 2
Eay + 20 &) +wh zay = — (2(0))

MSi wg /wy, € Q, podriamos replantear el problema en términos de una serie de Fourier con
tan solo dos términos, pero no es ese el aspecto interesante que ahora queremos abordar.
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2 . .
En (z(g))” tenemos términos con dependencias temporales

cos?(wet), sin?(wet), sin(wet)cos(wet),

cos?(wqt), sin®(wgt), sin(wqt)cos(wqt),
cos(we t) cos(wa t), sin(w.t)sin(wgt),
cos(w, t) sin(wg t), sin(wt) cos(wqt),

que reescribimos como funciones armonicas simples usando

cos((we — waq)t) + cos((we + wq)t)

cos(wet) cos(wq t) =

2 ’
c t) — S c t

Sin(wc t) sin(wd t) = COS((W Wd) ) 2 COb((w + Wd) ) ,
: ) . Y

sin(w, t) cos(wq t) = sin((we +wa) );COS((W wa)t) ’
: ) oo Y

cos(w. t) sin(wq t) = sin((we + wa)t) 5 cos((we — wa)t) ,

y
cos? (we t) = Ot g2, 1) = Locos2eet)
sin(we t) cos(we t) = § sin(2wet)
cos®(wyt) = M%M ., sin®(wgt) = %

sin(wq t) cos(wg t) = 3 sin(2wqt) .

Dada la proliferaciéon de términos, no escribimos explicitamente x()(t); que-
da claro sin embargo que en z(j), ademas de términos constantes, tendremos
arménicos con frecuencia igual a una combinacion de w. y wq: 2w, 2wg, We +wd,
we—wq. La aparicién de estas frecuencias, denominadas frecuencias de combina-
cidn, es consecuencia de tener tanto el término no lineal Az? como una fuerza
externa con dos componentes armonicas. Lo obtenido en los apartados ante-
riores corresponde sencillamente a la situaciéon particular en que w. — wq. De
forma andloga, si continudramos un orden mas, obtendrfamos que x(;) incluye
armonicos con nuevas combinaciones de frecuencias,

Swe, 2we £ wy, we x 2wy, 3wy ,

y de forma andloga apareceran (simple cuestién combinatoria) nuevas frecuen-
cias a cada orden en A. Con este comentario sobre la aparicién de frecuencias
de combinacion concluimos el estudio del oscilador no lineal forzado y pasamos
a comentar algin aspecto del oscilador no lineal libre.

8.3. * Oscilador no lineal libre

En el andlisis anterior, la presencia de una fuerza externa ha desempenado un
papel importante: segiin hemos comentado, teniendo la siguiente combinacién
(la parte dependiente de ), i + 2 +wdx + Az?, en la ecuacién diferencial que
controla el movimiento, si z(t) incluye alguna dependencia arménica, automati-
camente tendrd que incluir los arménicos superiores merced al término Ax?;
es mas, si z(t) incluyera dos dependencias arménicas diferentes, por ejemplo
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cos(wit) y cos(wat), automaticamente deberia poseer también términos arméni-
cos con frecuencias nijwi £nowe, n1,n2 € N. En presencia de una fuerza externa,
centrandonos en el régimen estacionario, la propia fuente introduce esa depen-
dencia arménica. ;Qué ocurre en cambio cuando analizamos el oscilador no lineal
libre? Aplicando de nuevo el desarrollo anterior podemos intentar construir de
forma controlada una solucién que incluird todos los arménicos superiores de
la frecuencia natural wo (en lugar de la frecuencia externa w que aparece en
el caso forzado). La obtencién de una solucién mediante aproximaciones suce-
sivas, i.e. en una serie de potencias del pardmetro A, parece directa y exenta
de problemas. Sin embargo, no es asi. A continuacién vamos a ver cémo puede
fallar el desarrollo anterior. Consideremos de nuevo el oscilador con un término
no lineal en la ecuacién de movimiento Az?, en una circunstancia particular, no
hay amortiguamiento, I' = 0 (y el sistema no se encuentra forzado):

itwiz+Az?=0.

De haber considerado amortiguamiento no nulo, no podriamos tener oscilacion
alguna para tiempos ¢t > 1/T. En lugar de ec. (B) tenemos ahora

A (#0) +wiz0)) +

Al (3 +wize) + [(20)7]) +

A% (&) +wh 2@ + [220)2(1)]) +
(

A? (&) + wp 2(s) + [220) T2) + (21))?]) +

=0. (68)

El orden cero del desarrollo de z(t) (ec. (BD)), x(0)(t), corresponders sencilla-
mente a un oscilador arménico,

x(o) + w% x(o) = 0 s

con soluciéon
z)(t) = ago) cos(wo t) + bgo) sin(wo t) .

Mantenemos constantes genéricas a((f ) y b((f ), aqui y en lo sucesivo, ya que no
desempefian ningtin papel relevante en la discusiénld. Para el término de primer
orden z()(t), tendremos la ecuacién de un oscilador forzado con una fuerza
externa de tipo

a+ B cos(2wp t) + B, sin(2wq t)
obtenida del desarrollo de —[z(q)]?
duce a

, que no plantea mayores dificultades y con-

zy)(t) = agl) cos(2wo t) + bgl) sin(2wo t) 4 ¢

Ahora bien, al abordar el siguiente orden, nos encontramos con una ecuacién
diferencial para x5 (t) con la siguiente estructura

i(2) + wg x(2) = C cos(wo t) + S sin(wp t) + (Arménicos superiores con 3wy)

() p)

15 Notacién: ag’ acompaifia una dependencia temporal cos(qwot) en z(y)(t), bl(z acom-
pafia una dependencia temporal sin(qwot) en z(,)(t), y en lo sucesivo ¢(®) indica un término

constante en z(;)(t).
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donde el miembro derecho, que actua como una fuente para x(s), se obtiene
simplemente desarrollando y reescribiendo —22 )z (1) (segtn ec. (@3)). Nos con-
centramos en la forma de los dos primeros términos, que tienen una depen-
dencia arménica muy particular: con la propia frecuencia natural del oscilador
cuando A = 0. En ese caso la obtencién de una solucién particular de la ecua-
cion diferencial cambia sensiblemente, funciones arménicas de frecuencia angular
wo satisfacen la ecuacién homogénea, nunca produciran la solucién particular.
S1 podemos encontrar la solucién particular considerando funciones t cos(wot),
t sin(wot). Veamos, si tenemos la siguiente ecuacién diferencial,

X 4+ w2 X =8 sin(wot) +C cos(wot), S,C €R,

buscamos una solucién particular de tipo X,(t) = st sin(wot) + ct cos(wot) con
s,c € R. Derivando,

X = —w2 X + 2w (s cos(wo t) — ¢ sin(wo t)) ,

y basta escoger s = 355 C= _25_0 para conseguirlo. Tenemos por tanto solucio-
nes particulares dadas por el producto de ¢ y funciones armonicas, i.e. funciones
arménicas con una amplitud que crece de forma lineal con el tiempo. Esto supo-
ne un serio problema: de ser asi, al perturbar el sistema alrededor del equilibrio
estable z = 0, las oscilaciones del mismo tendrian una amplitud divergentemente
creciente. ;Qué estd ocurriendo?

Los términos crecientes con el tiempo del tipo analizado se conocen como
términos seculares. Sefialan realmente un problema con el método empleado.
Veamos como ha podido ocurrir algo semejante. El problema aparece al obte-
ner términos arménicos de frecuencia wy en (o) (%) y que estos acaben haciendo
aparecer una fuente de frecuencia angular wy en la ecuaciéon que corresponde
a un orden superior, x () en este caso, de modo que aparezcan necesariamente
las soluciones con amplitud proporcional a t. Recordando que obtenemos las
ecuaciones (G8) a partir de una desarrollo en serie de potencias de A, nada nos
hubiera impedido buscar soluciones armoénicas con una frecuencia w, desarrolla-
ble también en serie de potencias de A:

w=w) +Awq) —|—A2w(2) —|—A3w(3) + ...

Para recuperar el limite conocido A — 0, basta tener w(y) = wo. ;Explica el
considerar una frecuencia w # wp nuestro problema? Veamos, si consideramos
una solucién armdnica cos(wt) y la desarrollamos en términos de A,

cos(wt) = cos(wot + Awmyt+...) =
cos(wo t) cos(Awyt +...) —sin(wo t) sin(Awyt +...)
~ cos(wo t) — Aw(yyt sin(wo t) + . ..

a primer orden en A. Aparece un término ¢sin(wp t), exactamente del tipo que
hemos encontrado al “descubrir” esta dificultad. Esto ocurre al desarrollar en
serie de potencias de A, y separar una dependencia arménica en wgt. Requiriendo
que el desarrollo de w en serie de potencias de A permita eliminar los términos
seculares, se puede construir la soluciéon del problema libre. Nos contentamos
con lo senalado sobre las sutilezas que el oscilador no lineal libre requiere y
no profundizamos mas. Para ilustrar lo mencionado, en la figura [[8 mostramos
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una solucién obtenida de forma numérica para un oscilador no lineal libre sin
amortiguamiento junto a una funcién arménica de frecuencia angular wgy: como
se puede observar la solucién numérica no tiene la periodicidad asociada a wy.

T

|

——a cos(wpt —0)

numérica

AL

=l

Figura 18: Oscilador no lineal libre, comparacion entre una solucién numérica

y una funcién arménica de periodicidad 27 /wq.
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9. Ejemplos fisicos

El andlisis presentado en los apartados[l ald es aplicable a cualquier sistema
fisico que pueda ser “forzado” y para el cual la aproximacién armonica abordada
en el tema anterior sea valida. Existen ejemplos en préacticamente cualquier
dominio de la fisica: sistemas mecanicos andlogos al que hemos tomado como
ejemplo de referencia, resonancia optica, las resonancias nucleares, el fenémeno
de resonancia magnética nuclear, etc. Habiendo abordado en el tema anterior
las oscilaciones libres de un circuito RLC, ilustramos a continuacién el mismo
ejemplo forzado por una fuente.

9.1. Circuito eléctrico RLC forzado

Consideremos el circuito de la figura [[U sobre el que actua una fuerza elec-
tromotriz externa Vj cos(wt), i.e. entre el punto de referencia V = 0 y el punto
senalado se aplica una diferencia de potencial eléctrico externa de forma arméni-
ca. Tendremos (@ es la carga eléctrica acumulada en el condensador)

Q

Vocos(wt):RQ+5+LQ, (69)

que reescribimos
Q+%Q+% :%cos(wt). (70)
Con la frecuencia natural wy = \/+_c’ el coeficiente de amortiguamiento 2I" = %

y % = %, todos los resultados anteriores se aplican directamente a la evolu-

cién temporal del circuito, incluyendo la energia: la inductancia L acumula una
1,2

energia (debida al campo magnético) %LQ2, analoga a la energia cinética 5mi~,

2
el condensador acumula una energia (debida al campo eléctrico) %% y la resis-

tencia disipa energia (bajo forma de calor, el efecto Joule) a ritmo RI* = RQ?
(RQ? =28 x LLQ?, andlogo a 4T x tmai?).

Vo cos(wt) —W

Figura 19: Circuito RLC forzado.
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10.

Animaciones

A continuacién la lista de animaciones que ilustran distintos aspectos de los
apartados anteriores.

= Las animaciones T02_0scilador_Forzado_77.avi corresponden a tres
osciladores con la misma wq y distintos valores de I': dos casos para los
cuales la resonancia es posible, I' = %wo yI'= %wo, uno para el cual no,
I'= %wo. Para cada uno de ellos, consideramos tres fuerzas arménicas de

frecuencias diferentes.

= TO2_Amplitud_Oscilador_Forzado.avi: evolucién de
de la solucién estacionaria, en funcién del valor de T'.

TO2_0scilador_Forzado_01.

TO2_0scilador_Forzado_02.

(resonancia).

TO2_0scilador_Forzado_03.
TO2_0scilador_Forzado_04.

TO2_0scilador_Forzado_05.

(resonancia).

TO02_0scilador_Forzado_06.
TO02_0scilador_Forzado_07.
TO02_0scilador_Forzado_08.
TO2_0scilador_Forzado_09.avi:

avi: I’

avi: I’

avi:

avi: I' =

avi: I

avi:
avi:

avi:

1
8

Wy, WEp = 2w0.

1 _ _ 2
gWo, Wr = wp = \/wg — 212
1 1
= gtdo, WEp = 5(4]0.
1
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2. 46 OSCILACIONES Y ONDAS

Claves del tema |

s Ecuacién de un oscilador forzado (ec. [@)) y solucién estacionaria,

ecs. @ y @.

= Propiedades de la solucién estacionaria (apartados Bl y H) y
fenémeno de resonancia.

= Energia del oscilador forzado (apartado ).

= Fuentes periddicas y anélisis de Fourier (apartado [).
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OSCILACIONES Y ONDAS 2.47

A. * Fuente amortiguada

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial no homogénea,
i+l e +wie = e*ft(d cos(wt) 4+ bsin(wt)) conT >0. (71)

A diferencia de lo estudiado en el apartadolll la fuerza externa no es sencillamen-
te una funcién armoénica ya que se atenua exponencialmente merced al factor
e I't. Dada la linealidad de la ecuacién, la solucién completa seguird tenien-
do dos partes: la solucién de la ecuacién homogénea y una solucién particular.
La solucién de la ecuacién homogénea nos es de sobra conocida, la dificultad
estd ahora en encontrar una solucién particular. Probamos una solucién parti-
cular que tenga la misma forma que la fuente externa,

rp(t) = e 1 (a cos(wt) + b sin(wt)) , (72)

y determinamos los coeficientes a y b en términos de a y b. Calculamos en primer
lugar

oy (t) = e Tt {[—aT +bw] cos(wt) + [-bT — aw] sin(wt)} , (73)

#(t) = e Tt {[a (—w? + T2) — b2l w] cos(w)
(20w +b(—w? +T2)] sin(wt)} . (74)

Fp) 2T i+ wiap) = e Tt {[a (Wi — W+ T —21)) +52(T — ) w] cos(wt)
[—a2(0 —T)w+b (w2 —w? +T(I = 2I)] sin(wt)} . (75)
Debemos por tanto resolver a y b en términos de a y b con
= aWi-wr4+I@C-20)+b20-Dw,
= 20 —Dw+b(wi—w?+T(—20)). (76)

Q>

S

La solucién se obtiene sin dificultad,

iw? — w24+ —20)] = b[2(0 = 1) w]

W2 —w?2+ T —2D)2+[2(0-T)w]? ’

) a[Z(I‘—f)wA]Té[wg—w2+f‘(f‘j2m] . (77)
W3-+ T - 2P 1 2T - D)wP

Con I' — 0 podemos recuperar resultados anteriores. En particular, para I' =0
y b =0, tenemos una fuerza externa arménica a cos(wt) y obtenemos
Wi — w? lMw

b=a
W —w APl T W — w2 Tw

a=a

que corresponde a ec. (@). Para I'=0ya=0 la fuerza externa es b sin(wt) y
obtenemos
- 2lM'w Wi — w?

R R S TR (2

que corresponde a ec. ().
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