
F́ısica General I

Tema 6 – Rotación del sólido ŕıgido

Introducción

Cinemática del sólido ŕıgido

Momento de una fuerza. Ecuación fundamental de la dinámica de
rotación. Momento de inercia y teorema de Steiner.

Aplicaciones y ejemplos de la ecuación fundamental de la rotación

Enerǵıa cinética de rotación. Trabajo y potencia

Objetos rodantes

Momento angular y su conservación
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Identidades indispensables
~A× ( ~B × ~C) = ( ~A · ~C) ~B − ( ~A · ~B)~C

~A · ( ~B × ~C) = ~B · (~C × ~A) = ~C · ( ~A× ~B)

~A · ( ~B × ~C) =

∣∣∣∣∣∣
Ax Ay Az
Bx By Bz
Cx Cy Cz

∣∣∣∣∣∣
(Propiedades determinante)
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Introducción

Sólido ŕıgido

Sistema de part́ıculas en el que las distancia entre part́ıculas se
mantienen constantes cuando el sistema se mueve, i.e. no se deforma
(similarmente para una distribución continua de masa)

“Mı́nima” extensión del punto material para describir el
movimiento de cuerpos no puntuales: sin cambiar las distancias
relativas, el sólido ŕıgido puede cambiar orientación (el
desplazamiento más general es la combinación de una traslación y
una rotación)

⇒ necesario analizar la dinámica de las rotaciones

Segunda ley de Newton ⇒ fuerza → momento de fuerzas,
aceleración → aceleración angular, masa → momento de inercia
Enerǵıa, trabajo, potencia
Momento angular
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Cinemática del sólido ŕıgido

Consideramos un sistema de n masas mj en posiciones ~rj con
velocidades ~vj

El CM tiene posición ~rCM y velocidad ~vCM

~rCM =
1

M

n∑
j=1

mj~rj , ~vCM =
1

M

n∑
j=1

mj~vj , M =

n∑
j=1

mj

Posiciones y velocidades relativas al CM

~Rj = ~rj − ~rCM, ~Vj = ~vj − ~vCM

Sólido ŕıgido ⇔ distancias entre masas constantes

|~Ri − ~Rj | = cte, ∀ i, j = 1, . . . , n
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Cinemática del sólido ŕıgido

Distancias constantes

|~Ri − ~Rj | = cte ⇔ d

dt
|~Ri − ~Rj |2 = 0

d

dt
|~Ri − ~Rj |2 =

d

dt

{
(~Ri − ~Rj) · (~Ri − ~Rj)

}
d

dt
|~Ri − ~Rj |2 = 2(~Ri − ~Rj) · (~Vi − ~Vj) = 0

N.B. ⇔ (~ri − ~rj) · (~vi − ~vj) = 0

Distancia al CM constante, ~Ri · ~Vi = 0

⇒ (~Ri − ~Rj) · (~Vi − ~Vj) = 0 ⇔ ~Ri · ~Vj = −~Rj · ~Vi

|~Ri| constante y ~Ri · ~Vi = 0 coincide con alguna caracteŕıstica de
lo visto en el caso de un movimiento circular
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Cinemática del sólido ŕıgido

Con respecto al CM, todas las masas del sistema (sólido ŕıgido) se
mueven alrededor de un eje (que pasa por el CM) con la misma
velocidad angular ω, es decir, existe ~ω (|~ω| = ω) tal que

~Vi = ~ω × ~Ri, i = 1, . . . , n
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Cinemática del sólido ŕıgido

Recordatorio: movimiento circular en 2D
Radio |~R| constante

Velocidad ~V : ~R · ~V = 0

Velocidad angular ~ω tal que

~V = ~ω × ~R

Además, ~R× ~V = |~R|2~ω, es
decir ~ω es ⊥ al plano del
movimiento {~R, ~V }
|~ω| = ω = dθ

dt

b

θ

~ω

~R

~V

R = |~R|

s = R θ

7
F́ısica General I – Tema 6 – Rotación del sólido ŕıgido



Cinemática del sólido ŕıgido

Movimiento circular y cinemática del sólido ŕıgido: consideremos dos
movimientos circulares, con eje común e idéntica velocidad angular ~ω,
en dos planos paralelos, según ilustra la figura.

Aplicando lo anterior (con j = 1, 2)

~Rj = ~Rj⊥ + ~Rj‖

Radios |~Rj⊥| constantes

Velocidades ~Vj :
~Rj⊥ · ~Vj = 0, ~Rj‖ · ~Vj = 0

Velocidad angular ~ω tal que:
~Vj = ~ω × ~Rj⊥

Además, ~Rj⊥ × ~Vj = |~Rj⊥|2~ω,
es decir ~ω es ⊥ al plano del
movimiento {~Rj⊥, ~Vj}

b

b

b

b

bO

O2

O1

~ω

~R1

~R1⊥

~R1‖

~V1

~R2

~R2⊥

~R2‖

~V2
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Cinemática del sólido ŕıgido

Hemos descompuesto con respecto a la dirección de ~ω

~Rj = ~Rj⊥ + ~Rj‖, ~Rj‖ =
~Rj · ~ω
|~ω|2 ~ω

Con respecto al movimiento circular 2D,
~Rj⊥ desempeña ahora el papel de ~R

Radios |~Rj⊥| 6= |~Rj | !!!

Velocidades ~Vj : ~Rj⊥ · ~Vj = ~Rj · ~Vj = 0

Velocidad angular ~ω tal que

~Vj = ~ω × ~Rj⊥ = ~ω × ~Rj

~Rj × ~Vj no es proporcional a ~ω; ~ω es ⊥
al plano del movimiento {~Rj⊥, ~Vj}, no a

{~Rj , ~Vj}

b

b

b

b

bO

O2

O1

~ω

~R1

~R1⊥

~R1‖

~V1

~R2

~R2⊥

~R2‖

~V2
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Cinemática del sólido ŕıgido

Ejemplo: considera un sistema de tres masas idénticas m0 que, en un
instante dado, se encuentran en

~r1 = 4~im, ~r2 = 8~im, ~r3 = (6~i+ 6~j) m

con velocidades

~v1 = 3~im s−1, ~v2 = (3~i+ 2~j) m s−1, ~v3 = ~jm s−1

Determina la posición y la velocidad del CM

Determina las posiciones y velocidades relativas al CM

Comprueba que el sistema se mueve como un sólido ŕıgido

Determina la velocidad angular ~ω con la que las tres masas giran
alrededor del CM
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Cinemática del sólido ŕıgido

Ejemplo: tres masas

Posición del CM

~rCM =
m~r1 +m~r2 +m~r3

3m
=

1

3

(
4~i+ 8~i+ 6~i+ 6~j

)
m = (6~i+2~j) m

Velocidad del CM

~vCM =
m~v1 +m~v2 +m~v3

3m
=

1

3

(
3~i+ 3~i+ 2~j +~j

)
m = (2~i+~j) m/s

Posiciones relativas al CM ~Rj = ~rj − ~rCM

~R1 = (−2~i− 2~j) m, ~R2 = (2~i− 2~j) m, ~R3 = 4~jm

Velocidades relativas al CM ~Vj = ~vj − ~vCM

~V1 = (~i−~j) m s−1, ~V2 = (~i+~j) m s−1, ~V3 = −2~im s−1
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Cinemática del sólido ŕıgido

Ejemplo: tres masas

b b b

b

b

O
~i

~j

~k

1 2

3

CM

~v1

~v2

~v3

~vCM
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Cinemática del sólido ŕıgido

Ejemplo: tres masas

Sólido ŕıgido: |~Rj − ~Rk| =cte ⇔ (~Rj − ~Rk) · (~Vj − ~Vk) = 0,
~Rj · ~Vj = 0

~R1 − ~R2 = −4~im, ~R1 − ~R3 = (−2~i− 6~j) m, ~R2 − ~R3 = (2~i− 6~j) m

~V1 − ~V2 = −2~jm/s, ~V1 − ~V3 = (3~i−~j) m/s, ~V2 − ~V3 = (3~i+~j) m/s

(~R1 − ~R2) · (~V1 − ~V2) = 0

(~R1 − ~R3) · (~V1 − ~V3) = (−6 + 6) = 0

(~R2 − ~R3) · (~V2 − ~V3) = (6− 6) = 0

~R1 · ~V1 = (−2 + 2) = 0

~R2 · ~V2 = (2− 2) = 0

~R3 · ~V3 = 0

⇒ “sólido ŕıgido” X
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Cinemática del sólido ŕıgido

Ejemplo: tres masas

Movimiento alrededor del CM, ~Vj = ~ω × ~Rj , ~ω = ωx~i+ ωy~j + ωz~k

(~Vj)x = ωy(~Rj)z − ωz(~Rj)y
(~Vj)y = ωz(~Rj)x − ωx(~Rj)z

(~Vj)z = ωx(~Rj)y − ωy(~Rj)x

~V1 = (~i−~j) m/s = (2ωz~i− 2ωz~j + 2(ωy − ωx)~k)m

~V2 = (~i+~j) m/s = (2ωz~i+ 2ωz~j − 2(ωy + ωx)~k)m

~V3 = −2~im/s = (−4ωz~i+ 4ωx~k)m

⇒ ωx = ωy = 0, ωz =
1

2
s−1
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Ejemplo: tres masas

b b b

b

b

O
~i

~j

~k

1 2

3

CM

~V1

~V2

~V3

~R1
~R2

~R3

~vCM

~ω
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Cinemática del sólido ŕıgido. Velocidad angular

El ejemplo anterior ilustra como el movimiento del sólido ŕıgido se
descompone en

movimiento traslación global con velocidad ~vCM y

rotación alrededor del CM con velocidad angular ~ω

Conociendo las posiciones ~rj y velocidades ~vj ,

se puede calcular tanto la posición como la velocidad del CM sin
dificultad,

de forma análoga, ¿es posible obtener de forma directa la
velocidad angular ~ω del movimiento alrededor del CM?
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Cinemática del sólido ŕıgido. Velocidad angular

Se puede demostrar lo siguiente (ver Material Extra)

Velocidad angular

Conociendo las posiciones ~Ri, ~Rj , y las velocidades ~Vi, ~Vj , de dos
puntos del sólido ŕıgido,

Si ~Vi × ~Vj 6= ~0,

~ω = −
~Vi × ~Vj
~Ri · ~Vj

=
~Vi × ~Vj
~Vi · ~Rj

Si ~Vj = α~Vi y ~Ri × ~Rj 6= ~0,

~ω =
|~Vi|2
|~Ri|2

α|~Ri|2 − ~Ri · ~Rj
~Vi · (~Ri × ~Rj)

~Ri +
~Ri × ~Vi

|~Ri|2
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Cinemática del sólido ŕıgido. Velocidad angular

Se puede demostrar lo siguiente (ver Material Extra)

Velocidad angular

Conociendo las posiciones ~Ri, ~Rj , y las velocidades ~Vi, ~Vj , de dos
puntos del sólido ŕıgido,

Si ~Vj = α~Vi y ~Rj = α~Ri

~ω = ρ~Ri +
~Ri × ~Vi

|~Ri|2
con ρ arbitrario

En este caso no se puede determinar ~ω completamente.
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Cinemática del sólido ŕıgido

Ejemplo anterior tres masas

Posiciones relativas al CM

~R1 = (−2~i− 2~j) m, ~R2 = (2~i− 2~j) m, ~R3 = 4~jm

Velocidades relativas al CM

~V1 = (~i−~j) m s−1, ~V2 = (~i+~j) m s−1, ~V3 = −2~im s−1

Velocidad angular

~ω =
~V1 × ~V2
~V1 · ~R2

=
(~i−~j)× (~i+~j)

(~i−~j) · (2~i− 2~j)
=

1

2
~k s−1
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Cinemática del sólido ŕıgido. Rotación alrededor de eje

Rotación del sólido ŕıgido alrededor de un eje

Para cada P ,

~r =
−−→
OP,

~r‖ =
−−−→
OO⊥

~r‖ =
~r · ~ω
ω2

~ω

~r = ~r‖ + ~r⊥

b

b

b

Eje

~ω

O⊥

O

P

Plano ⊥ Eje

Sección
~r⊥

~r‖

~r

Consideremos una

sección del sólido ŕıgido según un plano perpendicular al eje y O⊥ la
intersección del eje y ese plano
“Como si O y O⊥ formaran parte del sólido” o equivalentemente el eje
“atraviesa” el sólido ŕıgido
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Cinemática del sólido ŕıgido. Rotación alrededor de eje

Velocidad angular ~ω

|~ω| = ω =
dθ

dt

Aceleración angular ~α

~α =
d~ω

dt

b P

P

b

b

~ω

O⊥

~r⊥

θ

~v

s = |~r⊥| θ

θ, ~ω, ~α globales/colectivos (“idénticos para todo P”)

Velocidad de P , ~v = d~r
dt

~v = ~ω × ~r = ~ω × ~r⊥, |~v| = ω |~r⊥| = |~r⊥|
dθ

dt

~r, ~v, ~a = d~v
dt diferentes para cada P
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Cinemática del sólido ŕıgido. Rotación alrededor de eje

Movimiento del CM

~vCM = ~ω × ~rCM

Movimiento con
respecto al CM: ~R,
~V = d

dt
~R

~R = ~r − ~rCM

~V = ~v − ~vCM

~V = ~ω × ~r − ~ω × ~rCM

~V = ~ω × ~R

b

b

b

b

Eje

~ω

O⊥

O

P

CM

Plano ⊥ Eje

~r⊥

~r‖ ~r

~rCM

~R

Misma ~ω que movimiento alrededor del eje
(N.B. SRCM no es inercial)
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Cinemática del sólido ŕıgido. Aceleración angular

En general

~α =
d~ω

dt
=

d

dt

(
ω
~ω

ω

)
=
~ω

ω

dω

dt
+ ω

d

dt

(
~ω

ω

)

El término ~ω
ω

dω
dt

corresponde a una variación del módulo de ~ω, no
de la dirección (eje de rotación tiene dirección fija)
El término ω d

dt

(
~ω
ω

)
corresponde a una variación de la dirección

de ~ω, no del módulo

Si d
dt

(
~ω
ω

)
= ~0, la dirección de ~ω no cambia, y entonces

~α = α
~ω

ω
, con α =

dω

dt
=
d2θ

dt2

N.B. Nos ocuparemos principalmente de esta situación (“eje fijo”)
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Cinemática del sólido ŕıgido. Aceleración

Aceleración del punto P

~a =
d~v

dt
=

d

dt
(~ω × ~r) =

d~ω

dt
× ~r + ~ω × d~r

dt
= ~α× ~r + ~ω × ~v

~α× ~r =
1

ω

dω

dt
~ω × ~r + ω

d(~ω/ω)

dt
× ~r =

1

ω

dω

dt
~v + ω

d(~ω/ω)

dt
× ~r

~ω × ~v = ~ω × (~ω × ~r) = (~ω · ~r)~ω − ω2~r = −ω2~r⊥

Según estudiamos en Cinemática, la aceleración se descompone
según ~v en aceleraciones tangencial y normal ~a = ~a‖ + ~a⊥
En la expresión anterior de ~a, podemos identificar que

el término 1
ω

dω
dt
~v contribuye a ~a‖

el término −ω2~r⊥ contribuye a ~a⊥ (dado que ~r⊥ · ~v = 0)

El término restante ω d(~ω/ω)dt × ~r puede contribuir
tanto a ~a‖ como a ~a⊥
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Cinemática del sólido ŕıgido. Aceleración

Aceleración del punto P

~a⊥ perpendicular a ~v, en general tiene componentes no nulas
tanto según ~r⊥ como según ~ω

Término ω d(~ω/ω)dt × ~r:
d(~ω/ω)
dt es ⊥ a ~ω (está en el plano {~r⊥, ~v}), por tanto

ω
d(~ω/ω)

dt
= A

~r⊥
|~r⊥|

+B
~v

|~v| con A =
~r⊥
|~r⊥|

·
(
ω
d(~ω/ω)

dt

)
B =

~v

|~v| ·
(
ω
d(~ω/ω)

dt

)
(
A
~r⊥
|~r⊥|

+B
~v

|~v|

)
× ~r =

(
A
~r⊥
|~r⊥|

+B
~v

|~v|

)
×
(
~r · ~ω
ω2

~ω + ~r⊥

)
=
A(~r · ~ω)

ω2|~r⊥|
~r⊥ × ~ω︸ ︷︷ ︸
∝~v

+
B(~r · ~ω)

ω2|~v| ~v × ~ω︸ ︷︷ ︸
∝~r⊥

+
B

|~v| ~v × ~r⊥︸ ︷︷ ︸
∝ ~ω
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Cinemática del sólido ŕıgido. Aceleración

Aceleración del punto P

Término ω d(~ω/ω)dt × ~r:

ω
d(~ω/ω)

dt
× ~r =

(
A
~r⊥
|~r⊥|

+B
~v

|~v|

)
× ~r

=
A(~r · ~ω)

ω2|~r⊥|
~r⊥ × ~ω︸ ︷︷ ︸
∝~v

+
B(~r · ~ω)

ω2|~r⊥|
~v × ~ω︸ ︷︷ ︸
∝~r⊥

+
B

|~v| ~v × ~r⊥︸ ︷︷ ︸
∝ ~ω

Término ∝ ~v → ~a‖
Término ∝ ~r⊥ → ~a⊥
Término ∝ ~ω → ~a⊥
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Cinemática del sólido ŕıgido. Aceleración

Si nos restringimos a ~ω con dirección constante, d(~ω/ω)
dt = ~0, y

resulta:

~a =~a‖ + ~a⊥

~a‖ =
1

ω

dω

dt
~v =

1

ω

d2θ

dt2
~v =

=
d2θ

dt2
~ω

ω
× ~r = α

~ω

ω
× ~r

|~a‖| = |~r⊥| |α| = |~r⊥|
∣∣∣∣d2θdt2

∣∣∣∣
~a⊥ = −ω2~r⊥

|~a⊥| = |~r⊥|ω2

b P

P

b

b

~ω

O⊥

~r⊥

θ

~v

~a

~a‖

~a⊥
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Cinemática del sólido ŕıgido

Ejemplo: movimiento circular uniformemente acelerado
Con ~u fijo, |~u| = 1,

α = α0, ~α = α~u

ω = ω0 + α0t, ~ω = ω ~u

θ = θ0 + ω0t+
1

2
α0t

2
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Cinemática del sólido ŕıgido

Ejemplo: un disco de radio R = 6 cm gira a partir del reposo hasta
alcanzar 500 rpm con aceleración angular constante en 5, 5 s.
Consideramos dos situaciones, el eje de rotación, perpendicular al
disco, pasa (1) por el centro del disco, (2) por un punto del borde del
disco; consideramos también dos puntos P1 y P2 situados según indica
la figura.

Calcula el valor de la aceleración angular

El número de revoluciones del disco en los 5.5 s de aceleración

La distancia recorrida por los puntos P1 y P2 para ambas
posiciones del eje de rotación en los 5, 5 s de aceleración

Alcanzadas las 500 rpm, se mantiene una velocidad angular
constante, determina velocidad y aceleración de P1 y P2 para
ambas posiciones del eje de rotación
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Cinemática del sólido ŕıgido

Ejemplo: un disco de radio R = 6 cm gira a partir del reposo hasta
alcanzar 500 rpm con aceleración angular constante en 5, 5 s.
Consideramos dos situaciones, el eje de rotación, perpendicular al
disco, pasa (1) por el centro del disco, (2) por un punto del borde del
disco; consideramos también dos puntos P1 y P2 situados según indica
la figura.

b b

R/2

Eje 1Eje 2

P1 P2
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Cinemática del sólido ŕıgido

Ejemplo: disco

Movimiento circular uniformemente acelerado

ω = ω0+α0t, ω0 = 0, t = 5.5 s ⇒ α0 =
ω

t
=

500

5.5

rpm

s
= 9.52 rad s−2

N.B. 1 rpm = 2π
60 rad s−1,

ω = 500 rpm = 50π3 rad s−1 = 52.4 rad s−1

Revoluciones n

θ =
1

2
α0t

2 =
ω t

2
, n =

θ

2π
= 22.9

Para un punto a distancia r del eje, la distancia recorrida es
s = r θ,

s =
rα0t

2

2
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Cinemática del sólido ŕıgido

Ejemplo: disco

Para un punto a distancia r del eje, la distancia recorrida es
s = r θ,

s =
rα0t

2

2

Con el eje 1, r(P1) = R
2 , r(P2) = R,

s(P1) =
Rα0t

2

4
= 4.32 m, s(P2) =

Rα0t
2

2
= 8.64 m

Con el eje 2, r(P1) = 3R
2 , r(P2) = 2R,

s(P1) =
3Rα0t

2

4
= 12.6 m, s(P2) = Rα0t

2 = 17.3 m
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Cinemática del sólido ŕıgido

Ejemplo: disco
Alcanzada velocidad angular constante ω = 500 rpm, para un
punto a distancia r del eje,

la velocidad es |~v| = v = ω r
la aceleración tangencial es ~a‖ = ~0
la aceleración normal es |~a⊥| = ω2 r

Con el eje 1, r(P1) = R
2 , r(P2) = R,

v(P1) =
Rω

2
=
π

2
m s−1 = 1.57 m s−1, v(P2) = Rω = 3.14 m s−1

|~a⊥(P1)| = Rω2

2
= 82.3 m s−2, |~a⊥(P2)| = Rω2 = 164 m s−2

Con el eje 2, r(P1) = 3R
2 , r(P2) = 2R,

v(P1) =
3Rω

2
= 4.71 m s−1, v(P2) = 2Rω = 6.28 m s−1

|~a⊥(P1)| = 3Rω2

2
= 247 m s−2, |~a⊥(P2)| = 2Rω2 = 329 m s−2
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Cinemática del sólido ŕıgido

Ejemplo: disco

Alcanzada velocidad angular constante ω = 500 rpm, para un

punto a distancia r del eje, base ortonormal {~i,~j,~k} tal que

~ω = ω~k y la posición del punto ~r = r~i

la velocidad es ~v = ω r~j
la aceleración tangencial es ~a‖ = ~0

la aceleración normal es ~a⊥ = −ω2 r~i
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Momento de una fuerza

Distancia entre un punto y un eje ( de rotación)

Eje pasa por el punto O con dirección ~u (unitario, |~u| = 1)

Distancia d del punto P al eje: con ~r ≡ −−→OP

d = |~u× ~r|

No depende de O

b b

b

P

d

O O′~u

−→

OP
−−→

O′P

θ θ′

|~u×−−→OP | = |~u| |−−→OP | | sin θ| = d

|~u×
−−→
O′P | = |~u| |

−−→
O′P | | sin θ′| = d
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Momento de una fuerza

Distancia entre un punto y un eje ( de rotación)
(Equivalente a lo anterior)

Eje pasa por el punto O con dirección ~u (unitario, |~u| = 1)

Con ~r ≡ −−→OP , ~r′ ≡ −−→O′P

~r‖ = (~r · ~u)~u, ~r⊥ = ~r − ~r‖
~r′‖ = (~r′ · ~u)~u, ~r⊥ = ~r′ − ~r′‖

N.B. Con ~r′ = ~r + α~u, ~r′‖ = ~r‖ + α~u ⇒ ~r⊥ = ~r′ − ~r′‖ = ~r − ~r‖
Distancia d del punto P al eje:

d = |~r⊥|
b bb

b

P

~r⊥

O⊥O O′~u

~r ~r′

~r‖ ~r′‖
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Momento de una fuerza

El momento ~M de una fuerza ~F , aplicada en un punto P , con
respecto a un punto O dado, es

~M = ~r × ~F , con ~r =
−−→
OP, | ~M | = |~r| |~F | sin θ

b bO P
~r

~F

θ

[| ~M |] = ML2T−2, unidades S.I. 1 kg m2 s−2 = 1 N m = 1 J
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Momento de una fuerza

El momento ~M de una fuerza ~F , aplicada en un punto P , con
respecto a un eje dado, es el momento de ~F aplicada en P con
respecto al punto del eje O⊥ más cercano a P :

~M = ~r⊥ × ~F , con ~r⊥ =
−−−→
O⊥P

|~r⊥| es “la distancia” P -Eje

Ojo: ~F no tiene porqué estar en el plano (ser combinación lineal
de) ~r⊥, ~u

Si en lugar de (i) O⊥ y P , conocemos
(ii) P , un punto cualquiera O del eje y
un vector unitario ~u en la dirección del
mismo con ~r =

−−→
OP

~r⊥ = ~r − (~r · ~u) ~u

b

b

b

Eje

~u

O⊥

O

P
~r⊥

~r

~F
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Momento de una fuerza

Momento de una fuerza ~F con respecto a un punto O es en general
diferente del momento de ~F con respecto a un eje que pasa por O, con
dirección ~u

~MO = ~r × ~F , ~MEje = ~r⊥ × ~F

Descomposición ~r = (~r · ~u)~u+ ~r⊥ = (~r · ~u)~u+ |~r⊥| ~r⊥|~r⊥|
Base

{
~u, ~r⊥|~r⊥| , ~u×

~r⊥
|~r⊥|

}
~r⊥
|~r⊥|

×
(
~u× ~r⊥
|~r⊥|

)
= ~u,

(
~u× ~r⊥
|~r⊥|

)
× ~u =

~r⊥
|~r⊥|

~u · ~r⊥|~r⊥|
=

~r⊥
|~r⊥|

·
(
~u× ~r⊥
|~r⊥|

)
= ~u ·

(
~u× ~r⊥
|~r⊥|

)
= 0
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Momento de una fuerza

Momento de una fuerza ~F con respecto a un punto O es en general
diferente del momento de ~F con respecto a un eje que pasa por O, con
dirección ~u

~MO = ~r × ~F , ~MEje = ~r⊥ × ~F

Descomposición

~F = (F~u)~u+ (F~r⊥)
~r⊥
|~r⊥|

+ (F×)~u× ~r⊥
|~r⊥|

~MO = ~r × ~F

~MO = ~r × ~F =

∣∣∣∣∣∣
~u ~r⊥

|~r⊥| ~u× ~r⊥
|~r⊥|

(~r · ~u) |~r⊥| 0
F~u F~r⊥ F×

∣∣∣∣∣∣ =

= (|~r⊥|F×)~u− ((~r · ~u)F×)
~r⊥
|~r⊥|

+ ((~r · ~u)F~r⊥ − |~r⊥|F~u) ~u× ~r⊥
|~r⊥|
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Momento de una fuerza

Momento de una fuerza ~F con respecto a un punto O es diferente del
momento de ~F con respecto a un eje que pasa por O, con dirección ~u

~MO = ~r × ~F , ~MEje = ~r⊥ × ~F

~MO = ~r × ~F

~MO = (|~r⊥|F×)~u− ((~r ·~u)F×)
~r⊥
|~r⊥|

+ ((~r · ~u)F~r⊥ − |~r⊥|F~u) ~u× ~r⊥
|~r⊥|

~MEje = ~r⊥ × ~F

~MEje = (|~r⊥|F×)~u− (|~r⊥|F~u) ~u× ~r⊥
|~r⊥|

Misma componente en dirección ~u

Misma componente en dirección ~u× ~r⊥
|~r⊥| si F~r⊥ = 0

es decir, si ~r⊥ · ~F = 0
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Momento de una fuerza

Ejemplo: se aplica una fuerza ~F , |~F | = 10 N, en un punto del borde
de un disco de radio R = 10 cm según indica la figura. ¿Cuál es el
momento de ~F con respecto al centro del disco?

b

b

R

~F

b
~i

~j

~k
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Momento de una fuerza

Ejemplo:
~M = ~r × ~F con

~F = −F~i, F = 10 N,

~r = R~j, R = 0.1 m

~r vector entre (i) punto con respecto
al cual se calcula el momento, y (ii)
punto de aplicación de la fuerza

Momento ~M

~M = −F R~j ×~i = F R~k = ~kN m

b

b

R

~F

~r

b
~i

~j

~k
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Momento de una fuerza

Ejemplo: se aplican fuerzas ~F1, ~F2, ~F3, en diferentes puntos de un
disco, según indica la figura. ¿Cuál es el momento total de fuerzas con
respecto al centro del disco? ¿Cuál es el momento total de fuerzas con
respecto al Eje que pasa por O′?
|~F1| = 10 N, |~F2| = 9 N, |~F3| = 12 N; a = 10 cm, b = 25 cm

b

b

b

b

b

a

b

O

O′

~F1
P1

~F2

P2

~F3

P3

30
◦

45
◦

45
◦

Eje

b
~i

~j

~k
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Momento de una fuerza

Ejemplo: disco-tres fuerzas

Posiciones en las que se aplican las fuerzas, relativas al centro del
disco,
−−→
OP1 = b~j,

−−→
OP2 = b~i,

−−→
OP3 = a(− sin θ3~i+ cos θ3~j), θ3 =

π

6

~r1 = b~j, ~r2 = b~i, ~r3 =
a

2
(−~i+

√
3~j)

Fuerzas

~F1 = F1
~i, ~F2 = −F2

~j, ~F3 = F3(− cos θ3~i− sin θ3~j) =
F3

2
(−
√

3~i−~j)
F1 = 10 N, F2 = 9 N, F3 = 12 N

Momentos con respecto al centro del disco

~M1 = ~r1 × ~F1 = −bF1
~k, ~M2 = ~r2 × ~F2 = −bF2

~k,

~M3 = ~r3 × ~F3 =
aF3

4
(+~k + 3~k) = aF3

~k
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Momento de una fuerza

Ejemplo: disco-tres fuerzas

Momentos con respecto al centro del disco

~M1 = −bF1
~k, ~M2 = −bF2

~k, ~M3 = aF3
~k

Momento total con respecto al centro del disco

~M = ~M1 + ~M2 + ~M3 = (aF3 − b(F1 + F2))~k

= (0.1× 12− 0.25× (9 + 10))~k = −3.55~kN m
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Momento de una fuerza

Ejemplo: disco-tres fuerzas

Para determinar los momentos con respecto al Eje que pasa por
O′ necesitamos

−−→
O′O =

b√
2

(~i+~j), ~u =
1√
2

(~i−~j)

con ~u un vector unitario en la dirección del eje

Para cada Pj , ~r
′
j =
−−−→
O′Pj =

−−→
O′O +

−−→
OPj ,

~r′1 =
b√
2

(~i+ (1 +
√

2)~j), ~r′2 =
b√
2

((1 +
√

2)~i+~j),

~r′3 =
b√
2

(~i+~j) +
a

2
(−~i+

√
3~j) =

1

2
((b
√

2− a)~i+ (b
√

2− a
√

3)~j)

Calculamos ahora
~r′j⊥ = ~r′j − (~r′j · ~u)~u
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Momento de una fuerza

Ejemplo: disco-tres fuerzas

Calculamos ~r′j⊥ = ~r′j − (~r′j · ~u)~u

~r′1 · ~u = − b√
2
, ~r′2 · ~u =

b√
2
, ~r′3 · ~u =

a(
√

3− 1)

2
√

2

~r′1⊥ =
b(1 +

√
2)

2
(~i+~j)

~r′2⊥ =
b(1 +

√
2)

2
(~i+~j)

~r′3⊥ =
2
√

2b− a(1 +
√

3)

2
√

2
(~i+~j)

Momentos ~Mj = ~r′j⊥ × ~Fj
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Momento de una fuerza

Ejemplo: disco-tres fuerzas

Momentos ~Mj = ~r′j⊥ × ~Fj

~M1 = −F1b(1 +
√

2)

2
~k = −3.02~kN m

~M2 = −F2b(1 +
√

2)

2
~k = −2.72~kN m

~M3 = F3
2
√

2b− a(1 +
√

3)

4
√

2
(
√

3− 1)~k = 0.67~kN m

~M = ~M1 + ~M2 + ~M3 = −5.06~kN m
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Momento de un par de fuerzas

Momento ~M de un par de fuerzas opuestas (aplicadas en puntos
diferentes):

~F en P1, −~F en P2,
−−−→
P2P1 = ~r

En principio, ~M con respecto a O

~M = ~M1 + ~M2 = ~r1 × ~F + ~r2 × (−~F )

~M = (~r1 − ~r2)× ~F

~M = ~r × ~F

| ~M | = |~r| |~F | sin θ = |~F | d

Independiente de O, mismo ~M
con respecto a cualquier punto

b

b

b
O

~r

~r1

~r2

−~F

~F

θ

θ

d = |~r| sin θ

P1

P2

d es la distancia entre dos rectas de dirección ±~F (paralelas) que
pasan por P1 y P2
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Dinámica de la rotación

Sólido ŕıgido como sistema de n masas puntuales

Sobre cada masa mj actúa una fuerza ~Fj
El sólido gira alrededor de un eje con dirección fija (el eje “forma
parte” del sólido)

Origen de coordenadas en un punto del eje, posiciones y
velocidades de las masas ~rj , ~vj
Movimiento del sólido ŕıgido

~vj = ~ω × ~rj = ~ω × ~rj⊥
con ~ω la velocidad angular (N.B. dependiente del tiempo t):

dirección del eje, vector unitario:
~ω

ω
, ω = |~ω|

y la descomposición (habitual)

~rj = ~rj‖ + ~rj⊥, ~rj‖ =
(~rj · ~ω)

ω2
~ω
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Dinámica de la rotación

Segunda ley de Newton

~Fj = mj
d~vj
dt

= mj
d

dt
(~ω × ~rj) = mj

d

dt
(~ω × ~rj⊥)

Eje con dirección fija: d
dt

(
~ω
ω

)
= 0, aceleración angular ~α = dω

dt
~ω
ω

~Fj = mj
d~vj
dt

= mj

(
dω

dt

~ω

ω
× ~rj + ~ω × ~vj

)
= mj (~α× ~rj + ~ω × ~vj)

Sumando para todo j (con M =
∑n
j=1mj)

~FNeta =

n∑
j=1

~Fj = M~aCM = ~α× (M~rCM) + ~ω × (M~vCM)

. . . que no es más que lo que ya sab́ıamos sobre el movimiento
global de un sistema particularizado para un sólido ŕıgido, no nos
permite “resolver” el movimiento del sistema, es decir determinar
aceleración o velocidad angular
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Dinámica de la rotación

Probemos con el momento ~Mj de ~Fj con respecto al eje fijo

~Mj = ~rj⊥ × ~Fj = mj~rj⊥ × (~α× ~rj + ~ω × ~vj)

Sustituimos ~ω × ~vj = ~ω × (~ω × ~rj) y desarrollamos

~Mj = mj~rj⊥ × (~α× ~rj⊥ + ~ω × (~ω × ~rj⊥))

~Mj = mj~rj⊥ ×
(
~α× ~rj⊥ + (~ω · ~rj⊥)~ω − ω2~rj⊥

)
Con ~ω · ~rj⊥ = 0 y ~rj⊥ × ~rj⊥ = ~0 simplificamos a

~Mj = mj~rj⊥ ×
(
~α× ~rj⊥ − ω2~rj⊥

)
= mj~rj⊥ × (~α× ~rj⊥)

Desarrollamos y simplificamos ~α · ~rj⊥ = 0 (eje fijo ⇒ ~α ∝ ~ω) para
obtener finalmente

~Mj = mj

(
|~rj⊥|2~α− (~α · ~rj⊥)~rj⊥

)
= mj |~rj⊥|2~α
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Dinámica de la rotación

~Mj = mj |~rj⊥|2~α
Sumamos ahora para todo j

~MTot =

n∑
j=1

~Mj =

( n∑
j=1

mj |~rj⊥|2
)
~α

Esta ecuación determina la dinámica de rotación del sólido ŕıgido (con
eje fijo)

Conocida la dirección del eje fijo, las fuerzas ~Fj y las posiciones

~rj , podemos calcular ~MTot

Siendo |~rj⊥| constantes, podemos calcular también∑n
j=1mj |~rj⊥|2, una cantidad constante caracteŕıstica del sistema

¡La ecuación nos permite obtener la aceleración angular ~α!
(Es decir, la evolución temporal del giro alrededor del eje fijo)
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Dinámica de la rotación

Definimos el momento de inercia I con respecto al eje de giro

I ≡
n∑
j=1

mj |~rj⊥|2

Suma de (masa) × (distancia al eje)2 para todo el sólido ŕıgido

Dimensiones [I] = ML2, en S.I. unidades kg m2

Ecuación fundamental de la dinámica de rotación
(alrededor de un eje con dirección fija)

~MTot = I ~α = I α
~ω

ω

con ~MTot el momento total de las fuerzas que actúan sobre el sistema,
con respecto al eje de giro
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Dinámica de la rotación

Dado un momento total ~MTot (de las fuerzas ~Fj con respecto al
eje de giro), la aceleración angular resultante es

proporcional a ~MTot,
inversamente proporcional a I

Situación análoga a la segunda ley de Newton, F = ma: dada
una fuerza F ,

aceleración a proporcional a F ,
aceleración a inversamente proporcional a m, m da la inercia,
“resistencia” a cambiar el estado de movimiento

En el caso de la rotación, aceleración a 7→ aceleración angular ~α,
inercia m 7→ I =

∑
mj |~rj⊥|2 (de ah́ı momento de inercia)

Sólido ŕıgido continuo

I =

∫
C

|~rj⊥|2 dm

Sistema dividido en subpartes: momento de inercia total es la
suma de los momentos de inercia de las subpartes
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Dinámica de la rotación

Separamos fuerzas externas e internas ~Fj = ~Fj,ext + ~Fj,int ⇒
~MTot = ~MExt + ~MInt

con

~MExt =

n∑
j=1

~rj⊥ × ~Fj,ext, ~MInt =

n∑
j=1

~rj⊥ × ~Fj,int

Separamos a su vez las fuerzas internas

~Fj,int =

n∑
k=1,k 6=j

~F[k→j]

De acuerdo con la tercera ley (acción-reacción)

~F[k→j] = −~F[j→k]

Importante: ~F[k→j] se aplica en ~rj , mientras ~F[j→k] se aplica en ~rk
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Dinámica de la rotación

Tenemos por tanto

~MInt =

n∑
j=1

n∑
k=1
k 6=j

~rj⊥ × ~F[k→j]

La doble suma recorre todos los pares j, k, con j 6= k, con dos
términos en cada caso

j 6= k, ~rj⊥ × ~F[k→j] + ~rk⊥ × ~F[j→k] = (~rj⊥ − ~rk⊥)× ~F[k→j]

es decir

~MInt =

n−1∑
j=1

n∑
k=j

(~rj⊥ − ~rk⊥)× ~F[k→j]

→ similar a una suma de momentos de pares de fuerzas
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Dinámica de la rotación

T́ıpicamente, la fuerza interna entre j y k tiene dirección ~rj − ~rk,
y en ese caso reescribimos

~rj⊥ − ~rk⊥ = (~rj − ~rk)− (~rj‖ − ~rk‖)
con ~rj‖ − ~rk‖ ∝ ~ω

ω , de modo que

(~rj⊥ − ~rk⊥)× ~F[k→j] = −(~rj‖ − ~rk‖)× ~F[k→j]

Ahora bien, dado que

~ω

ω
·
(
(~rj‖ − ~rk‖)× ~F[k→j]

)
= 0

la fuerza interna entre j y k no puede contribuir al momento de
fuerzas en ~MTot = I α ~ω

ω
⇒ cuando las fuerzas internas son del tipo mencionado (fuerza
interna entre j y k tiene dirección ~rj − ~rk), tan solo las fuerzas
externas producen momento de fuerzas y resulta

~MTot = ~MExt
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Momentos de inercia

Ejemplo: calcula los momentos de inercia de un conjunto de cinco
masas puntuales m idénticas en posiciones

~r1 = (0, 0, 0), ~r2 = (a, b, 0), ~r3 = (a,−b, 0),

~r4 = (−a, b, 0), ~r5 = (−a,−b, 0)

con respecto a

eje x (dirección ~i), pasando por O = (0, 0, 0)

eje y (dirección ~j), pasando por O = (0, 0, 0)

eje z (dirección ~k), pasando por O = (0, 0, 0)

eje x′ (dirección ~i), pasando por O′ = (0, b, 0)
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Momentos de inercia

Ejemplo: momentos de inercia 5 masas

b

b

b

b

b

x
b

b

b

b

b

y

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

z

x
′

b

b

b

b

b
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Momentos de inercia

Ejemplo: 5 masas
Momento de inercia

I =

5∑
j=1

md2j

con dj la distancia entre la masa j y el eje de rotación

eje x (dirección ~i), pasando por O = (0, 0, 0)

d1 = 0, d2 = b, d3 = b, d4 = b, d5 = b

Ix = 4mb2

eje y (dirección ~j), pasando por O = (0, 0, 0)

d1 = 0, d2 = a, d3 = a, d4 = a, d5 = a

Iy = 4ma2
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Momentos de inercia

Ejemplo: 5 masas
Momento de inercia

I =

5∑
j=1

md2j

con dj la distancia entre la masa j y el eje de rotación

eje z (dirección ~k), pasando por O = (0, 0, 0)

d1 = 0, d2 =
√
a2 + b2, d3 = d2, d4 = d2, d5 = d2

Iz = 4m(a2 + b2)

eje x′ (dirección ~i), pasando por O′ = (0, b, 0)

d1 = b, d2 = 0, d3 = 0, d4 = 2b, d5 = 2b

Ix′ = 9mb2 (= 4mb2 + 5mb2)
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Momentos de inercia

Ejemplo: calcula los momentos de inercia de un conjunto de 4 masas
puntuales en posiciones

Masas m en ~r1 = (a, 0, 0), ~r2 = (−a, 0, 0),

masas M en ~r3 = (0, b, 0), ~r4 = (0,−b, 0)

con respecto a

eje x (dirección ~i), pasando por O = (0, 0, 0)

eje y (dirección ~j), pasando por O = (0, 0, 0)

eje z (dirección ~k), pasando por O = (0, 0, 0)
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Momentos de inercia

Ejemplo: momentos de inercia 4 masas

bb

b

b

x
bb

b

b

y

bb

b

b

bb

b

b

b z
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Momentos de inercia

Ejemplo: momentos de inercia 4 masas

eje x (dirección ~i), pasando por O = (0, 0, 0),

d1 = 0, d2 = 0, d3 = b, d4 = b ⇒ Ix = 2Mb2

eje y (dirección ~j), pasando por O = (0, 0, 0)

d1 = a, d2 = a, d3 = 0, d4 = 0 ⇒ Iy = 2ma2

eje z (dirección ~k), pasando por O = (0, 0, 0)

d1 = a, d2 = a, d3 = b, d4 = b ⇒ Iz = 2(ma2 +Mb2)
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Momentos de inercia

Ejemplo: calcula los momentos de inercia de un conjunto de 3 masas
puntuales idénticas situadas en los vértices de un triángulo equilátero
(dos masas sobre el eje x, una sobre el eje y) con respecto a

eje x (dirección ~i), pasando por O = (0, 0, 0)

eje y (dirección ~j), pasando por O = (0, 0, 0)

eje z (dirección ~k), pasando por O = (0, 0, 0)
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Momentos de inercia

Ejemplo: momentos de inercia 3 masas

Masas m en
posiciones

~r1 = (`/2, 0, 0)

~r2 = (−`/2, 0, 0)

~r3 = (
√

3`/2, 0, 0)

bb

b

x
bb

b

y

bb

b

bb

b

b z
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Momentos de inercia

Ejemplo: momentos de inercia 3 masas

eje x (dirección ~i), pasando por O = (0, 0, 0),

d1 = 0, d2 = 0, d3 =

√
3`

2
⇒ Ix =

3

4
m`2

eje y (dirección ~j), pasando por O = (0, 0, 0),

d1 =
`

2
, d2 =

`

2
, d3 = 0 ⇒ Iy =

1

2
m`2

eje z (dirección ~k), pasando por O = (0, 0, 0),

d1 =
`

2
, d2 =

`

2
, d3 =

√
3`

2
⇒ Iz =

5

4
m`2
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Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de una varilla homogénea de longitud `
y masa m con respecto a un eje perpendicular que pasa por (i) el
centro, (ii) un extremo de la varilla

x

dx

ℓ/2 ℓ/2

x

dx

ℓ
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Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de una varilla homogénea de longitud `
y masa m con respecto a un eje perpendicular que pasa por (i) el
centro, (ii) un extremo de la varilla

Densidad lineal de masa λ = m
`

Elemento dm = λ dx en posición x con x ∈ [0; `]; distancia al eje
(i)
∣∣ `
2 − x

∣∣, (ii) x

Momento de inercia (i)

Iy =

∫ `

0

dxλ

(
`

2
− x
)2

= λ `3
(

1

4
− 1

2
+

1

3

)
=

1

12
m`2

Momento de inercia (ii)

Iy =

∫ `

0

dxλx2 =
λ `3

3
=

1

3
m`2
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Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de un anillo homogéneo de radio r y
masa m con respecto a eje que pasa por el centro del anillo y
perpendicular a su plano

θ

dθ

R

Rdθ

b
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Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de un anillo homogéneo de radio R y
masa M con respecto a eje que pasa por el centro del anillo y
perpendicular a su plano

Densidad lineal de masa λ = M
2πR

Elemento dm = λRdθ en posición (R cos θ,R sin θ) con
θ ∈ [0; 2π]; distancia al eje: R

Momento de inercia

Iz =

∫ 2π

0

dθ λR3 = 2π λR3 = MR2

(N.B. Toda la masa está a distancia R del eje)
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Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de un disco homogéneo de radio R y
masa M con respecto a eje que pasa por el centro del disco y
perpendicular a su plano

r

dr

R

2πrdr

b
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Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de un disco homogéneo de radio R y
masa M con respecto a eje que pasa por el centro del disco y
perpendicular a su plano

Densidad superficial de masa del disco σ = M
πR2

Disco como conjunto de anillos infinitesimales (ejemplo anterior),
anillo entre r y r + dr, tiene una superficie 2πr dr y por tanto
una masa dm = σ2πr dr a una distancia r del eje

Momento de inercia total: integramos r2 dm para r ∈ [0;R]

Iz =

∫ R

0

dr 2πσ r3 =
πσR4

2
=

1

2
MR2
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Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de un cilindro homogéneo de radio R,
altura h y masa M con respecto a su eje de revolución

dz

z

h
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Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de un cilindro homogéneo de radio R,
altura h y masa M con respecto a su eje de revolución

Densidad de masa del cilindro ρ = M
πR2h

Cilindro como conjunto de discos infinitesimales (ejemplo
anterior), disco de radio R entre z y z + dz, tiene un volumen
πR2 dz y por tanto una masa dm = ρ πR2 dz, que contribuye
dIz = 1

2dmR2 = ρπ
2 R4 dz al momento de inercia

Para obtener el momento de inercia total, integramos dz entre 0
y h

Iz =

∫
dIz =

∫ h

0

dz
ρπ

2
R4 =

ρπ

2
hR4 =

1

2
MR2
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Momentos de inercia. Teorema de Steiner

Recordatorio: momento de inercia I de un sólido ŕıgido (sistema
de n part́ıculas) con respecto a un eje es

I =

n∑
j=1

mj |~rj⊥|2

con ~rj⊥ las distancias entre las masas mj y el eje

Consideremos ahora

como eje fijo de rotación un eje que pasa por el CM, con dirección
~u, |~u| = 1; sea ICM el momento de inercia con respecto a ese eje
posiciones ~Rj de las masas relativas al CM, OCM (i.e. para la

masa mj en el punto Pj ,
−−−−→
OCMPj = ~Rj)

Por construcción
n∑
j=1

mj
~Rj = ~0
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Momentos de inercia. Teorema de Steiner

Descomponiendo

~Rj = ~Rj⊥ + ~Rj‖ = ~Rj⊥ + (~Rj · ~u)~u

con ~u · ~Rj⊥ = 0 y ~u · ~Rj‖ = ~u · ~Rj ,
n∑
j=1

mj
~Rj‖ =

n∑
j=1

mj
~Rj⊥ = ~0

Consideramos ahora un nuevo eje
paralelo al anterior (misma dirección
~u) a una distancia d del CM, es decir,
el punto O′ del nuevo eje más cercano

al CM tiene
−−−−→
OCMO

′ = ~d con |~d| = d

y ~d · ~u = 0: ¿cómo se relaciona el
momento de inercia I ′ (con respecto
al nuevo eje) con ICM y d?

b

b

b

Sección ⊥ ~u

OCM

O′

P

~R⊥

~R⊥

~R

~R‖

~R‖ = ~u(~R · ~u)

~d

~u~u
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Momentos de inercia. Teorema de Steiner

Momento de inercia I ′

I ′ =

n∑
j=1

mj |~rj⊥|2
b

b

b
b

OCM

O′

~u

Sección ⊥ ~u

~R⊥

~d

~r⊥

Con ~rj⊥ = ~Rj⊥ − ~d

I ′ =

n∑
j=1

mj |~Rj⊥ − ~d|2

I ′ =

n∑
j=1

mj

(
|~Rj⊥|2 + |~d|2 − 2~Rj⊥ · ~d

)

I ′ =

 n∑
j=1

mj |~Rj⊥|2
+ |~d|2

 n∑
j=1

mj

− 2

 n∑
j=1

mj
~Rj⊥

 · ~d
I ′ = ICM +Md2
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Momentos de inercia. Teorema de Steiner

Teorema de Steiner

Dado el momento de inercia ICM de un sólido ŕıgido de masa M con
respecto a un eje que pasa por su centro de masas, el momento de
inercia I con respecto a un segundo eje paralelo al anterior a una
distancia d es

I = ICM +Md2
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Momentos de inercia. Teorema de Steiner

Ejemplo: momento de inercia de una varilla de masa m y longitud `
con respecto a un eje perpendicular que pasa por un extremo

Momento con respecto a eje perpendicular que pasa por el CM

ICM =
m`2

12

Teorema de Steiner:

I = ICM +m

(
`

2

)2

= m`2
(

1

12
+

1

4

)
=
m`2

3
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Momentos de inercia. Teorema de Steiner

Ejemplo: momento de inercia de un anillo de masa m y radio R con
respecto a un eje perpendicular (al plano del anillo) que pasa por el
propio anillo

Momento con respecto a eje perpendicular que pasa por el CM

ICM = mR2

Teorema de Steiner:

I = ICM +mR2 = 2mR2
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Momentos de inercia. Teorema de Steiner

Ejemplo: momento de inercia de un disco de masa m y radio R con
respecto a un eje perpendicular que pasa por el borde

Momento con respecto a eje perpendicular que pasa por el CM

ICM =
mR2

2

Teorema de Steiner:

I = ICM +mR2 =
3

2
mR2
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: se quiere abrir una puerta de masa m = 50 kg, una anchura
` = 90 cm y una altura h = 2 m, tirando de ella con una fuerza F de
10 N (perpendicularmente a la puerta).

Calcular el momento de inercia de la puerta, respecto del eje que
pasa por las bisagras (como una lámina rectangular uniforme).

Comparar la aceleración angular que adquiere la puerta si
tiramos del extremo o del punto medio.

Si la anchura de la puerta se reduce a la mitad, manteniendo la
misma masa, ¿cuál es la aceleración angular que adquiere,
comparada con el caso anterior (tirando del extremo)?
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: puerta

Momento de inercia I con respecto al eje de giro.
Densidad superficial de masa σ, coordenadas según figura (origen

O, base {~i,~j,~k}; la distancia de un elemento dm = σ dx dy en
posición (x, y) al eje es x2, por tanto

I =

∫ h

0

dy

∫ `

0

dxσ x2 =
σ h `3

3

La masa de la puerta es

m =

∫ h

0

dy

∫ `

0

dxσ = σ h `

⇒ I =
1

3
m`2

(N.B. ver ejemplo de la varilla)

b
~F

b ~i

~j

~k

O

dx

dy

ℓ

h
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: puerta

Fuerza ~F = F~k aplicada en un punto (Dx, Dy) de la puerta da un
momento con respecto al eje

~M = ~r⊥ × ~F = (Dx
~i)× (F~k) = −DxF~j

Con ~M = I~α,

~α = I−1 ~M = −3DxF

m`2
~j ⇒ α = |~α| = 3DxF

m`2

Casos

para Dx =
`

2
, α =

3F

2m`
=

3× 10

2× 50× 0.9
= 0.33 rad s−2

para Dx = `, α =
3F

m`
= 0.66 rad s−2
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: puerta

Si cambiamos ` 7→ `′ = `
2 (puerta con la mitad de anchura y

misma masa m),

I 7→ I ′ =
1

3
m`′2 =

1

12
m`2

Para Dx = `′,

α′ =
3DxF

m`′2
=

3F

m`′
=

6F

m`

α′ = 1.33 rad s−2

b
~F

b ~i

~j

~k

O

Dx

Dy

ℓ

h ~α

88
F́ısica General I – Tema 6 – Rotación del sólido ŕıgido



Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: una varilla uniforme de masa m y longitud ` puede girar sin
rozamiento alrededor de un extremo; partiendo del reposo en posición
horizontal, determina

la aceleración angular inicial,

la aceleración tangencial inicial del extremo libre,

la fuerza de contacto en el extremo fijo en el instante inicial.

Aplicación numérica: ` = 30 cm, m = 200 g.

~g

b

ℓ

O

b ~i

~j
~k
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: varilla uniforme gira

Posiciones con respecto a O: CM en ~rCM = − `
2
~i, extremo libre en

~r = − ~̀i
Fuerzas:

~Fg = −mg~j aplicada en ~rCM

~Fc aplicada en O (~rO = ~0)

Dinámica:
movimiento del CM: m~aCM = ~FNeta

rotación: IO ~α = ~MTot, IO momento de inercia con respecto a eje
~k por O

~g

~Fg

~Fc

bb

~ωO

b

b ~i

~j
~k
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: varilla uniforme gira

Movimiento del CM: con velocidad angular en el instante inicial
~ω = ~0,

m~aCM = ~α× (m~rCM) = ~α×
(
−m`

2
~i

)
m~aCM = −mg~j + ~Fc

Rotación: momentos de las fuerzas con respecto a eje ~k por O,
~MTot,

~MTot =

(
− `

2
~i

)
× (−mg~j) +~0× ~Fc =

mg`

2
~k

Momento de inercia con respecto a eje ~k por O (ver ejemplo
varilla)

IO =
m`2

3
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: varilla uniforme gira

Dinámica ⇒
~α×

(
−m`

2
~i

)
= −mg~j + ~Fc

mg`

2
~k =

m`2

3
~α

es decir

~α =
3g

2`
~k, ~Fc =

mg

4
~j, ⇒ ~aCM = −3

4
g~j

Aceleración tangencial del extremo libre

~a‖ = ~α× (− ~̀i) = 2~aCM = −3

2
g~j

Aplicación numérica m = 0.2 kg, ` = 0.3 m

IO = 6× 10−3 kg m2, |~α| = 49 rad s−2, |~Fc| = 0.49 N
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: se sujeta un bloque de masa m a
una cuerda ligera enrollada alrededor de una
polea de masa m0 y radio R. La polea puede
girar sin rozamiento y la cuerda no desliza.
Halla la tensión de la cuerda y la aceleración
del bloque.

m

m0 R

~g
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: bloque-polea

Bloque

~Fg = −mg~j, ~T↑ = T↑~j

Polea

~Fg0 = −m0g~j, ~T↓ = −T↓~j, ~FN = FN~j

Momento de fuerzas con respecto al eje
de giro (perpendicular al disco, pasando
por el centro del mismo)

~M = (R~i)× ~T↓ = −RT↓~k
~Fg

~T↓

~T↑

~Fg0

~FN

P2

P1

~i

~j

~k
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: bloque-polea

Cuerda longitud constante

T↑ = T↑ = T

Aceleración (vertical) de P1 (bloque 1) =
aceleración tangencial de P2

~aP1
= −a~j

~aP2 = −a~j = ~α× (R~i)

con ~α la aceleración angular
~Fg

~T↓

~T↑

~Fg0

~FN

P2

P1

~i

~j

~k
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: bloque-polea

Segunda ley de Newton (bloque)

(T −mg)~j = −ma~j

Rotación de la polea

~M = I ~α ⇔ −RT
I
~k = ~α

⇒ ~aP2
= −a~j = ~α× (R~i) = −R

2T

I
~j

con I el momento de inercia de la polea
con respecto al eje de giro

~Fg

~T↓

~T↑

~Fg0

~FN

P2

P1

~i

~j

~k

96
F́ısica General I – Tema 6 – Rotación del sólido ŕıgido



Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: bloque-polea

Tenemos

(T −mg) = −ma, a =
R2T

I

Resolvemos

a = g
mR2

mR2 + I
, T = mg

I

I +mR2

~α = −RT
I
~k = − g

R

mR2

I +mR2
~k

N.B. I: (i) disco homogéneo I = 1
2m0R

2,
(ii) anillo homogéneo I = m0R

2

~Fg

~T↓

~T↑

~Fg0

~FN

P2

P1

~i

~j

~k
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: bloque-polea

Casos ĺımite

I → 0 → cáıda libre del bloque m

a→ g, T → 0

I � mR2 → “no cae”

a→ 0, T → mg

~Fg

~T↓

~T↑

~Fg0

~FN

P2

P1

~i

~j

~k
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo (máquina de Atwood): dos bloques con
masas m1 y m2 están conectados por una cuerda que
pasa por una polea de radio R y masa m. La polea
puede girar sin rozamiento y la cuerda no desliza.
Determina la aceleración lineal de los bloques y la
aceleración angular de la polea.

m1

m2

m R
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo (máquina de Atwood):

Bloque 1

~Fg1 = −m1g~j, ~T↑1 = T↑1~j

~Fg1 + ~T↑1 = m1~a1

Bloque 2

~Fg2 = −m2g~j, ~T↑2 = T↑2~j

~Fg2 + ~T↑2 = m2~a2
~Fg1 ~Fg2

~T↓2

~T↑2

~Fg

~FN

~T↓1

~T↑1
~i

~j

~k

P3

P1

P4

P2

Polea (traslación)

~Fg = −mg~j, ~FN = FN~j, ~T↓1 = −T↓1~j, ~T↓2 = −T↓2~j
~Fg + ~FN + ~T↓1 + ~T↓2 = ~0
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo (máquina de Atwood):

Polea (rotación alrededor de un eje ⊥ que pasa
por el centro)

~M↓1 = (−R~i)× (−T↓1~j) = RT↓1~k

~M↓2 = (R~i)× (−T↓2~j) = −RT↓2~k
~M↓1 + ~M↓2 = I ~α ⇒ ~α =

R(T↓1 − T↓2)

I
~k

Cuerda tiene una longitud constante

T1↑ = T1↓ = T1, T2↑ = T2↓ = T2

y no desliza en la polea: aceleración de Pj

~aP1 = ~a‖P3
= −~aP2 = −~a‖P4

~Fg1 ~Fg2

~T↓2

~T↑2

~Fg

~FN

~T↓1

~T↑1
~i

~j

~k

P3

P1

P4

P2

con ~a‖P3
y ~a‖P4

las aceleraciones tangenciales a la polea en P3 y P4
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo (máquina de Atwood):

En términos de ~a1 y ~a2 de los bloques

~a2 = a~j ⇒ ~a1 = −a~j, ~a‖P4
= a~j, ~a‖P3

= −a~j

Rotación de la polea (con eje de giro fijo)

~a‖P4
= ~α× (R~i), ~a‖P3

= ~α× (−R~i)

~a‖P4
=
R(T1 − T2)

I
~k × (R~i) =

R2(T1 − T2)

I
~j

~a‖P3
= −R

2(T1 − T2)

I
~j

~Fg1 ~Fg2

~T↓2

~T↑2

~Fg

~FN

~T↓1

~T↑1
~i

~j

~k

P3

P1

P4

P2
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo (máquina de Atwood):

Tenemos por tanto

(T1 −m1g)~j = −m1a~j

(T2 −m2g)~j = m2a~j

(FN −mg − T1 − T2)~j = ~0

a~j =
R2(T1 − T2)

I
~j

~Fg1 ~Fg2

~T↓2

~T↑2

~Fg

~FN

~T↓1

~T↑1
~i

~j

~k

P3

P1

P4

P2

Resolvemos

T1−T2 = (m1−m2)g−(m1+m2)a =
I

R2
a ⇒ a = g

m1 −m2

m1 +m2 + I/R2
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo (máquina de Atwood):

a = g
m1 −m2

m1 +m2 + I/R2
⇒ T1 = m1g

2m2 + I/R2

m1 +m2 + I/R2

T2 = m2g
2m1 + I/R2

m1 +m2 + I/R2

~α =
a

R
~k

FN = mg + T1 + T2 = (m+m1 +m2)g − (m1 −m2)2

m1 +m2 + I/R2
g

N.B. Polea:
(i) disco homogéneo → I/R2 = m

2 , (ii) anillo → I/R2 = m
Ĺımites

m, I → 0: máquina de Atwood vista en Tema 3, Dinámica
m2 → 0: ejemplo un único bloque que cuelga de una polea
I/R2 � m1,m2: equilibrio, a→ 0, T1 = m1g, T2 = m2g
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: dos bloques de masas m1 y m2 están conectados por una
cuerda que pasa por una polea de masa m y radio R. El bloque m1 se
desliza horizontalmente sin rozamiento mientras el bloque m2 se
mueve verticalmente, según indica la figura. Determina la aceleración
de los bloques, la aceleración angular de la polea y las tensiones en la
cuerda

~i
~j

~k

m1

m2

m

R
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: bloques-polea
Bloque m1, fuerzas

~Fg1 = −m1g~j, ~FN = FN~j,

~T→ = T→~i

Bloque m2, fuerzas

~Fg2 = −m2g~j, ~T↑ = T↑~j

~i
~j

~k

b

b

~Fg1

~FN ~T→
~T←

~T↓

~T↑

~Fg2

Polea, fuerzas
~T← = −T←~i, ~T↓ = −T↓~j

Polea, momento de fuerzas con respecto a eje ⊥ por el centro

~M← = (R~j)× ~T← = RT← ~k

~M↓ = (R~i)× ~T↓ = −RT↓ ~k
~M = ~M← + ~M↓ = R(T← − T↓)~k
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Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: bloques-polea
Cuerda

T→ = T← = T1, T↓ = T↑ = T2

Dinámica

(FN −m1g)~j + T1~i = m1~a1 = m1a1~i

(T2 −m2g)~j = m2~a2 = m2a2~j

~M = R(T1 − T2)~k = I~α

~i
~j

~k

b

b

~Fg1

~FN ~T→
~T←

~T↓

~T↑

~Fg2

~α = α~k, α = R(T1−T2)
I con I el momento de inercia de la polea

con respecto al eje (e.g. disco homogéneo: I = 1
2mR

2)

Cuerda de longitud constante{
a1~i = ~α× (R~j) = αR~k ×~j = −αR~i
a2~j = ~α× (R~i) = αR~k ×~i = αR~j

}
⇒ a = a1 = −a2 = −αR

107
F́ısica General I – Tema 6 – Rotación del sólido ŕıgido



Dinámica de la rotación. Ejemplos

Ejemplo: bloques-polea

Tenemos que resolver

(FN −m1g)~j + T1~i = m1a~i (T2 −m2g)~j = −m2a~j

R(T1 − T2)~k = −Ia
R
~k

por tanto

a = g
m2

m1 +m2 + I/R2
FN = m1g

T1 = m2g
m1

m1 +m2 + I/R2
T2 = m2g

m1 + I/R2

m1 +m2 + I/R2

Ĺımites particulares

m2 → 0, no hay movimiento, a = 0, T1 = T2 = 0

m1 → 0, ejemplo bloque-polea

I/R2 � m1,m2, m2 “suspendida”, a = 0, T1 = 0, T2 = m2g
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Enerǵıa cinética de rotación

Sistema ŕıgido de j = 1, . . . , n part́ıculas, masas mj , en posiciones ~rj
con velocidades ~vj
(N.B. Posiciones ~rj relativas a un origen O fijo, velocidades ~vj
independientes de O)

La enerǵıa cinética es

Ec =

n∑
j=1

1

2
mj |~vj |2

Descomponemos ~rj = ~rCM + ~Rj , ~vj = ~vCM + ~Vj ,

con ~Rj , ~Vj , posiciones y velocidades relativas al CM

Tenemos

|~vj |2 = |~vCM + ~Vj |2 = |~vCM|2 + |~Vj |2 + 2~vCM · ~Vj

Ec =

n∑
j=1

1

2
mj |~vj |2 =

n∑
j=1

1

2
mj

{
|~vCM|2 + |~Vj |2 + 2~vCM · ~Vj

}
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Enerǵıa cinética de rotación

Sistema ŕıgido de j = 1, . . . , n part́ıculas, masas mj , en posiciones ~rj
con velocidades ~vj

La enerǵıa cinética es

Ec =

 n∑
j=1

1

2
mj

 |~vCM|2+

 n∑
j=1

1

2
mj |~Vj |2

+2~vCM·

 n∑
j=1

1

2
mj

~Vj


Masa total M

n∑
j=1

1

2
mj =

1

2
M

Movimiento relativo al CM,

n∑
j=1

1

2
mj

~Vj = ~0
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Enerǵıa cinética de rotación

Sistema ŕıgido de j = 1, . . . , n part́ıculas, masas mj , en posiciones ~rj
con velocidades ~vj

Movimiento relativo al CM, ~Vj = ~ω × ~Rj , con ~ω la velocidad
angular (|~ω| = ω)

|~Vj |2 = |~ω × ~Rj |2 = ω2|~Rj⊥|2 = ω2d2j

con dj distancia de mj al eje de rotación del sólido ŕıgido
alrededor del CM, n∑

j=1

1

2
mj |~Vj |2

 =
1

2

 n∑
j=1

mjd
2
j

ω2 =
1

2
I~ωCM ω2

con I~ωCM el momento de inercia del sólido ŕıgido con respecto a un
eje que pasa por el CM con dirección ~ω
Obtenemos finalmente

Ec =
1

2
M |~vCM|2 +

1

2
I~ωCM ω2
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Enerǵıa cinética de rotación

Sistema ŕıgido de j = 1, . . . , n part́ıculas, masas mj , en posiciones ~rj
con velocidades ~vj

Momento de inercia del sistema con respecto al eje de rotación:

I~ωCM =

n∑
j=1

mjd
2
j

de modo que la enerǵıa cinética de rotación alrededor del CM es
simplemente

ERotCM
c =

1

2
I~ωCM ω2

Analoǵıa con enerǵıa cinética de traslación 1
2mv

2, de nuevo

inercia: masa m 7→ momento de inercia I

movimiento: velocidad v 7→ velocidad angular ω
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Enerǵıa cinética de rotación

Sistema ŕıgido de j = 1, . . . , n part́ıculas, masas mj , en posiciones ~rj
con velocidades ~vj

Enerǵıa cinética del sistema

Ec =
1

2
M |~vCM|2 +

1

2
I~ωCM ω2

Término asociado al movimiento global del sistema: 1
2M |~vCM|2

⇔ movimiento de toda la masa M con ~vCM

Término asociado a la rotación alrededor del CM: 1
2I
~ω
CM ω2

En general ~vCM y ~ω son independientes, pero hay casos en que
están relacionados

Giro alrededor de un eje fijo
Objetos “rodantes”
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Enerǵıa cinética de rotación

Giro alrededor de un eje fijo

Velocidad del CM

~vCM = ~ω × ~rCM⊥ ⇒ |~vCM|2 = ω2|~rCM⊥|2

|~rCM⊥| es la distancia d del CM al eje fijo

Enerǵıa cinética

Ec =
1

2
Mω2d2 +

1

2
I~ωCM ω2 =

1

2

(
Md2 + I~ωCM

)
ω2

Teorema de Steiner: momento de inercia I con respecto al eje fijo

I = Md2 + I~ωCM

Enerǵıa cinética como enerǵıa cinética de rotación alrededor del
eje fijo

Ec =
1

2
Iω2
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Enerǵıa cinética de rotación

Ejemplo: en un ejemplo anterior, analizamos un sistema de tres masas
idénticas m0 que, en un instante dado, se encuentran en

~r1 = 4~im, ~r2 = 8~im, ~r3 = (6~i+ 6~j) m

con velocidades

~v1 = 3~im s−1, ~v2 = (3~i+ 2~j) m s−1, ~v3 = ~jm s−1

Determina el momento de
inercia del sistema con
respecto a un eje que pasa por
el CM con dirección ~ω

Comprueba la descomposición
de la enerǵıa cinética, CM +
rotación alrededor de CM

b b b

b

b

O
~i

~j

~k

1 2

3

CM

~V1

~V2

~V3

~R1
~R2

~R3

~vCM

~ω
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Enerǵıa cinética de rotación

Ejemplo: tres masas

Velocidades

~v1 = 3~im s−1, ~v2 = (3~i+ 2~j) m s−1, ~v3 = ~jm s−1

Velocidad del CM, ~vCM = (2~i+~j) m/s

Velocidades relativas al CM, ~Vj = ~vj − ~vCM

~V1 = (~i−~j) m s−1, ~V2 = (~i+~j) m s−1, ~V3 = −2~im s−1

Velocidad angular, ~ω = 1
2
~k s−1

Posiciones relativas al CM, ~Rj = ~rj − ~rCM

~R1 = (−2~i− 2~j) m, ~R2 = (2~i− 2~j) m, ~R3 = 4~jm

Momento de inercia I~ωCM con respecto a eje que pasa por el CM

con dirección ~ω (dirección ~k),

I~ωCM =

3∑
j=1

mj |~Rj⊥|2 = m0

3∑
j=1

|~Rj |2 = m0(8+8+16)m2 = 32m0m2
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Enerǵıa cinética de rotación

Ejemplo: tres masas

Enerǵıa cinética a partir de velocidades ~vj

Ec =
1

2
m0

(
|~v1|2 + |~v2|2 + |~v3|2

)
=
m0

2
(9 + 9 + 4 + 1) m2/s2 =

23

2
m0 m2/s2

Enerǵıa cinética asociada a la masa total con velocidad ~vCM

Ec,~vCM
=

1

2
3m0(4 + 1)m2/s2 =

15

2
m0 m2/s2

Enerǵıa cinética asociada a la rotación alrededor del CM

Ec,~ωCM
=

1

2
I~ωCM|~ω|2 =

1

2
32m0

(
1

2

)2

m2/s2 = 4m0 m2/s2

Ec = Ec,~vCM
+ Ec,~ωCM

X
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Trabajo y enerǵıa cinética de rotación

En un punto P de un sólido ŕıgido se aplica una fuerza ~F ; el
sólido ŕıgido gira alrededor de un eje fijo. Origen de coordenadas
en O, un punto del eje fijo.
¿Cuál es el trabajo realizado por ~F?
En un intervalo dt, el punto P se desplaza

d~r =
d~r

dt
dt = ~v dt = (~ω × ~r)dt = (~ω × ~r⊥)dt

El trabajo realizado en dt es dW = ~F · d~r
dW = ~F · d~r = ~F · (~ω × ~r⊥)dt = ~ω · (~r⊥ × ~F )dt = ~ω · ~Mdt

con ~M el momento de la fuerza con respecto al eje
Dinámica de la rotación: ~M = I~α = I dωdt

~ω
ω con ~ω

ω fijo e I el
momento de inercia del sólido con respecto al eje fijo ⇒

dW = ~ω · ~Mdt = ω
~ω

ω
·
(
I
dω

dt

~ω

ω

)
dt = Iω

dω

dt
dt =

1

2
I d(ω2)
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Trabajo y enerǵıa cinética de rotación

Trabajo entre ti y tf

Wif =

∫ f

i

dW =

∫ f

i

~F · d~r =
1

2
I

∫ f

i

d(ω2) =
1

2
Iω2

f −
1

2
Iω2

i

es decir
Wif = ∆Erot

c = Erot
c,f − Erot

c,i

Teorema Trabajo-enerǵıa cinética para la rotación (eje fijo)

El trabajo neto realizado por las fuerzas externas sobre un sólido
ŕıgido que gira alrededor de un eje fijo es igual a la variación de la
enerǵıa cinética de rotación

Wif =

∫ f

i

~F · d~r = ∆Erot
c = Erot

c,f − Erot
c,i
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Trabajo y enerǵıa cinética de rotación

Ejemplo: una varilla uniforme de masa m y longitud ` puede girar sin
rozamiento alrededor de un extremo; partiendo del reposo en posición
horizontal, determina la velocidad angular cuando alcanza una
posición vertical.

~g

b

ℓ

O

b ~i

~j
~k
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Trabajo y enerǵıa cinética de rotación

Ejemplo: varilla uniforme gira
~Fc no realiza trabajo
~Fg = −mg~j realiza trabajo al recorrer el CM un arco de radio `/2
Parametrizamos el recorrido del CM con θ ∈ [0;π/2], el
desplazamiento d~r es

d~r =
`

2
dθ (sin θ~i− cos θ~j)

~g
~Fc

b

b

ℓ/2

Oθ

d~r

~Fg

b ~i

~j
~k
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Trabajo y enerǵıa cinética de rotación

Ejemplo: varilla uniforme gira

dW = ~Fg · d~r

dW = ~Fg · d~r = (−mg~j) ·
(
`

2
dθ (sin θ~i− cos θ~j)

)
=
mg`

2
cos θ dθ

Trabajo

Wif =

∫ f

i

dW =
mg`

2

∫ π
2

0

cos θ dθ =
mg`

2

[
sin θ

]π
2

0
=
mg`

2

Variación de la enerǵıa cinética de rotación con ωi = 0 y

momento de inercia I = m`2

3

∆Erot
c =

1

2
I
(
ω2
f − ω2

i

)
=
m`2

6
ω2
f

Teorema Trabajo-enerǵıa cinética de rotación

Wif = ∆Erot
c ⇒ ωf =

√
3g

`
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Trabajo y potencia

De forma análoga a lo ya visto en el tema 4, “Trabajo y
Enerǵıa”, la potencia P es la “velocidad” a la que una fuerza ~F
realiza trabajo (en la rotación del sólido ŕıgido con eje fijo)

P =
dW

dt
= ~F · d~r

dt
= ~F · ~v = ~F · (~ω × ~r⊥) = ~ω · (~r⊥ × ~F ) = ~ω · ~M

Dinámica de la rotación (eje fijo): ~M = I~α = I dωdt
~ω
ω , con I el

momento de inercia ⇒

P = ~ω · ~M = ω
~ω

ω
·
(
I
dω

dt

~ω

ω

)
= Iω

dω

dt
=

d

dt

(
1

2
Iω2

)
P =

d

dt
Erot
c

De nuevo, Potencia ↔ variación de la enerǵıa cinética
(en este caso de rotación)
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Enerǵıa mecánica

Para fuerzas conservativas introducimos la enerǵıa potencial U

WC
if = −∆U = Ui − Uf

De acuerdo con el teorema Trabajo-enerǵıa cinética de rotación

Wif = WC
if +WNoC

if = WNoC
if −∆U = ∆Erot

c

con WNoC
if el trabajo de las fuerzas no conservativas, es decir

Erot
c,f − Erot

c,i = Ui − Uf +WNoC
if

Definimos la enerǵıa mecánica EMec = Erot
c + U , por tanto

EMec,f = EMec,i +WNoC
if

Si, de haberlas, las fuerzas no conservativas no realizan trabajo,
WNoC
if = 0 y la enerǵıa mecánica se conserva
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Enerǵıa mecánica

Ejemplo: considera de nuevo el ejemplo del
bloque de masa m que cuelga de una polea
de masa m0 y radio R (la polea puede girar
sin rozamiento y la cuerda no desliza). En el
instante inicial t = 0 el sistema está en reposo;
transcurrido un tiempo t,

determina la enerǵıa cinética y potencial
del bloque,

determina la enerǵıa cinética de la polea,

comprueba la conservación de la enerǵıa
mecánica

m

m0 R

~g
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Enerǵıa mecánica

Ejemplo: masa-polea

Con ~i =→, ~j =↑, ~k = �, la aceleración del bloque es

~a = −g mR2

mR2 + I
~j = −a~j

y la aceleración angular de la polea

~α = −g mR

mR2 + I
~k = −α~k = − a

R
~k

Con y(0) = 0, la posición del bloque es

y(t) = −1

2
a t2

La polea ha girado un ángulo

θ(t) = −1

2
α t2
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Enerǵıa mecánica

Ejemplo: masa-polea

Enerǵıa cinética del bloque

Ebl
c (t) =

1

2
m

∣∣∣∣dydt
∣∣∣∣2 =

1

2
ma2t2

Enerǵıa potencial del bloque (origen U = 0 en posición inicial
y = 0)

Ubl(t) = mg y(t) = −mga
2

t2

Enerǵıa cinética de la polea

Epo
c (t) =

1

2
I

∣∣∣∣dθdt
∣∣∣∣2 =

1

2
Iα2t2 =

1

2
I
a2

R2
t2

En t = 0, la enerǵıa mecánica del sistema es

EMec = Ebl
c (0) + Ubl(0) + Epo

c (0) = 0
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Enerǵıa mecánica

Ejemplo: masa-polea

Ebl
c (t) =

1

2
ma2t2, Ubl(t) = −mga

2
t2, Epo

c (t) =
1

2
I
a2

R2
t2

Enerǵıa mecánica del sistema tras un tiempo t

EMec(t) = Ebl
c (t) + Ubl(t) + Epo

c (t) =
1

2
at2
(
ma−mg +

I

R2
a

)
Con a = g mR2

mR2+I ,

ma+
I

R2
a =

a

R2
(mR2 + I) = mg

y por tanto
EMec(t) = EMec(0) X
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Objetos rodantes

Objeto rodante: sólido ŕıgido que se mueve en contacto con una
superficie sin deslizar

Punto de contacto objeto-superficie fijo
⇒ movimiento de rotación alrededor de un eje que pasa por el
punto de contacto
⇔ rozamiento estático en el punto de contacto

b

b

b

~ω

θ0

θ0

CMb

b

θ0

θ0

θ

θ

ℓ

s

No desliza ⇔ ` = s
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Objetos rodantes

Planteamiento general (2D)

Momento de inercia I con respecto al eje instantáneo de rotación
⊥ al plano de la figura, depende de θ → I(θ)

Fuerzas, ~FN en punto de contacto, ~Fg en CM

Momento de fuerzas con respecto a eje ⊥ al plano de la figura,
pasando por el punto de contacto

~M = ~R× ~Fg +~0× ~FN = ~R× ~Fg

con ~R del punto de contacto al CM
Dinámica de la rotación, eje
con dirección fija

~M = ~R× ~Fg = I~α

para obtener
d2θ

dt2
= f(θ)

b

b

b

~ω

θ0

θ0

b

b

b

θ

CM

~R
~FN

~Fg
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Objetos rodantes

Ejemplo: un disco homogéneo de masa M y radio R rueda sin deslizar
sobre un plano horizontal; adherida al disco a una distancia R/2 del
centro hay una masa puntual m. En t = 0, la masa adherida se
encuentra en la posición que indica la figura y el centro del disco se
mueve con velocidad ~v0 = v0~i.

Determina la velocidad del centro del disco cuando la masa
adherida se encuentra alineada verticalmente con el punto de
contacto con el plano, por debajo del centro del disco.

Determina la velocidad del centro del disco cuando la masa
adherida se encuentra alineada verticalmente con el punto de
contacto con el plano, por encima del centro del disco. ¿Existe un
valor mı́nimo de |~v0| para que se pueda alcanzar esta
configuración?

Plantea las ecuaciones que determinan la dinámica de este
sistema (disco + masa adherida)
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Objetos rodantes

Ejemplo: un disco homogéneo de masa M y radio R rueda sin deslizar
sobre un plano horizontal; adherida al disco a una distancia R/2 del
centro hay una masa puntual m. En t = 0, la masa adherida se
encuentra en la posición que indica la figura y el centro del disco se
mueve con velocidad ~v0 = v0~i.

b b

b

R

R/2

~v0

M

m

b ~i

~j

~k
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Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida

Velocidad del centro del disco ~v0 = v0~i

~v0 = ~ω0 × ~r⊥

con ~ω0 ∝ ~k la velocidad angular, en t = 0, de rotación alrededor
de un eje perpendicular al disco por el punto de contacto con el
plano horizontal y ~r⊥ la posición del centro del disco relativa al
eje de rotación, ~r⊥ = R~j

⇒ ~ω0 = −v0
R
~k

Acudimos a la conservación de la enerǵıa mecánica: necesitamos
conocer tanto la enerǵıa cinética como la potencial del sistema,
que obtendremos separando las contribuciones del disco y de la
masa adherida
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Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida

Enerǵıa cinética inicial de la masa adherida: E
(m)
c,0 = 1

2m|~vi,m|2
con ~v0,m la velocidad que tiene en t = 0. Rotación alrededor del
punto de contacto con el plano ⇒ ~v0,m = ~ω0 × ~r⊥m con

~r⊥m = R~j + R
2
~i ⇒

~v0,m =
(
−v0
R
~k
)
×
(
R~j +

R

2
~i

)
= v0

(
~i− 1

2
~j

)
E

(m)
c,0 =

1

2
m|~v0,m|2 =

5

8
mv20

Enerǵıa potencial inicial de la masa adherida: escogemos la

posición inicial como referencia, U
(m)
0 = 0
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Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida

Enerǵıa cinética inicial del disco: rotación con momento de
inercia (→ Steiner) I = 1

2MR2 +MR2 = 3
2MR2 y velocidad

angular ~ω0,

E
(M)
c,0 =

1

2
I|~ω0|2 =

3

4
MR2 v

2
0

R2
=

3

4
Mv20

(Equivalentemente, CM + rotación alrededor del CM)

Enerǵıa potencial inicial del disco: escogemos la posición inicial

como referencia, U
(M)
0 = 0

Enerǵıa mecánica inicial del sistema

EMec,0 = E
(m)
c,0 + U

(m)
0 + E

(M)
c,0 + U

(M)
0 =

v20
8

(5m+ 6M)
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Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida

Posición 1, masa adherida en R
2
~j con

respecto a punto de contacto

Velocidad del centro del disco ~v1 = v1~i,
velocidad angular ~ω1 = −v1

R
~k, en función

de v1 calculamos la enerǵıa mecánica y a
partir de su conservación obtenemos v1

b

b

b

~v1

Enerǵıa potencial inicial del disco no cambia, U
(M)
1 = U

(M)
0 = 0

Enerǵıa potencial de la masa adherida U
(m)
1 = −mgR2

Enerǵıa cinética del disco E
(M)
c,1 = 3

4Mv21
Enerǵıa cinética de la masa adherida: la velocidad de la masa

adherida es ~v1,m = ~ω1 ×
(
R
2
~j
)

= v1

2
~i

⇒ E
(m)
c,1 =

1

2
m|~v1,m|2 =

1

8
mv21
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Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida
Posición 1, masa adherida en R

2
~j con

respecto a punto de contacto

Enerǵıa mecánica

EMec,1 = E
(m)
c,1 + U

(m)
1 + E

(M)
c,1 + U

(M)
1

EMec,1 =
v21
8

(m+ 6M)−mgR
2

b

b

b

~v1

por tanto, conservación de la enerǵıa mecánica ⇒

EMec,1 = EMec,0 ⇔
v21
8

(m+ 6M)−mgR
2

=
v20
8

(5m+ 6M)

v1 =

√
v20(5m+ 6M) + 4mgR

m+ 6M
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Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida

Posición 2, masa adherida en 3R
2
~j con

respecto a punto de contacto

El centro del disco tendŕıa en este caso
velocidad ~v2 = v2~i, la velocidad angular
seŕıa ~ω2 = −v2

R
~k

Para el disco E
(M)
c,2 = 3

4Mv22 , U
(M)
2 = 0

b

b

b

~v2

Para la masa adherida

E
(m)
c,2 =

9

8
mv22 , U

(m)
2 = mg

R

2

Enerǵıa mecánica EMec,2 = E
(m)
c,2 + U

(m)
2 + E

(M)
c,2 + U

(M)
2

EMec,2 =
v22
8

(9m+ 6M) +mg
R

2
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Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida
Posición 2, masa adherida en 3R

2
~j con

respecto a punto de contacto

Conservación de la enerǵıa mecánica
daŕıa

EMec,2 = EMec,0 ⇔
v22
8

(9m+ 6M) +mg
R

2
=
v20
8

(5m+ 6M)

b

b

b

~v2

⇒ v22 =
v20(5m+ 6M)− 4mgR

9m+ 6M

La velocidad v0 mı́nima para que la masa m pudiera alcanzar la
posición 2 corresponde a v22 = 0, es decir

(v0)Min =

√
4mgR

5m+ 6M
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Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida
Para obtener la dinámica del sólido ŕıgido
disco+masa adherida

Rotación de ángulo θ con respecto al
centro del disco = rotación del centro
del disco con respecto al eje
instantáneo de rotación (con
dirección fija!)
Ojo! En la figura θ < 0

Fuerzas y punto de aplicación

b b

b

b ~i

~j

~k

b

b

b

~v

θ

θ

~FN

~Fg,m

~Fg,M

Momento ~M de fuerzas con respecto al eje
Momento de inercia I del sistema con respecto al eje (depende
del ángulo θ)

Dinámica: ~M = I ~α = I α ~ωω = I d
2θ
dt2

~ω
ω

⇒ ecuación
d2θ

dt2
= f(θ)
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Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida

b b

b

b ~i

~j

~k

b

b

b

~v

θ

θ

~FN

~Fg,m

~Fg,M

Fuerzas y punto de aplicación con respecto al eje

~Fg,m = −mg~j en ~r⊥ =
R

2
cos θ~i+

(
R+

R

2
sin θ

)
~j

~Fg,M = −Mg~j en ~r⊥ = R~j

~FN en ~r⊥ = ~0
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Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida
Momentos de las fuerzas

~Mg,m = −mgR
2

cos θ~k

~Mg,M = ~0

~MN = ~0

b b

b

b ~i

~j

~k

b

b

b

~v

θ

θ

~FN

~Fg,m

~Fg,M

Momento de inercia del sistema: disco (Steiner) + masa adherida

I =
3

2
MR2+m

∣∣∣∣R2 cos θ~i+

(
R+

R

2
sin θ

)
~j

∣∣∣∣2 =
R2

4
(6M +m(5 + 4 sin θ))

Dinámica ~M = I~α = d2θ
dt2

~ω
ω ⇒

−2mg

R
cos θ = (6M +m(5 + 4 sin θ))

d2θ

dt2
⇔ d2θ

dt2
= f(θ)

Solución dif́ıcil
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Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida
Soluciones numéricas

v0 = 0

v0 = 0.5vc

v0 = 0.98vc

v0 = 1.02vc

v0 = 1.5vc

v0 = 2vc

vc =

√

4mgR

5m+6M

θ(
t)

/π

1

0

−1

−2

−3

−4

−5
t
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Objetos rodantes

Ejemplo: un disco homogéneo de masa M y radio R rueda sin deslizar
sobre un plano horizontal; en t = 0, el centro del disco se mueve con
velocidad ~v0 = v0~i.

Mucho más simple que el ejemplo anterior con una masa
adherida, basta tomar m→ 0

Dinámica
d2θ

dt2
= 0 ⇒ θ = ω0t+ θ0 =

v0
R
t+ θ0

Centro del disco = CM,
se mueve con velocidad constante ~v0 = v0~i

Velocidad angular constante ω0 = v0

R alrededor del eje
instantáneo de rotación (que tiene dirección fija)

⇔ movimiento rectiĺıneo uniforme del CM + rotación alrededor
del CM (eje ⊥ al disco) con velocidad angular constante ω0

144
F́ısica General I – Tema 6 – Rotación del sólido ŕıgido



Objetos rodantes

Ejemplo: una bola de bolera homogénea de radio R = 11 cm y masa
m = 7.2 kg rueda sin deslizar con v0 = 2.0 m/s sobre una superficie
horizontal. Continua rodando sin deslizar cuando sube por una
rampa, hasta que se para a una altura h. Determina h.

b

b

R

m
h

v0
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Objetos rodantes

Ejemplo: bola-plano inclinado

Aplicamos la conservación de la enerǵıa mecánica entre el estado
inicial y el estado final en que el CM se encuentra a una altura h
por encima de la inicial y tiene velocidad nula
Estado inicial: enerǵıa potencial Ui, para calcular la enerǵıa
cinética necesitamos la velocidad angular de rotación, que es
ω0 = v0

R :

Ec,i =
1

2
Iω2

0 =
1

2
mv20 +

1

2
ICMω

2
0 =

7

10
mv20

con I = ICM +mR2 = 2
5mR

2 +mR2

Estado final: enerǵıa potencial Uf = Ui +mgh, enerǵıa cinética
Ec,f = 0
EMec,i = Ui + Ec,i = EMec,f = Uf + Ec,f = ⇒

7

10
mv20 = mgh ⇔ h =

7v20
10g

= 28.5 cm
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Objetos rodantes

Ejemplo: un taco de billar golpea una bola horizontalmente a una
distancia d por encima del centro de la bola. Hallar el valor de d para
el cual la bola rodará sin deslizamiento desde el comienzo. Considerar
despreciable la fuerza de rozamiento de la bola con la superficie en
comparación con la fuerza ~F que ejerce el taco.

b
d
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Objetos rodantes

Ejemplo: taco-bola de billar

Considerando las fuerzas aplicadas (fuerza neta ~FNeta) y los
momentos con respecto a un eje en el plano horizontal y
ortogonal a ~F (momento total ~MTot), la dinámica del sistema
viene dada por

~FNeta = M~aCM, ~MTot = I~α

con M la masa de la bola, ~aCM la aceleración del CM,
I = 2

5MR2 +MR2 = 7
5MR2 el momento de inercia con respecto

al eje (Steiner) ya mencionado y ~α la aceleración angular.

Para que la bola ruede sin rozamiento, la aceleración ~aCM debe
coincidir con la correspondiente a la rotación alrededor del eje, es
decir (con ~rCM = R~j la posición ⊥ del CM relativa al eje)

~α× ~rCM = ~aCM
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Objetos rodantes

Ejemplo: taco-bola de billar
Fuerzas y posiciones en que se
aplican (relativas al punto de
contacto)

~F en ~r = −
√
R2 − d2~i+ (R+ d)~j

~Fg en R~j
~FN en ~0

}
~Fg + ~FN = ~0

⇒ ~FNeta = ~F = F~i

b

b

b

~F

~r
~Fg

~FNb ~i

~j

~k

Momentos de las fuerzas relativos al eje instantáneo de rotación

~r × ~F =
(
−
√
R2 − d2~i+ (R+ d)~j

)
× (F~i) = −F (R+ d)~k

(R~j)× ~Fg = (R~j)× (−Mg~j) = ~0

~0× ~FN = ~0

⇒ ~MTot = −F (R+ d)~k
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Objetos rodantes

Ejemplo: taco-bola de billar

Dinámica
~FNeta = M~aCM ⇔ ~aCM =

F

M
~i

~MTot = I~α ⇔ ~α = −5F (R+ d)

7MR2
~k

Del requisito ~α× ~rCM = ~aCM con ~rCM = R~j,

−5F (R+ d)

7MR2
~k × (R~j) =

5F (R+ d)

7MR
~i =

F

M
~i

obtenemos finalmente

d =
2

5
R
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Objetos rodantes

Ejemplo: un anillo, un cilindro y una esfera, caen por un mismo plano
inclinado, rodando sin deslizar. Calcula

la aceleración del CM ~aCM,

la velocidad del CM, ~vCM, en el punto más bajo,

la fuerza de rozamiento ~fr.

b

R + h
θ

R

M

~g

b

~i

~j
~k
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Objetos rodantes

Ejemplo: anillo, cilindro, esfera en plano inclinado

Fuerzas

~FN = FN ~j

~fr = −fr~i
~Fg = Mg(sin θ~i− cos θ~j)

b

b

θ

~Fg

~FN

~fr
b

~i

~j
~k

Puntos de aplicación de las fuerzas (posición relativa al punto de
contacto)

~FN , ~fr en ~0, ~Fg en R~j

Dinámica del CM: ~FNeta = M~aCM = MaCM
~i

(Mg sin θ − fr)~i+ (FN −Mg cos θ)~j = MaCM
~i

⇔
{
Mg sin θ − fr = MaCM

FN −Mg cos θ = 0
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Objetos rodantes

Ejemplo: anillo, cilindro, esfera en plano inclinado

Momentos de fuerzas con respecto a eje instantáneo de rotación

~0× ~FN = ~0, ~0× ~fr = ~0

(R~j)× ~Fg = MgR~j × (sin θ~i− cos θ~j) = −MgR sin θ~k

Dinámica de la rotación

~MTot = I~α, I = ICM +MR2 ⇒ ~α = − MgR sin θ

MR2 + ICM

~k

Rodadura: ~aCM = ~α× ~rCM⊥, con ~rCM⊥ = R~j,

~aCM = aCM
~i = − gMR2 sin θ

MR2 + ICM

~k ×~j ⇔ aCM = g sin θ
MR2

MR2 + ICM
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Objetos rodantes

Ejemplo: anillo, cilindro, esfera en plano inclinado

Aceleración del CM

aCM = g sin θ
MR2

MR2 + ICM

Anillo tiene ICM = MR2 ⇒ aCM = 1
2g sin θ

Cilindro tiene ICM = 1
2MR2 ⇒ aCM = 2

3g sin θ
Esfera tiene ICM = 2

5MR2 ⇒ aCM = 5
7g sin θ

Fuerza de rozamiento

fr = Mg sin θ −MaCM = Mg sin θ
ICM

MR2 + ICM

Anillo: fr = 1
2Mg sin θ

Cilindro: fr = 1
3Mg sin θ

Esfera: fr = 2
7Mg sin θ
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Objetos rodantes

Ejemplo: anillo, cilindro, esfera en plano inclinado

Velocidad al alcanzar el plano horizontal a partir de la
conservación de la enerǵıa mecánica (el punto de contacto no
desliza ⇒ la fuerza de rozamiento no realiza trabajo)
Enerǵıa potencial inicial Ui, enerǵıa cinética inicial Ec,i = 0
Enerǵıa potencial final Uf = Ui−Mgh, enerǵıa cinética final Ec,f

Ec,f =
1

2
Iω2 =

1

2
I
v2CM

R2
=

1

2
(MR2 + ICM)

v2CM

R2

Conservación Ec,i + Ui = Ec,f + Uf ⇒

1

2
(MR2 + ICM)

v2CM

R2
= Mgh ⇔ vCM =

√
2gh

√
MR2

MR2 + ICM

Anillo: vCM =
√
gh

Cilindro: vCM =
√

4
3

√
gh

Esfera: vCM =
√

10
7

√
gh
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Objetos rodantes

Objetos rodantes y deslizamiento

En la rodadura sin deslizamiento, el punto de contacto entre el
sólido ŕıgido y la superficie tiene velocidad nula, y el movimiento
corresponde a una rotación alrededor de un eje (instantáneo) que
pasa por ese punto de contacto.

Descomponiendo el movimiento en términos de traslación global
y rotación alrededor del CM

b

b

b

b

b

b

~vCM

2~vCM

ℓ = s

s

=

b

b

b

~vCM

~vCM

~vCM

+

b

b

b

~vCM

−~vCM

ω =
|~vCM|

R
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Objetos rodantes

Objetos rodantes y deslizamiento

En la rodadura con deslizamiento, el punto de contacto entre el
sólido ŕıgido y la superficie no tiene velocidad nula, y el
movimiento ya no corresponde a una rotación alrededor de un eje
(instantáneo) que pasa por ese punto de contacto (y por tanto en
lugar de rozamiento estático, tenemos rozamiento cinético)

Descomponemos de nuevo el movimiento en términos de
traslación global y rotación alrededor del CM: en la rodadura sin
deslizamiento la velocidad del CM y la velocidad angular están
relacionadas, dejan de estarlo en general, en presencia de
deslizamiento.
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Objetos rodantes y deslizamiento

Objetos rodantes y deslizamiento

b

b

b

b

b

b

~vCM

~v↑

~v↓

ℓ > s

s

=

b

b

b

~vCM

~vCM

~vCM

+

b

b

b

~v

−~v

ω =

|~v|
R

<
|~vCM|

R

b

b

b

b

b

b

~vCM

~v↑

~v↓

ℓ < s

s

=

b

b

b

~vCM

~vCM

~vCM

+

b

b

b

~v

−~v

ω =

|~v|
R

>
|~vCM|

R
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Objetos rodantes y deslizamiento

Caso I: velocidad del punto de contacto ~v↓ con
mismo sentido que ~vCM (|~vCM| > Rω)

Rozamiento ~fr.c. = −fr~i en
posición −R~j con respecto a
CM

Movimiento CM m~aCM = ~fr.c.

Momento de fuerzas con
respecto a CM

~Mfr = (−R~j)×(−fr~i) = −Rfr ~k

Dinámica ~Mfr = ICM~α ⇒

b

b

b

~vCM

~v↑

~v↓

~Fg

~FN~fr.c.

b ~i

~j

~k

Aumenta ω � y disminuye ~vCM →, hasta que ~v↓ → ~0 y tenemos
rodadura sin deslizamiento
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Objetos rodantes y deslizamiento

Caso II: velocidad del punto de contacto ~v↓ con
sentido opuesto a ~vCM (|~vCM| < Rω)

Rozamiento ~fr.c. = fr~i en
posición −R~j con respecto a
CM

Movimiento CM m~aCM = ~fr.c.

Momento de fuerzas con
respecto a CM

~Mfr = (−R~j)× (fr~i) = Rfr ~k

Dinámica ~Mfr = ICM~α

b

b

b

~vCM

~v↑

~v↓

~Fg

~FN

~fr.c.

b ~i

~j

~k

Disminuye ω � y aumenta ~vCM → hasta que ~v↓ → ~0 y tenemos
rodadura sin deslizamiento
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Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: una bola homogénea de masa M y radio R se lanza de tal
modo que cuando toca el suelo se mueve horizontalmente con
velocidad v0 = 5 m/s y avanza sin rodar. El coeficiente de rozamiento
cinético entre la bola y el suelo es µc = 0, 08. Determina

el tiempo durante el cual la bola desliza,

la distancia recorrida deslizando, antes de que ruede sin deslizar,

la relación entre las enerǵıas cinéticas inicial y final (instante de
rodadura).
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Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza→rueda

Ejes {~i,~j,~k} como en los casos I, II, anteriores; la bola toca el
suelo en t = 0.

Velocidad inicial ~vi = v0~i → ~vCM = ~vi.

Fuerza de rozamiento cinético es constante,
~FNeta = ~fr.c. = −µcFN~i = −µcgM~i (usando ya ~Fg + ~FN = ~0)
mientras hay deslizamiento. Cuando la bola rueda empieza a
rodar sin deslizar, ~FNeta = ~0 y ~vCM constante.

Movimiento del CM con rozamiento cinético: M~aCM = ~fr.c.

~aCM = −µcg~i
~vCM(t) = (v0 − µcgt)~i

~rCM(t) = ~r0 +

(
v0t−

1

2
µcgt

2

)
~i
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Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza→rueda

Rotación alrededor del CM: ~MTot = ICM~α; al momento de
fuerzas con respecto a eje de rotación (dirección ~k) tan solo

contribuye ~fr.c., aplicada en el punto de contacto, posición −R~j
con respecto al CM:

~MTot = −R~j × ~fr.c. = µcgMR~j ×~i = −µcgMR~k

por tanto

~α = −µcg
R

MR2

ICM

~k

~ω(t) = −µcg
R

MR2

ICM
t~k

θ(t) =
µcg

2R

MR2

ICM
t2

(N.B. θ(t) en sentido horario visto desde +~k)
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Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza→rueda

Condición de rodadura: el punto de contacto tiene ~v↓ = ~0

La velocidad ~v↓ es la combinación de la velocidad de traslación
del CM y la velocidad asociada a la rotación alrededor del CM.
En un instante t,

~v↓ = (v0 − µcgt)~i+ ~ω(t)× (−R~j) = (v0 − µcgt)~i+ µcg
MR2

ICM
t~k ×~j

~v↓ =

(
v0 − µcgt− µcgt

MR2

ICM

)
~i

El tiempo tr en el que ~v↓ = ~0 es

tr =
v0
µcg

ICM

ICM +MR2

La distancia recorrida por el CM entre t = 0 y t = tr (mientras
hay deslizamiento) es ddes = v0tr − 1

2µcgt
2
r
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Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza→rueda

El arco correspondiente al ángulo θ(tr) que ha rotado la bola es

s = Rθ(tr) =
µcg

2

MR2

ICM

v20
(µcg)2

(
ICM

ICM +MR2

)2

s =
v20

2µcg

ICMMR2

(ICM +MR2)2
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Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza→rueda

Enerǵıa cinética en t = 0, E→c,i = 1
2Mv20 , E�

c,i = 0

Enerǵıa cinética en t = tr:

E→c,f =
1

2
M |~vCM(tr)|2 =

1

2
M(v0 − µcgtr)2

E→c,f =
1

2
Mv20

(
1− ICM

ICM +MR2

)2

=
1

2
Mv20

(MR2)2

(ICM +MR2)2

E�
c,f =

1

2
ICM|~ω(tr)|2 =

1

2
ICM

(
µcg

R

MR2

ICM
tr

)2

E�
c,f =

1

2
ICM

(
µcg

R

MR2

ICM

v0
µcg

ICM

ICM +MR2

)2

=
1

2
Mv20

ICMMR2

(ICM +MR2)2
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Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza→rueda

Variación de enerǵıa cinética

E→c,f − E→c,i =
1

2
Mv20

(
(MR2)2

(ICM +MR2)2
− 1

)
E→c,f − E→c,i =

1

2
Mv20

ICM(ICM + 2MR2)

(ICM +MR2)2
= ~fr.c. · (ddes~i)

E�
c,f − E�

c,i =
1

2
Mv20

ICMMR2

(ICM +MR2)2
= ~fr.c. · (−s~i)

167
F́ısica General I – Tema 6 – Rotación del sólido ŕıgido



Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza→rueda

esfera: ICM = 2
5MR2, v0 = 5 m/s, µc = 0.08

tr =
v0
µcg

ICM

ICM +MR2
=

2v0
7µcg

= 1.82 s

ddes =
v20

2µcg

ICM(ICM + 2MR2)

(ICM +MR2)2
=

12

49

v20
µcg

= 7.80 m

|~vCM(tr)| = v0
MR2

ICM +MR2
=

5

7
v0 = 3.57 m s−1

E→c,f =
1

2
Mv20

(MR2)2

(ICM +MR2)2
=

25

49

1

2
Mv20

E�
c,f =

1

2
Mv20

ICMMR2

(ICM +MR2)2
=

10

49

1

2
Mv20
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Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza→rueda

v
CM(t)

R
ω
(t)

v0

0

1

0 1 tr

v(t) (m s−1)

t (s)
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Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza→rueda

E →
c,f

E
©

c,f

E
→

c,f + E
©

c,f

E
→

c,i

0
0 1 tr

t (s)
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Momento angular

Una masa puntual m se encuentra en posición ~r con respecto a O y se
mueve con momento ~p = m~v

El momento angular ~LO de m respecto a O es ~LO = ~r × ~p

[|~LO|] = ML2T−1, SI kg m2 s−1,
1 kg m2 s−1 = 1 J s

El momento angular ~L~u de m respecto a
un eje de dirección ~u, |~u| = 1, que pasa
por O es

~L~u = ~r⊥ × ~p, ~r⊥ = ~r − (~r · ~u)~u

~L~u = ~LO − (~r · ~u)~u× ~p
⇒ ~u · ~L~u = ~u · ~LO
(Misma componente en dirección ~u)

b

b

bO

O⊥

~u

~LO

~L~u

~r

~r⊥

~r‖

~v
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Momento angular

Ejemplo: una masa puntual m = 0.4 kg se encuentra en posición
~r = `(~i+~j), ` = 0.5 m, con respecto a O y se mueve con velocidad
~v = v(~i+~j), v = 2.5 m s−1; calcula

su momento angular con respecto a O,

su momento angular con respecto a un eje de dirección ~u = ~j que
pasa por O.

b

O

~i

~j

~k

~u

~r
~r⊥

~v
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Momento angular

Ejemplo: masa puntual

Momento angular con respecto a O

~LO = ~r × ~p = m`v (~i+~j)× (~i+~j) = ~0

Momento angular con respecto a eje
de dirección ~u que pasa por O

~r⊥ = ~r − (~r · ~u)~u

~r⊥ = `(~i+~j)− `
(

(~i+~j) ·~j
)
~j

~r⊥ = ~̀i

~L~u = ~r⊥×~p = m`v~i× (~i+~j) = m`v~k

m`v = 0.5 kg m2 s−1 = 0.5 J s

b

O

~i

~j

~k

~u

~LO = ~0

~L~u

~r
~r⊥

~v
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Momento angular

Si la part́ıcula se mueve con |~r| constante, es decir, gira alrededor
de O con velocidad angular (instantánea) ~ω, ~v = ~ω × ~r⊥ y
tenemos

~LO = ~r ×m(~ω × ~r⊥) = m
(
(~r · ~r⊥)~ω − (~ω · ~r)~r⊥

)
N.B. ~r = ~r‖ + ~r⊥ según ~ω, es decir ~r‖ = ~ω·~r

ω
~ω
ω ⇒ ~r · ~r⊥ = |~r⊥|2 y

por tanto
~LO = m

(
|~r⊥|2~ω − (~ω · ~r)~r⊥

)
Si la part́ıcula se mueve a distancia constante de un eje fijo que
pasa por O, es decir, gira con |~r⊥| constante alrededor del eje con
velocidad angular ~ω = ω~u, ~u fijo, ~v = ~ω × ~r⊥ y tenemos

~L~u = ~r⊥ ×m(~ω × ~r⊥) = m|~r⊥|2~ω
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Momento angular

Momento angular con respecto a O

~LO = m
(
|~r⊥|2~ω − (~ω · ~r)~r⊥

)
Momento angular con respecto a eje
~u por O

~L~u = m|~r⊥|2~ω

~L~u = I[O~u]~ω con I[O~u] = m|~r⊥|2 el
momento de inercia con respecto al
eje de giro

b

b

b

O

O⊥

~ω = ω~u

~LO

~L~u

~r

~r⊥

~r‖

~v
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Momento angular

Ejemplo: una masa puntual m = 0.4 kg se encuentra en posición
~r = `(~i+~j), ` = 0.5 m, con respecto a O y gira con velocidad angular
~ω = −ω~j, ω = 6.25 s−1, alrededor de un eje que pasa por O; calcula

su momento angular con respecto a O,

su momento angular con respecto a un eje de dirección ~u = ~ω
|~ω|

que pasa por O.

b

O

~i

~j

~k

~ω

~r
~r⊥

~v
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Momento angular

Ejemplo: masa puntual

Velocidad ~v = ~ω × ~r⊥, ~u = −~j

~r⊥ = ~r − (~r · ~u)~u = `(~i+~j)− `
(

(~i+~j) ·~j
)
~j = ~̀i

~v = −ω`~j ×~i = ω`~k, ω` = 2.5 m s−1

Momento angular con respecto a O

~LO = ~r×~p = ωm`2 (~i+~j)×~k = ωm`2 (~i−~j)

Momento angular con respecto a eje
de dirección ~u que pasa por O

~L~u = ~r⊥ × ~p = ωm`2~i×~k = −ωm`2~j

ωm`2 = 0.5 kg m2 s−1 = 0.5 J s

b

O

~i

~j

~k

~ω

~LO

~L~u

~r
~r⊥

~v
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Momento angular

Variación en el tiempo de ~LO

d~LO
dt

=
d

dt
(~r × ~p) = ~v × ~p+ ~r × d~p

dt
= ~r × d~p

dt

Segunda ley: d~p
dt = ~F , fuerza que actúa sobre la masa

d~LO
dt

= ~r × ~F = ~MO

con ~MO el momento de ~F con respecto a O

Si consideramos ahora giro a distancia fija de O, i.e. |~r|
constante, nada que añadir

178
F́ısica General I – Tema 6 – Rotación del sólido ŕıgido



Momento angular

Variación en el tiempo de ~L~u

d~L~u
dt

=
d

dt
(~r⊥ × ~p) =

d~r⊥
dt
× ~p+ ~r⊥ ×

d~p

dt

Segunda ley: d~p
dt = ~F , fuerza que actúa sobre la masa

d~L~u
dt

=
d~r⊥
dt
× ~p+ ~r⊥ × ~F =

d~r⊥
dt
× ~p+ ~M~u

con ~M~u el momento de ~F con respecto al eje de dirección ~u que
pasa por O
No resulta particularmente interesante, en general, dada la
presencia del término d~r⊥

dt × ~p
Si además el movimiento es una rotación alrededor del eje fijo de
dirección ~u, d~r⊥

dt = d~r
dt = ~v y entonces

d~L~u
dt

= ~M~u
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Momento angular

En general, la variación con el tiempo del momento angular con
respecto a un punto O viene dada por el momento de las fuerzas
con respecto a ese punto

d~LO
dt

= ~MO

La variación del momento angular con respecto a un eje en el
caso de una rotación alrededor de ese eje viene dada por el
momento de las fuerzas con respecto al eje

d~L~u
dt

= ~M~u
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Momento angular

Ejemplo: la fuerza ejercida por una carga eléctrica q1, sobre una
segunda carga q2, en posiciones ~r1 y ~r2 con respecto a O, es

~F[1→2] = κ q1 q2
~r1 − ~r2
|~r1 − ~r2|3

, ~F[2→1] = −~F[1→2]

En ausencia de otras fuerzas actuando sobre este sistema, el momento
angular total es constante

Momento angular con respecto a O: ~LO = ~r1 × ~p1 + ~r2 × ~p2
Momento de fuerzas con respecto a O

~MO = ~r1 × ~F[2→1] + ~r2 × ~F[1→2]

~MO = (~r1 − ~r2)× ~F[2→1]

~MO ∝ (~r1 − ~r2)× (~r1 − ~r2) = ~0

d~LO
dt = ~0 ⇒ ~LO constante

b

b

b

O

q1

q2

~r1

~r2

~p1

~p2
~F[2→1]

~F[1→2]
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Momento angular

Ejemplo: en el ejemplo de la máquina de Atwood con una polea de
masa m y radio R, y una cuerda que no desliza (99), calcula el
momento angular del sistema con respecto al centro O de la polea ~LO
en función de la velocidad angular de esta, y comprueba que la

variación del mismo cumple d~LO
dt = ~MO, con ~MO el momento de las

fuerzas con respecto a O.

Velocidad angular de la polea ~ω = ω~k

Velocidad del bloque 1: ~v1 = −ωR~j, posición (con respecto a O)
~r1 = −R~i+ y1~j

Velocidad del bloque 2: ~v2 = ωR~j, posición (con respecto a O)
~r2 = R~i+ y2~j

Momento angular ~LO

~LO = ~LO,1 + ~LO,2 + ~LO,Po
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Momento angular

Ejemplo: máquina de Atwood-momento angular

Momento angular ~LO = ~LO,1 + ~LO,2 + ~LO,Po

~LO,1 = ~r1 × (m1~v1) = −ωRm1(−R~i+ y1~j)× (−~j) = m1R
2ω~k

~LO,2 = ~r2 × (m2~v2) = ωRm2(R~i+ y2~j)× (~j) = m2R
2ω~k

~LO,Po = I~ω = Iω~k

~LO = ω
(
(m1 +m2)R2 + I

)
~k ⇒ d~LO

dt
=
dω

dt

(
(m1 +m2)R2 + I

)
~k

Momentos de las fuerzas:
las tensiones actúan por pares con separación de los puntos de
aplicación en la dirección de la propia fuerza ⇒ no contribuyen al
momento de las fuerzas con respecto a O
las fuerzas aplicadas en el propio centro de la polea tampoco
contributen al momento de las fuerzas con respecto a O
tan solo es necesario calcular las contribuciones debidas a ~Fg1

actuando en ~r1 y ~Fg2 actuando en ~r2
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Momento angular

Ejemplo: máquina de Atwood-momento angular

Momentos de las fuerzas:

~MO,g1 = ~r1 × ~Fg1 = (−R~i+ y1~j)× (−m1g~j) = m1gR~k

~MO,g2 = ~r2 × ~Fg2 = (R~i+ y2~j)× (−m2g~j) = −m2gR~k

~MO = ~MO,g1 + ~MO,g2 = (m1 −m2)gR~k

Variación del momento angular

d~LO
dt

= ~MO ⇔
dω

dt

(
(m1 +m2)R2 + I

)
= (m1 −m2)gR

es decir
dω

dt
=
g

R

m1 −m2

m1 +m2 + I/R2
X

tal como obtuvimos
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Momento angular

Extendemos lo anterior para un sólido ŕıgido, un sistema de n
part́ıculas de masas mj en posiciones ~rj con respecto a O y
velocidades ~vj

Momento angular del sólido ŕıgido con respecto a O

~LO =

n∑
j=1

~rj × ~pj

Descomponemos ~rj = ~rCM + ~Rj , ~vj = ~vCM + ~Vj ,

~LO =

n∑
j=1

(
~rCM + ~Rj

)
×
(
mj~vCM + ~Pj

)
con ~Pj = mj

~Vj (momento lineal relativo al CM)
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Momento angular

Descomponemos ~rj = ~rCM + ~Rj , ~vj = ~vCM + ~Vj ,

~LO =

n∑
j=1

(
~rCM + ~Rj

)
×
(
mj~vCM + ~Pj

)
~LO =

(
n∑
j=1

mj

)
~rCM × ~vCM + ~rCM ×

(
n∑
j=1

~Pj

)

+

(
n∑
j=1

mj
~Rj

)
× ~vCM +

n∑
j=1

~Rj × ~Pj

(
n∑
j=1

mj

)
= M,

n∑
j=1

~Pj = ~0,

n∑
j=1

mj
~Rj = ~0

Por tanto

~LO = ~rCM × (M~vCM) +

n∑
j=1

~Rj × ~Pj
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Momento angular

~LO = ~rCM × (M~vCM) +

n∑
j=1

~Rj × ~Pj

El momento angular se descompone en

momento angular orbital ~rCM × (M~vCM)

momento angular intŕınseco

n∑
j=1

~Rj × ~Pj

Momento angular orbital: momento angular correspondiente a
toda la masa del sistema en ~rCM con velocidad ~vCM

Momento angular intŕınseco: momento angular correspondiente al
movimiento del sólido ŕıgido alrededor del CM
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Momento angular

Momento angular del sólido ŕıgido respecto a un eje fijo de
rotación ~u = ~ω

ω (|~ω| = ω) que pasa por O

~L~u =

n∑
j=1

~rj⊥ × ~pj

~L~u =

n∑
j=1

(
~rCM⊥ + ~Rj⊥

)
×
(
mj~vCM + ~Pj

)
~L~u =

(
n∑
j=1

mj

)
~rCM⊥ × ~vCM + ~rCM⊥ ×

(
n∑
j=1

~Pj

)

+

(
n∑
j=1

mj
~Rj⊥

)
× ~vCM +

n∑
j=1

~Rj⊥ × ~Pj(
n∑
j=1

mj

)
= M,

n∑
j=1

~Pj = ~0,

n∑
j=1

mj
~Rj⊥ = ~0
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Momento angular

Por tanto

~L~u = ~rCM⊥ × (M~vCM) +

n∑
j=1

~Rj⊥ × ~Pj

Tenemos de nuevo una descomposición en dos términos

momento angular orbital ~rCM⊥ × (M~vCM)

momento angular intŕınseco

n∑
j=1

~Rj⊥ × ~Pj

con ambos momentos angulares respecto al eje fijo
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Momento angular

Ejemplo: dos masas idénticas m = 200 g unidas por una varilla de
masa despreciable se encuentran en ~r1 = `(~i+ 2~j) y ~r2 = − ~̀i, ` = 50
cm, con respecto a O. Giran con velocidad angular ~ω = ω~j,
ω = 2.0 s−1, con respecto a un eje que pasa por O: tienen velocidades
~v1 = ~ω × ~r1, ~v2 = ~ω × ~r2. Calcula

momentos angulares y momento
angular total de ambas masas

con respecto a O,
con respecto al eje de giro;

momentos angulares orbitales e
intŕınsecos

con respecto a O,
con respecto al eje de giro;

b

b

O

~i

~j

~k

~ω

~r1

~r2

~v1

~v2
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Momento angular

Ejemplo: dos masas idénticas

Velocidades

~v1 = ~ω × ~r1 = ω`~j × (~i+ 2~j) = −ω`~k
~v2 = ~ω × ~r2 = ω`~j × (−~i) = ω`~k = −~v1

ω` = 1.0 m s−1

CM: ~rCM = ~̀j, ~vCM = ~0

Momentos angulares con respecto a O

~LO,1 = ~r1 × ~p1 = ωm`2(~i+ 2~j)× (−~k) = ωm`2(−2~i+~j)

~LO,2 = ~r2 × ~p2 = ωm`2(−~i)× (~k) = ωm`2~j

~LO = ~LO,1 + ~LO,2 = 2ωm`2(−~i+~j)

mω`2 = 0.1 kg m s−1
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Momento angular

Ejemplo: dos masas idénticas

Momentos angulares con respecto a eje de dirección ~u = ~j por O

~r1⊥ = ~r1 − (~r1 · ~u)~u = `~i

~r2⊥ = ~r2 − (~r2 · ~u)~u = −`~i = ~r2

~L~u,1 = ~r1⊥ × ~p1 = ωm`2(~i)× (−~k) = ωm`2~j

~L~u,2 = ~r2⊥ × ~p2 = ~r2 × ~p2 = ~LO,2

~L~u = ~L~u,1 + ~L~u,2 = 2ωm`2~j

Con ~vCM = ~0, momentos angulares orbitales ~0, ~L~u y ~LO son
directamente los momentos angulares intŕınsecos
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Momento angular

Ejemplo: dos masas idénticas
Momentos angulares con
respecto a O

~LO,1 = ωm`2(−2~i+~j)

~LO,2 = ωm`2~j

~LO = 2ωm`2(−~i+~j)

Momentos angulares con
respecto a eje

~L~u,1 = ωm`2~j

~L~u,2 = ~LO,2

~L~u = 2ωm`2~j

ωm`2 = 0.1 kg m s−1

b

b

b
O

CM

~i

~j

~k

~ω

~LO,1

~LO

~L~u,1

~L2

~L~u

~r1

~r2

~v1

~v2

193
F́ısica General I – Tema 6 – Rotación del sólido ŕıgido



Momento angular

Ejemplo: un coche de masa m = 1200 kg se mueve en un plano
horizontal siguiendo un ćırculo de radio R = 20 m con velocidad
constante |~v| = 15 m s−1 en sentido antihorario (visto desde
arriba); calcula su momento angular con respecto al centro del
ćırculo.

Ejemplo: un coche de masa m = 1200 kg se mueve en un plano
horizontal con velocidad constante ~v = −15~im s−1, pasando a
una distancia mı́nima y0 = 20 m de un punto O; calcula su
momento angular con respecto a O y con respecto a un eje
paralelo a la trayectoria del coche pasando por O.

Un disco homogéneo de masa m = 1200 kg y radio R = 20 m se
encuentra en un plano horizontal xy y gira con velocidad angular
~ω = 0.75~k s−1 alrededor de su centro O (~k ⊥ plano xy); calcula
su momento angular con respecto a O.
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Momento angular

Ejemplo: coche
~k ⊥ plano horizontal, velocidad angular del coche ~ω = ω~k;
posición relativa al centro del ćırculo ~r, |~r| = R;

~v = ~ω × ~r ⇒ ω =
|~v|
R

= 0.75 s−1

Momento angular con respecto a O,

~LO = ~r × ~p = m~r × (ω~r) = m|~r|2~ω = mR2 ω~k = mR|~v|~k

m|~v|R = 3.6× 105 kg m2 s−1
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Momento angular

Ejemplo: coche

Trayectoria del coche, con respecto a O,

~r(t) = (x0 − v0 t)~i+ y0~j, v0 = 15 m s−1, y0 = 20 m

Momento ~p = md~r
dt = −mv0~i

Momento angular con respecto a O

~LO = ~r × ~p =
(
(x0 − v0 t)~i+ y0~j

)
× (−mv0~i) = mv0y0 ~k

con mv0y0 = 3.6× 105 kg m2 s−1

Momento angular con respecto a eje dirección ~u =~i pasando por
O:

~r⊥ = y0~j ⇒ ~L~u = (y0~j)× (−mv0~i) = ~LO = mv0y0 ~k
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Momento angular

Ejemplo: disco

Momento de inercia del disco I = 1
2mR

2

Momento angular con respecto al centro del disco (⇔ momento
angular con respecto a eje ⊥ pasando por el centro)

~L = I ~ω =
1

2
mR2ω~k

con 1
2mR

2ω = 1.8× 105 kg m2 s−1
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Momento angular

Variación del momento angular del sólido ŕıgido con respecto a O

d~LO
dt

=
d

dt

(
n∑
j=1

~rj × ~pj
)

=

n∑
j=1

~rj ×
d~pj
dt

Segunda ley ~Fj =
d~pj
dt

d~LO
dt

=

n∑
j=1

~rj × ~Fj = ~MTot,O

con ~MTot,O el momento total de las fuerzas con respecto a O

Descomponiendo ~rj = ~rCM + ~Rj

d~LO
dt

= ~rCM ×
(

n∑
j=1

~Fj

)
+

n∑
j=1

~Rj × ~Fj = ~rCM × ~FNeta + ~MTot,CM
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Momento angular

d~LO
dt

= ~MTot,O = ~rCM × ~FNeta + ~MTot,CM

~rCM × ~FNeta es el momento de la fuerza neta que actúa sobre el
sólido ŕıgido, aplicada en el CM, con respecto a O
~MTot,CM =

∑
j
~Rj × ~Fj es el momento total de las fuerzas que

actúan sobre el sólido ŕıgido con respecto al CM
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Momento angular

Variación del momento angular del sólido ŕıgido con respecto a
un eje (dirección ~u, |~u| = 1) que pasa por O

d~L~u
dt

=
d

dt

(
n∑
j=1

~rj⊥ × ~pj
)

=

n∑
j=1

d~rj⊥
dt
× ~pj +

n∑
j=1

~rj⊥ ×
d~pj
dt

Segunda ley ~Fj =
d~pj
dt

d~L~u
dt

=

n∑
j=1

d~rj⊥
dt
× ~pj +

n∑
j=1

~rj⊥ × ~Fj =

n∑
j=1

d~rj⊥
dt
× ~pj + ~MTot,~u

con ~MTot,~u el momento total de las fuerzas con respecto al eje

En general, como en el caso de una part́ıcula, la variación del
momento angular con respecto a un eje no parece especialmente
reveladora: además de ~MTot,~u tenemos una contribución∑
j
d~rj⊥
dt × ~pj =?
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Momento angular

d~L~u
dt

=

n∑
j=1

d~rj⊥
dt
× ~pj + ~MTot,~u

El interés aparece cuando el eje es un eje fijo de rotación: con
~ω = ω~u la velocidad angular, ~vj = ~ω × ~rj⊥, en cuyo caso

d~rj⊥
dt

=
d~rj
dt

= ~vj

y por tanto

d~L~u
dt

= ~MTot,~u

Es decir, la variación del momento angular del sólido ŕıgido con
respecto a un eje fijo de rotación viene dada por el momento
total de las fuerzas que actúan sobre el sólido con respecto al eje

Para un eje fijo, ~L~u = I[O~u]~ω, ~MTot,~u = I~α = d~L~u
dt
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Momento angular. Efecto giroscópico

Consideramos un sólido ŕıgido formado por (i) un disco homogéneo de
masa m y radio R, (ii) una varilla (de masa despreciable) y longitud
`, unida por un extremo al centro del disco, perpendicularmente,
mientras el otro extremo, O, permanece fijo sobre un soporte vertical,
permitiendo que el conjunto varilla+disco gire.

En un instante inicial, la varilla
se encuentra en posición horizontal,
dirección ~j con respecto a O, y
el disco gira con velocidad angular
~ω0 = ω0

~j, según ilustra la figura.
Si ω0 = 0, el disco simplemente
“caeŕıa”, con la varilla rotando
alrededor de O en el plano (~j,~k).
¿Qué ocurre con ω0 6= 0?

bb
O ~ω0

~g

~j

~k

~i
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Momento angular. Efecto giroscópico

Aplicaremos la relación entre la variación del momento angular
con respecto a O y el momento (con respecto a O) de las fuerzas
que actúan sobre el sólido ŕıgido

d~LO
dt

= ~MTot,O

Momento angular inicial con respecto
a O. Para un elemento dm en
posición ~r del disco,

~r = ~̀j + ~r⊥

con ~r⊥ la posición con respecto al
centro/CM del disco.

bb
O ~ω0

~r⊥
~r

dm

~j

~k

~i

La contribución al momento angular de este elemento dm es

d~LO = ~r × (dm~ω0 × ~r⊥) = dm|~r⊥|2~ω0 − dm(~r · ~ω0)~r⊥

203
F́ısica General I – Tema 6 – Rotación del sólido ŕıgido



Momento angular. Conservación

d~LO = dm|~r⊥|2~ω0 − dm`ω0 ~r⊥

El momento angular inicial total se obtiene integrando a todo el
disco,

~LO =

∫
D

d~LO =

(∫
D

dm|~r⊥|2
)
~ω0 − `ω0

∫
D

dm~r⊥∫
D

dm|~r⊥|2 =
mR2

2
= I momento de inercia∫

D

dm~r⊥ = ~0 CM

~LO = I ~ω0
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Momento angular

Actúan dos fuerzas, que en el instante inicial son

~Fg = −mg~k en ~rFg = ~̀j

~Fc en ~rFc = ~0

(posiciones ~r relativas a O)
Momento de las fuerzas con respecto
a O

~MTot,O = ~rFg × ~Fg + ~rFc × ~Fc

~MTot,O = −mg ~̀j × ~k = −mg`~i

Tenemos por tanto

~LO = I ~ω0 = I ω0
~j,

d~LO
dt

= ~MTot,O = −mg`~i

bb
O

~Fg

~Fc

~j

~k

~i
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Momento angular

Efecto giroscópico, precesión

La variación del momento angular inicial ~LO es en dirección −~i

d~LO
dt
· ~LO =

1

2

d

dt
|~LO|2 = 0 ⇒ |~LO| constante

¡El momento angular ~LO parece rotar!

Planteamos la misma situación para un ángulo θ (ver figura)

La velocidad angular inicial es
~ω = ω0(− sin θ~i+ cos θ~j)

El centro del disco se encuentra en
posición ~rFg = `(− sin θ~i+ cos θ~j)

Momento angular del disco con
respecto a O

~LO = I~ω0, |~LO| = Iω0

b
O

θ

~ω0

Disco

b ~j

~k

~i
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Momento angular

Efecto giroscópico, precesión

El momento de las fuerzas con respecto a O es

~MTot,O = ~rFg × ~Fg + ~rFc × ~Fc

~MTot,O = −mg`(− sin θ~i+ cos θ~j)× ~k = −mg`(cos θ~i+ sin θ~j)

Variación del momento angular

d~LO
dt

= ~MTot,O = −mg`(cos θ~i+ sin θ~j)

d~LO
dt
· ~LO = 0 ⇔ d

dt
(Iω0) = 0

d~LO
dt

=
d

dt

(
Iω0(− sin θ~i+ cos θ~j)

)
= −Iω0(cos θ~i+ sin θ~j)

dθ

dt
por tanto

dθ

dt
=
mg`

Iω0
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Momento angular

Efecto giroscópico, precesión

Además de la rotación alrededor del eje de la varilla, el sólido
gira con ~ωp = mg`

Iω0

~k = ωp ~k (constante) alrededor de O, este
movimiento se conoce como precesión

bbO
~ω

~ωp

~g
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Momento angular

Efecto giroscópico, precesión

Para completar la comprensión del ejemplo, veamos qué está
ocurriendo con la dinámica del CM

~FNeta = ~Fc + ~Fg = m~aCM

Movimiento de precesión con velocidad angular constante ⇒
~aCM = −ω2

p ~rCM

Fuerza de contacto

~Fc = −~Fg +m~aCM = m
(
g ~k − ωp`2(− sin θ~i+ cos θ~j)

)
Componente ~k “compensa” ~Fg

Componente −ω2
p~rCM da la aceleración ⊥ del movimiento circular

uniforme del CM

209
F́ısica General I – Tema 6 – Rotación del sólido ŕıgido



Momento angular. Conservación

Conservación del momento angular

Si el momento total de las fuerzas que actúan sobre un sólido ŕıgido es
~MTot = ~0,

d~L

dt
= ~MTot = ~0,

y el momento angular se conserva, i.e. es
−−−−−−→
constante.
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Momento angular. Conservación

Ejemplo: persona en silla giratoria, brazos extendidos con peso vs.
brazos plegados; patinadora
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Momento angular. Conservación

Conservación del momento angular en colisiones

Al estudiar colisiones en el Tema 5, el ingrediente fundamental
que empleamos fue la conservación del momento lineal en
ausencia de fuerzas externas que actuaran sobre el sistema
formado por los cuerpos en colisión

En caso de tener colisiones en que algún cuerpo no tenga libertad
para un movimiento de traslación, es decir cuando haya puntos
fijos o ejes que tan solo permitan rotaciones, no se cumple la
ausencia de fuerzas externas durante la colisión y no podremos
emplear la conservación del momento lineal

Si esas fuerzas externas ejercen un momento de fuerzas nulo
sobre el sistema, podremos no obstante emplear la conservación
del momento angular del sistema

212
F́ısica General I – Tema 6 – Rotación del sólido ŕıgido



Momento angular. Conservación

Ejemplo: una barra homogénea de
longitud ` y masa M , se encuentra
suspendida, en reposo, de un extremo
alrededor del cual puede girar libremente
(ver figura). Una masa puntual m
impacta en la barra a una distancia x
del extremo con velocidad horizontal v,
quedando adherida a la barra.

Compara la enerǵıa cinética justo
después de la colisión con la enerǵıa
cinética inicial del sistema.

b

M

ℓ

x
b

~v

m

b ~i

~j
~k
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Momento angular. Conservación

Ejemplo: colisión barra

No hay momentos de fuerzas externos con respecto a O ⇒
acudimos a la conservación del momento angular con respecto a O

Momento angular inicial: la barra no contribuye (en reposo), la
masa m tiene velocidad ~v = v~i, y posición de impacto −x~j,

~LO,i = (−x~j)× (mv~i) = xmv~k

En la configuración final, la barra y la masa puntual forman un
único sólido ŕıgido que (i) tiene momento de inercia

I = M`2

3 +mx2 con respecto a eje ⊥ por O, y que (ii) justo
después de la colisión se mueve con velocidad angular ~ω; su
momento angular con respecto a O es

~LO,f = I~ω

Enerǵıa cinética final Ec,f = 1
2I |~ω|2 =

|~LO,f |2
2I
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Momento angular. Conservación

Ejemplo: colisión barra

Conservación del momento angular ~LO,f = ~LO,i ⇒

Ec,f =
|~LO,i|2

2I
=

1

2

(xmv)2

M`2

3 +mx2
=

1

2
mv2

mx2

M`2

3 +mx2
=

1

2
mv2

1

1 + M`2

3mx2

Enerǵıa cinética inicial Ec,i = 1
2mv

2 ⇒

Ec,f
Ec,i

=
1

1 + M`2

3mx2

(N.B. Choque inelástico)
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Momento angular. Conservación

Ejemplo: una barra homogénea de longitud `
y masa M , se encuentra suspendida, en reposo,
de un punto a una distancia `/3 de un extremo
alrededor del cual puede girar libremente (ver
figura). Una masa puntual m impacta en
el extremo inferior de la barra con velocidad
horizontal v, quedando adherida a la barra.

Compara la enerǵıa cinética justo después
de la colisión con la enerǵıa cinética inicial
del sistema.

Tras la colisión, la barra gira: determina la
velocidad angular justo después de la
colisión. ¿Qué ángulo máximo alcanzará en
esa rotación?

b

M

ℓ

ℓ/3

b

~v

m

b ~i

~j
~k
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Momento angular. Conservación

Ejemplo: colisión barra (2)

Seguimos el mismo planteamiento que en el ejemplo anterior,
ahora el momento angular justo antes y justo después de la
colisión es

~LO =

(
−2

3
~̀j

)
× (v~i) =

2

3
m`v~k

El momento de inercia del sólido ŕıgido final con respecto a O es

barra (Steiner)
1

12
M`2 +M

(
`

6

)2

=
1

9
M`2

masa m

(
2`

3

)2

=
4

9
m`2

I =
`2

9
(M + 4m)
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Momento angular. Conservación

Ejemplo: colisión barra (2)

La velocidad angular justo después de la colisión es

~ω =
1

I
~LO =

2
3m`v

`2

9 (M + 4m)
~k =

v

`

6m

M + 4m
~k

Enerǵıa cinética final

Ec,f =
1

2
I |~ω|2 =

|~LO|2
2I

=

(
2
3m`v

)2
2 `

2

9 (M + 4m)
=

1

2
mv2

4m

M + 4m

Enerǵıa cinética inicial Ec,i = 1
2mv

2 ⇒

Ec,f
Ec,i

=
4m

M + 4m

⇒ choque inelástico
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Momento angular. Conservación

Ejemplo: colisión barra (2)

Tras la colisión, no hay trabajo de fuerzas no conservativas sobre
el sistema ⇒ conservación de la enerǵıa mecánica

Inmediatamente después de la colisión, sistema en posición
vertical con enerǵıa cinética Ec,f

Movimiento posterior, ángulo de la barra con respecto a posición
vertical hasta alcanzar un valor máximo (en el que tendrá
velocidad nula), que podemos determinar a través de la
conservación de la enerǵıa mecánica: la variación de la enerǵıa
potencial entre la posición vertical, dependiente del ángulo,
corresponderá a la variación de la enerǵıa cinética, conocida.
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Momento angular. Conservación

Ejemplo: colisión barra (2)

El centro de masas de la barra sube `
6 (1− cos θ), mientras el

extremo de la barra con la masa m sube 2`
3 (1− cos θ); la

variación de la enerǵıa potencial Uθ − Uθ=0 es

Uθ − Uθ=0 = MghCM +mghm =
g`

6
(1− cos θ)(M + 4m)

con

hCM =
`

6
(1− cos θ)

hm =
2`

3
(1− cos θ)

Con Ec,f = Uθ − Uθ=0 obtenemos

1− cos θ =
v2

g`

12m2

(M + 4m)2

b

b

b

θ

CM

hCM

hm

b ~i

~j
~k
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