Fisica General 1

de particulas.

m Centro de masas. Ecuaciones del movimiento.

m Momento lineal. Conservacién

m Energia cinética y potencial de un sistema de particulas

m Teorema Trabajo-Energia cinética para un sistema de particulas
m Conservacién de la energia

m Colisiones




m El punto material es una idealizacién

m Hemos abordado la cinematica y la dindmica de puntos
materiales (o incluso de cuerpos considerdndolos como objectos
puntuales, sin justificar que esto fuera vélido)

m Para abordar el estudio del movimiento de objetos extensos,
vamos a tratar estos como colecciones, discretas o continuas
(distribuciones), de puntos materiales




Centro de masas

m Conjunto C' de n masas puntuales, posiciones 7;, masas m;,
j=1...,n.
La posicién del centro de masas 7oy es

n
remM = E ijj / E mj
j=1

=1

n n
La masa total es M = ij = Zmﬂ?j = Mrom
j=1 j=1

1 o 1 < 1 ¢
TeMm = Mzmjwj7 yom = Mzmjyja ZCM = Mzmjzj
j=1 j=1 j=1




Centro de masas

mjel\rcv @




Centro de masas

m Separando el conjunto C' en dos partes, C = A+ B,
A con las masas puntuales j =1,...,ky
B con las masas puntuales j = k+1,...,n

Kk k
a1 . ,
ToM = —— E m;T;, My = g m;
My “ .
J=1 Jj=1

n n
po_ 1 .
oM = 37 E m;r;, Mp = g m;
Mp

j=k+1 j=k+1

se cumple

Mty + Mprly
Ma+ Mp

M =My+ Mp, f7Tom=

— simplificacién de cdlculos (composicién, simetria)




Centro de masas

Y Maihy, + Mpi?
Mrow =Y myfy, M =My+ Mg, Fou = Ajffhijt T

Jj=1




Centro de masas

m Objecto continuo C

m; = dm, ijn—>/cdm
J

= ([ (f). - o

L [ra L [y L [
JCCM—M Cl‘ m, yCM—M cy m, ZCM—M CZ m

m Como en el caso discreto, separando C = A+ B

. Ma7ay + MpFE
M =Ma+Mp, o= —+CM 5 CM

Ma+ Mp




Centro de masas

Ejemplos: Determina la posicién del centro de masas del siguiente
conjunto de masas puntuales

A: my=3kg, Fa=(2+2))m

B: mp=1kg, 7z=(i4+j)m

o = 3im

C: me=1kg,




Centro de masas

Ejemplos: 3 masas

M =ma+mp+mc =5kg

mara+mpre +mgotfc = (10?4— 7;) kgm

o - T-
oM = 2z+5] m




Centro de masas

Ejemplo: Calcula la posicién del centro de masas de una ldmina
delgada que tiene la forma indicada en la figura y densidad uniforme.

0.2m

—

0.6 m
0.4 m

0.8 m




Centro de masas

Ejemplo: lamina
m Centro de masas de un rectangulo de densidad superficial de

masa uniforme o, con vértices Vi = (z9,yo0), Vo = (o + Lz, Y0),
Va = (20 + Lz, yo + 4y), Vi = (z0,y0 + £y):

300+5 Yyo+Ly
/ / dyo =0/l,¢,

zo+Ls Yyo+Ly o (1(3’;0—&-@ ) CL' ) Y Y

_ 2 0 Yy _ e

roMm = M/ xdx dyo = Ol =20+ ;
wo-‘rf y0+f (l(y + /¢ )27 1 2) Vi

ac 2 \J0 Y 240 _ ty

yCM—M/ / ydyo =7 o, =%+ 5




Centro de masas

Ejemplo: lamina (densidad superficial de masa o)
m Separamos la ldmina del problema en 2 laminas rectangulares
1:29, =0, yo, =0, £, =0.8m, £, =04m
my = oly, Ly, = 0.320m?
Tigy = 0.4m, yioy =0.2m
2:x9, =0.6m, yp, =0.4m, {;, =02m, £, =02m
ma = oly,l,, = 0.040m?

Togy = 0.7m, Yo, =0.5m

m Centro de masas de la lamina completa

TeMm = M1T1oy T MaTacy, — 0.32 X 04+ 0.04 x 0.7 =0.43m
c e 0.32 +0.04 '

M1Y1cy T M2Y20nm 0.32 x 0.2+ 0.04 x 0.5

=0.23m

Yycm =

mi + ma 0.32 + 0.04




Centro de masas

Ejemplo: lamina
(N.B. densidad superficial de masa o)
m Separamos la lamina del problema en 2 laminas rectangulares

3:29, =0, yo, =0, ¥y, =0.6m, £y, =0.4m
ma = 0ly,ly, = 0.240m?
Z3oy =0.3m, Yz =0.2m
4:29, =0.6m, yo, =0, €, =02m, £, =0.6m
my = 0ly, by, =0.120m?
Zagy =0.7m,  Yagy = 0.3m
m Centro de masas de la lamina completa
M3T3cy T MaTacy 024 x 0.3 +0.12 x 0.7

ms + My 0.24+0.12
M3Ysey + MaYacy 0.24 x 0.2+ 0.12 x 0.3

=0.43m

rcm =

=0.23m

Yycm =

ms + My 0.24 4+ 0.12




Centro de masas

Ejemplo: lamina

° o
. CMg
° :o
e oMy
o eCM |
CM3CM |
|
|

(Ojo: 3% particién en dos ldminas rectangulares)




Centro de masas

Ejemplo: determina la posicién del centro de masas de una ldmina de
densidad uniforme con la forma indicada en la figura.

?JT y=>=




Centro de masas

Ejemplo: lamina parabdlica
m Densidad superficial de masa o
m Masa (a N\ =M b =M

xmax Ymax (T) Ymax [ZTmax(Y)
/ odS = / dyo = / / dr o
lam la. mzn 11) xmm(y

ZTmin min

Limites: @i, = —\/g, Tmax = + aa ymm(x) = axQ’ ymax(x) =b
(l&mina simétrica)

Tmax ymaX(z) Tmax
Mz/dx/dycr:a dx (b—aa:Q)
z Y

min (T) Zmin

[ az rm‘"‘ \/3 2b 4o \/>
o |bx — —

Tmin

min




Centro de masas

Ejemplo: lamina parabdlica

m Centro de masas

1 [Fmax [Ymax(T) o [Tmax
xCM:M dx/ydszM dzx(b— az?) =0

ZTmin Y Ymin (@) Tmin

wmax Ymax (T) Zmaxl 5 2\
yCM: /dyay—— dxf(b (ax ))

Tmin Ymin (‘T Tmin

Lo b @ (BN o, ol 1\ _ o b3,
M a 5 \a M a 5/ M5 a 5




Centro de masas

(*) Simetria
m Tanto en el ejemplo de la ldmina rectangular como en el de la

ldmina parabdlica, la simetria del sistema proporciona una
primera indicacién de la posicion del centro de masas

m De forma general, si identificamos una operacién (reflexién o
rotacién) bajo la cual el sistema en su conjunto permanece
invariante, el centro de masas se encuentra entre los puntos
invariantes bajo esa operacion.




Movimiento del centro de masas

m Velocidad del centro de masas

. 1 d_ _ 1 -
reM = M m;r; = %TCM = UCcM = M ijvj
=1 Jj=1

n n

m Aceleracion del centro de masas
d
@UCM Z m;a;

m Para cada punto material j, de acuerdo con la segunda ley

ﬁj = mj C?j
con F j la fuerza neta que actua sobre el punto material j y por

tanto
n

M&CM:ZF

=
[

J




Movimiento del centro de masas

m Para cada punto material j, separamos F); en términos de la
fuerza ejercida por el resto de puntos materlales del sistema, es
decir la fuerza “interna” F; j.int, ¥ la fuerza externa F ext

Fj = Fj,int + Fj,ext

m La fuerza interna es la suma de las fuerzas ejercidas por el resto
de puntos materiales sobre j

j int = Z Fk—)]]

k=1 k#j

m De acuerdo con la tercera ley (accién-reaccién), si tenemos Fj [k— 4]

actuando sobre j, también tendremos ﬁ[j_}k] = —ﬁ[k_m actuando
sobre k, de modo que




Movimiento del centro de masas

m Obtenemos finalmente

n
Mdcy = E Fj ext = Fext
=1

con FEgy la fuerza neta externa

Movimiento del centro de masas

El centro de masas de un sistema se mueve como una particula con la
masa total del sistema sometida a la fuerza externa resultante que
actua sobre el sistema.




Movimiento del centro de masas

Ejemplo: tres masas puntuales m1, ms, ms se mueven sometidas a las
siguientes fuerzas externas

ﬁ1:67 ﬁgz—mgGE, ﬁ3:+m3GE

con G constante. (N.B. No hay fuerzas internas)
Las condiciones iniciales del movimiento son

71(0) = 7(0) = 7(0) =0,  #1(0) = 52(0) = 73(0) = voJ

m Obtén Fl(t), Fg(t), Fg(t).
m Obtén, en funcién del tiempo ¢, la posicién del centro de masas
de este sistema 7com(t) v su aceleracion dowm (t).

m Verifica que el movimiento del centro de masas obedece
Mdcm = Fgxt




Movimiento del centro de masas

Ejemplo: tres masas puntuales

m Movimientos uniformemente acelerados:

—

1(t) = vt J

3

DU R
At)zqmtj——§(%2k

—

DU R
ﬁﬂ:vﬁj+§Gfk

m Centro de masas
N m1F1 (t) + mQFQ (t) + m37"'3 (t)
rceMm =
mi + mo + Mms3
Masa total M = mq + mo + mg3

m Aceleracién del centro de masas

d2
aCM(t) = EFCM(t) =G

m3 — M2

m1 + meo + ms3

-1
:v@j+§Gﬁ

ol

mz — Mma

m1+m2+m3

)




Movimiento del centro de masas

Ejemplo: tres masas puntuales

m Fuerza externa
ﬁExt = ﬁ1 + ﬁz + ﬁg = —mgGE—i— ’I’)’L3GE = G(ms3 — mg)E

y verificamos por tanto que se cumple

Mdcm = Fex




Movimiento del centro de masas

Ejemplo: un proyectil se lanza al aire desde el nivel del suelo y
deberia aterrizar a 55 m de distancia. Sin embargo, en el punto més
alto de su trayectoria, explota en dos fragmentos de igual masa. Justo
después de la explosién, uno de los fragmentos tiene velocidad
instantanea cero y cae directamente al suelo. ;Ddnde cae el otro
fragmento? Desprecia la resistencia del aire.




Movimiento del centro de masas

Ejemplo: proyectil

m Si no explotara, aterrizaria a 55 m de distancia del punto de
lanzamiento.

m En la explosion no participan fuerzas externas, la fuerza externa
(peso) es la misma con o sin explosién = misma trayectoria del
CM, con aterrizaje a 55 m de distancia.

m El fragmento que cae “directamente al suelo” aterriza a 55/2 m
de distancia del punto inicial.

m Con las distancias dcy, di correspondientes al CM y al primer
fragmento, la distancia dy correspondiente al primer fragmento
cumple

(m1 +ma)dem = midy + mads

con dey = 55 m, dy = % m, my; = Mo,

3
dg = QdCM — d1 = 555m =77.5m




Movimiento del centro de masas

Ejemplo: dos personas se encuentran en un bote de remos de masa
myp = 60 kg; la persona A, de masa ma = 80 kg, se encuentra sentada
cerca de un extremo mientras la persona B, de masa mp = 120 kg,
rema sentada a d = 2 metros de distancia de A. B se cansa y deja de
remar; una vez se ha detenido el bote, intercambian sus puestos.
(Qué distancia se mueve el bote en este intercambio? (Desprecia
cualquier fuerza horizontal ejercida por el bote)




Movimiento del centro de masas

Ejemplo: dos personas-bote
m El centro de masas no se

mueve (ausencia de fuerzas
externas):

TeM; = TCMy

m La posicién final de B relativa
al bote es la misma que la
posicion inicial de A relativa
al bote:

Th; — TA; = Tof — TBf

TBi — TAi = TAf —Tpyr =4d




Movimiento del centro de masas

Ejemplo: dos personas-bote
m En la configuracién inicial, la posicién del centro de masas
conjunto de A, B y el bote es
MATA; + MBTB; + MpTh;
ma +mp+ my

:I:CMI' =

con x 4; la posicién inicial de A, xp; la posicién inicial de B y xp;
la posicién inicial del centro de masas del bote

m En la configuracién final, con las posiciones de A y B
intercambiadas, el centro de masas conjunto de A, B y el bote es

MATAf + MBITBf + MpTpy
ma+mp+my

TCcMy =

con 4 la posicién final de A, zpy la posicién final de B y xps la
posicion final del centro de masas del bote




Movimiento del centro de masas

Ejemplo: dos personas-bote
m Centro de masas

(ma +mp +mp)Tcm, = MATA; +MBTR; + MpTp;
(ma +mp +mp)Tom,; = MaTay +MBTRF + MyTyy
TeM; = TCM; <
ma(zay —xai) +mplepr — xp;) +my(xpy — ;) =0
m Condiciones
Thi — TA; = Tof — TBf < Tbf — Thi = TBf — T A{
d=1xp; —XTa; = Taj — TBy

m Para resolver zom,; = zoMm,

TAf— LA =Tof — Tpi +d

TBf — IR = Thf — Thi —d




Movimiento del centro de masas

Ejemplo: dos personas-bote

m Tenemos

ma(zar —xa;) +mp(xpr — i) + mp(xpr — ;) =0
TAp —Tai = Tpp — Ty +d

TBf — TBi = Thf — T — d
m Por tanto
mA(xbf — Tpi + d) =+ mB(xbf — Tpi — d) + mb(wa — xbi) =0

m El bote se desplaza

mp —ma
ma+mp -+ my

Thp — Tp; = d=3lcm




Momento lineal. Conservacion

m En el caso de una particula puntual de masa m, ya mencionamos
el momento lineal o cantidad de movimiento

p=mv

con ¥ la velocidad de la misma.

Es una magnitud vectorial, [p] = MLT !, en el S.I. en kgms™!

m En general, de acuerdo con la segunda ley de Newton

I
F=2
dt
Una fuerza neta F actua sobre la particula
< el momento lineal de la particula cambia

m Si la fuerza neta es F' = 0,
el momento lineal se mantiene constante, “se conserva”




Momento lineal. Conservacion

m Para un sistema de particulas, el momento lineal total P es

y por tanto

AP d(M%, - -
T % = Fext, M dcy = Fgxe para M = cte

Movimiento del centro de masas

La fuerza externa resultante que actia sobre el sistema da la variacién
del momento lineal total del mismo.
Si la fuerza externa resultante es nula, el momento lineal total del
sistema permanece constante.

“Ley de conservacion del momento lineal”




Momento lineal. Conservacion

Ejemplo: desintegracién/explosién 1 — 2 en reposo

Una masa puntual m en reposo se desintegra en dos masas puntuales
m1, ma, con velocidades v y s.

Conservacién del momento lineal:

Inicial: P =0, Final: P = mq¥1 + mats
_, my
= Uy = ——7U1
ma

U1, U2 en direcciones opuestas, mi > mq = |U1] < |Us]
(N.B. Problema unidimensional)




Momento lineal. Conservacion

Ejemplo: un vagdn de ferrocarril incontrolado de masa 14000 kg se
desplaza horizontalmente a 4 m/s hacia un cambio de agujas. Al pasar
cerca de un almacén de grano, 2000 kg de grano caen sibitamente
sobre el vagon. ;Cuanto tiempo tardara el vagdn en cubrir la distancia
de 500 m que hay desde el almacén hasta el cambio de agujas?
Supédngase que el grano cae verticalmente y que la desaceleracion
debida al rozamiento por rodadura y a la resistencia del aire es
despreciable.




Momento lineal. Conservacion

Ejemplo: vagoén ferrocarril
m Sin grano, t = 500/4s =125 s

m Con m; = 2000 kg de grano: momento inicial, antes de la caida
del grano

P; = mgvy = 56000kgms™!, my = 14000kg, vg = 4ms

Momento final,

Pr=(moy+mi)v=PFP = v= o v =3.5ms?

mo +mq

de modo que el t = 500/3.5 = 143s




Energia cinética de un sistema de particulas

Sistema con n particulas de masa m; en posiciones 7, j = 1,...,n.
La posicién del centro de masas del sistema es oy

m Descomponemos i °.
. R
7y =Tom + R; . * _’m]‘
= . . o) "
con R; la posicién de m; relativa al * *

centro de masas

m Por construccién,

n n n
E mjrj = E mj’l"CM + E ijj
j=1 j=1 j=1




Energia cinética de un sistema de particulas

m Derivando con respecto al tiempo t
U =tvcm + Vj

con ticm la velocidad del centro de masas y V; la velocidad de m;
relativa al centro de masas
= La energfa cinética de cada particula es E.; = $m;|v;[?

m La energia cinética del sistema es

n n n

1 1 Ly
ECZ;ECJ:;§mj|vj|2:]§§m]|UCM+‘/}|

n 1 B _ . .
= 5 (WCMP +|Vj[? + 2dcm - Vj)

j=1




Energia cinética de un sistema de particulas

m La energia cinética del sistema es

n 1 . R . .
Ee =Y 5m; (lfeml® + [V + 20w - V)

Jj=1

:*M|’UCM|2+Z m]|V| +2’UCM Z

l\D\H

pero

de modo que

j=1

<1



Energia cinética de un sistema de particulas

m La energia cinética del sistema es
1 "1
S 2 > 12
Be = 5Mlvcwu| +§; 5milVil
=

Hemos descompuesto la energia cinética F. en dos términos,

m el primero es la energia cinética asociada al movimiento del centro
de masas (toda la masa M moviéndose con vicm)

m el segundo es la energia cinética asociada al movimiento de las m;
con respecto al centro de masas




Energia cinética de un sistema de particulas

Ejemplo: dos bloques de masa m; = mo = 2 kg se mueven en una
dimensién con velocidades v; = 5ms™ y vo = —2ms~'. Calcula

m la energia cinética del sistema,
m la velocidad del centro de masas,

m la velocidad de los bloques con respecto al centro de masas.

m Comprueba que la energia cinética del sistema es igual a la suma
de la energia cinética asociada al movimiento del centro de masas
mas la energia cinética asociada al movimiento con respecto al
centro de masas




Energia cinética de un sistema de particulas

Ejemplo: dos bloques
m Energia cinética
1 o 1 2 1 o 1 2
E.=-mv]+ -movy =20 +4=-2x5"+-2x2°=29J
2 2 2 2
m Velocidad del centro de masas

mivy +movy 2 X5+ 2 x (—2) 4

= =1.5ms
vem mi + mo 242
m Velocidad con respecto al centro de masas
Vi=vj—vem = Vi = 3.5ms_1, Vo =—-35ms™!

m Descomposicién de la energia cinética, E, = Ec, + Ee,,, v

Crel

1
Del CM: E,, = =(2+2)(1.5)> =4.5]

cCcM 2

1 1
Relativo al CM : E, , = 32% 3.5% 4 32 (—3.5)2 =2x12.25 =24.5]




Energia potencial, campo gravitatorio uniforme

Sistema con n particulas de masa m; en posiciones 7, j = 1,...,n en
un campo gravitatorio uniforme ¢ = —gk

—

= Coordenadas en la direccién k (opuesta a g): -k =z

m Energia potencial gravitatoria de m;
[@‘:7ﬂ7g%
(N.B. referencia U(z = 0) = 0)

m Energia potencial gravitatoria del sistema

n
m;gz; = szjzj = Mg zcm
1 j=1

U=> U=

n n
Jj=1 Jj=

La energia potencial gravitatoria del sistema es la misma que
tendria toda la masa del mismo situada en el CM.




Energia de un sistema de particulas

m Aplicamos el teorema Trabajo-Energia cinética al sistema de n
particulas anterior siguiendo el andlisis para una unica particula
y atendiendo a la naturaleza conservativa o no de las fuerzas
externas e internas,

m Sobre la particula j, recordamos, actia una fuerza
Fj = Fj,int + Fj,ext

m De acuerdo con el teorema Trabajo-Energia cinética, en un
tiempo dt, la particula j se desplaza di’;, y la variacién de su
energia cinética es

dE(;j = Fj . d?“j

Separamos de nuevo 7; = Tcm + R,

dE,, = F; - (dFom + dR;)




Energia de un sistema de particulas

m La variacién de la energia cinética F. del sistema es

dESS =Y "dE, =Y Fj- (dicu + dR;)
j=1 j=1
= (iﬁ) de—i—ZF - dR;
Jj=1 j=1

—FExt dTCM"’ZF_]ext dR +ZF]1nt dR
Jj=1

m En un intervalo finito [t;;t/], fif (...), tendremos por tanto

(AEC)’L'/' = (E(blb) ‘ (ESlh)l - WEC)l\{ZI’Lf Wcr;t af Wll;letl af




Energia de un sistema de particulas

Teorema Trabajo-Energia cinética para un sistema de particulas

(AE()lf = (E(SIS)/‘ - (E?lb)7 - WExt 1f er)?t af VVlrnetl7f

W Extyif = fif ﬁExt -droyv: trabajo de la fuerza externa neta
asociado al movimiento del centro de masas

m el = j fif F A © dﬁj: trabajo de las fuerzas externas

ext,if —

asociado al movimiento de cada masa relativo al centro de masas
rel I 7 D .. . .

m Wi, =225 J; Fjme - dR;: trabajo de las fuerzas internas

asociado al movimiento de cada masa relativo al centro de masas

Con respecto al caso de una particula, tenemos

m distincién entre fuerzas internas y externas,
m separacién movimiento CM y movimiento relativo a CM,
m las fuerzas internas no realizan trabajo asociado al movimiento

del CM




Energia de un sistema de particulas

m Si las fuerzas internas son conservativas, tenemos la energia
potencial interna U,

V[/lrnet1 af = (AUint)v',f
y por tanto

A(Ec + Uint)if = Wg}i\t/l,zf + Wr)i af

€

m Se define la energia propia del sistema Fyyop = e + Uing, por

tanto
CM rel
(AEPYOD)if = WExt af + Weit,if
m Si el sistema esta aislado, ﬁj,ext =0, WCXNtIZf wrel =0,y
(AEprop)if =0 & Eprop,i = Lprop, f

es decir, la energia propia del sistema se conserva




Energia de un sistema de particulas

m Si las fuerzas externas también son conservativas, tenemos la
energia potencial externa Ueyt,

W]gxl\‘f,if + Wgﬂ,if = —(AUext )iy
y por tanto
(AEprop)if = —(AUext )iy € A(Eprop + Uext)if =0
Se define la energia mecdnica total del sistema Eyjec
Eniee = Eprop + Uext = Ee + Uiy + Uexs

que se conserva

(ABMec)if =0 < Ewec,f = Enec,i




Energia de un sistema de particulas

m Si hay fuerzas no conservativas y realizan trabajo, este
corresponde a la variacion de la energia mecanica total del
sistema

(AEMe(:)’i,f = W;}OC

m Como en el caso de una particula, incluyendo otros tipos de
energia (quimica, térmica, etc) y la transferencia de energia fuera
del sistema

(AEOtros)zf - WNOC

= conservacion de la energia total

(AEMec)if + (AEOtros)if = (AETOt)if =0




Energia de un sistema de particulas

Ejemplo: dos bloques de masas m1, mo estdn unidos por un muelle
(sin masa) de constante eldstica k. Partiendo de una situacién inicial
en que el muelle se ha comprimido y las masas estan en reposo,
analiza la variacién de la energia cinética, de la energia propia, y de la
energia mecanica total del sistema masas-+muelle cuando

m el sistema se mueve en un plano horizontal sin rozamiento

m el sistema se encuentra en caida libre, sin rozamiento

m el sistema se encuentra en caida libre y se produce rozamiento
con el aire




Energia de un sistema de particulas

Ejemplo: dos bloques m1, ms unidos por un muelle

m Movimiento en un plano horizontal sin rozamiento: no hay
trabajo de fuerzas externas WExt if = I/Vret ip = 0y las fuerzas
internas son conservativas V[/l’ft1 if = —(AUint)if; se conserva la
energia propia Ep.op = Fe + Uint

m Caida libre sin rozamiento: las fuerzas externas mig, mag, son
conservativas WSXXI i T Wrﬁ it = —(AUcxt)is # 0 (de hecho

%\fl 770, wrel i = 0), se conserva la energfa mecénica total
El\[e(, - Epr()p + Uext = E(: + Uint + Uext

m Caida libre con rozamiento con el aire: hay fuerzas no

conservativas, la variaciéon de la energia mecanica total es

(ABMec)if = Wgoc




Colisiones

m Colision: interaccién “cercana” entre cuerpos
m El impulso I de la fuerza F' durante el intervalo At entre t; y

tr=t;+ At
- tro
I:/th
tA

7

Dimensiones [|I]] = MLT !, unidades S.I. kgms~! = Ns
wl refleja la intensidad y la duracién de una colisiéon
m Si Fneta €s la fuerza neta que actiia sobre una particula,

dtﬁNetd_/dt— Dy — s

m Teorema del impulso

para una particula: chto =Ap

para un sistema: INeto ext = APDsist




Colisiones

m Fuerza media

- 1 [ L1
Fredia = — dt F =

— T & I=FAt
At J,, At

fuerza constante que produce el mismo impulso que Fen At

m Si, durante la colisién, cualquier fuerza externa es mucho menor
que las fuerzas de interaccién entre los objetos que colisionan
(fuerzas internas del sistema formado por los objetos que
colisionan), podemos considerar que la colisién es instantdnea y
que el momento lineal se conserva

m N.B. Si el sistema formado por los objetos que colisionan estéa
aislado, FiNeta,Ext = 0




Colisiones

Colisién en una dimensién:
entre dos bloque con masas m; y velocidades iniciales v;;, j = 1, 2;
queremos obtener las velocidades del estado final, v;

-

Estado inicial

Colisién

Estado final




Colisiones

Colisién en una dimension:

m Conservacion del momento lineal
P = myv;+maova; = mivip+maovey & P = p1;+p2 = piy+pay

Proporciona una tnica condicién, insuficiente para obtener tanto
V1f COMO Vaf

m Analizamos qué ocurre al anadir una segunda condicién, la
conservacion de la energia cinética

1 1 1
2 2 2 2
E.= 5L + §M2vs = 5y + 5 M2lz
2 2
n Py _ Pi 4 P
2m1 2m2 2m1 sz

Tenemos ahora dos condiciones, que deben ser suficientes para
obtener tanto vy £ €OMO vaf




Colisiones

Colisién en una dimensién:
m Tenemos
P = p1; + p2i = piy + pay
2 2 2 2
Pii | P2 _ Pip | Poy

E =
¢ 2my 2mo 2mq 2ma

y queremos determinar tanto p;y como pas en funcién de pi;, p2i,
mi, M3

m Podemos proceder “por fuerza bruta” sustituyendo por ejemplo
D2y = P1; + P2 — p1y en B, = ... y resolviendo p1y = ...

m ...0 podemos observar que existe una solucién trivial p;f = pus,
P2y = po; (ausencia de colisién), que, aunque no nos interesa,
facilita obtener la solucién deseada




Colisiones

Colisién en una dimension:

m Tenemos
P = p1i 4+ poi = p1y + poy

2 2
Pii , Pa _ Pip Py

E. =
2m1 2m2 2m1 2m2

que reescribimos

Pif — P1i = P2i — D2f
ma(pt; — pif) = mi(p3; — p3;)

m Arreglamos la segunda ecuacién

ma(p1i — p1s)(P1i + p1y) = ma(p2y — pa2i) P2y + D2i)
ma(p1i — p1y)(p1i +piy) = ma(pri — piy)(Pri — pry + 2p2:)
(p1s — p1y) (Mma(p1i + p1f) — mai(p1i — p1f + 2p2)) =0




Colisiones

Colisién en una dimension:

m Tan solo queda resolver
(pri — p1y) (ma(prs + p1y) — ma(pri — pis + 2p2;)) =0
Ademas de p1; = p1¢, con el segundo factor tenemos

ma(p1i +pig) — mi(pri — pry + 2p2;) =0
(mo +ma)pis + (Mo — m1)p1; — 2maipe; =0

m y obtenemos los dos soluciones

P1f = P1is P2f = DP2i
— Mo 2mq Mo — My 2msa

mq
b1y mi + mo P mi + meo P2 Paf mi + mgp% mi + mo P




Colisiones

Colisién en una dimensién:

m Soluciones

_ mi—m . 2m .
{Plf :Pu} PIf = tygmg PUi T e P2i
Pa2f = Pai poj = AT py; 4 22 —py,

m En términos de las velocidades

_ mi—ma, . 2mo .
{’Ulf = Uli} Vif = mi+mo v1; + m1+mo V2i
b
= . — 2
=l oy = e+ 2,

(Tan solo nos interesa la solucién no trivial)




Colisiones

Colisién en una dimension:

m Diferencia de velocidades voy — v1y:

(2my — (m1 — ma))vy; + ((m2 — my — 2my))vy;
mi + mo

=v1; — v2; = —(v2; — V1)

’Ugf —’Ulf =

es decir, velocidades relativas inicial/final opuestas

m Hemos resuelto vy, voy asumiendo la conservaciéon de la energia
cinética; en general se introduce un coeficiente de restitucion e

Ugf — Ulf
V2i — V14

Hemos analizado el caso e = 1: una colisién en que se conserva la
energia cinética se denomina eldstica. Cuando no se conserva la
energia cinética tenemos inelasticidad (e # 1)




Colisiones

Colisién en una dimensién:
Analizamos ahora el caso general en términos del coeficiente de
restitucién

m Conservacién del momento
M1V1; + MaU2; = M1V1f + Molof
m Restitucion
e(v1; — Vo) = Vay — V1
m Combinando ambas ecuaciones

o1 s — M1v1; + MoV — ema(v1; — Va;) _ (m1 — ema)v1; + (1 + e)mavy;
Y my + mo my + mo

myv1; + Mava; — emq(ve; —v1;) (14 e)mavy; + (mo — emq)vy;

Vof = =
f mi1 + mo mi1 + mo




Colisiones. Sistema de referencia del centro de masas

Colisién en una dimensién, centro de masas
m El centro de masas tiene velocidad (y momento) constante
_ mqvi +mavg;  maviy +movey P

vcM = = -
my + mo mi + mo M

con M = mj + mo la masa total
m Un sistema de referencia inercial que se mueve con vey es el (un)
“sistema de referencia del centro de masas” (SRCM)
. . P ,
m Velocidades y momentos iniciales en SRCM v}; = vj; — vowm, pj;

/ ma
vy = V1 — VoM = ———— (V13 — v2;)
mi + me
’ _ my
Vg = V2 — VoM = ————— (V2 — V1)
mq +m2
P, = mivy; = e (v1i — v2;) = —Maovh; = —pl
;o — MV = —— (V13 — U2;) = — 2i = —Pa;
1% 17 m1+m2 7 7

Los momentos iniciales son opuestos
< en SRCM el momento total es P/ = 0




Colisiones. Sistema de referencia del centro de masas

Colisién en una dimensién, centro de masas

m Velocidades y momentos finales en SRCM v;- Iz p;- pJ=12

ma

v’lf =v1f —voM = —em(vu — vg;) = —evy;
Vhy = Vai — VoM = —e—— D (ug; — v1;) = —evh;
mi + mo
Phy =mivly = —e— 2 (0y; — vy;) = —eph; = eph; = —phy
my + me

Velocidades y momentos finales son —e X los iniciales

= Energfa cinética inicial E,, final E/; = *E;

m Colisién eldstica e = 1: vj, = —v};
m Colisién perfectamente ineldstica e = 0

v;-f = 0, movimiento final con el CM
m Colisién ineldstica 0 < |e| < 1




Colisiones

Ejemplo: colisién en una dimensién con

1
my = mg, Mg =2mgy, v1; =2y, V2; = g, €e=3

Determina
m Momento total P, energia cinética inicial E.; y final E.;
m Velocidad vey del CM
m Velocidades y momentos iniciales y finales en el SRCM

m Energias cinéticas iniciales y finales asociadas al CM

m Energias cinéticas asociadas al movimiento relativo al CM




Colisiones

Ejemplo: colisiéon en una dimensién con

my = mg, Mg =2mgy, v; =29, U2 =y, €=

m Tenemos

1 1
2 2 2
P = mjvi; + mavey; = dmovg, Eo = -mavy; + —mavy; = 3moug

2 2
v1; = 200, Vi = Vo, P1i = 2myovyp, P2i = 2movg
V1f = Vo, va2f = 50, DP1f = Moo, P2y = 3movg
1 9 9 11 9
ch = §m11}1f + 2m2’U2f = Zmovo




Colisiones

Ejemplo: colisién en una dimensién con

1
mi =mg, Mg =2mg, v1; =2, V2 =7y, €= 3
m Centro de masas vy = %fuo, P =0,
! ! 1 / 2 / 2
Vi = gvoa Vo = _§U07 b1 = gmovo, Pa; = —gmovo
! 1 ! 1 / / 1
Uiy = _§’U07 Vo = 67)0, Py = _ng’UO) Doy = gmovo
1 2 1 2 2
Eéz = ng%» éf = Emovo =e Eéz
Bocy =+ 2 = Smgud = By — El, = Eop — E!
¢,CM = 2(m1 + ma2)vgy = 3/Movy = Lei ci = Loef cf




Colisiones

Ejemplo:
choque completamente ineldstico en una dimensién con vy; = 0

m Velocidades finales

mi
Vi = vap =




Colisiones

Ejemplo: choque eléstico en una dimensiéon con ve; = 0

m Velocidades finales

mi — Mo 2ma
vifp = mvu, V2 = m”li
Simy = ms, vip =0, Vaf = Vs
Si my < ma, [vig] < Jvial, lvay| < [v1i
Simp < mo, V1f — —Ul4, vor — 0
Simi>me,  |vig] <lvil,  |veg] > vl

Si my1 > Mo, V1f — V14, Vaf — 207;




Colisiones

Ejemplo: dos bolas de masas ms, my (mj > ms), inicialmente en
reposo caen segun indica la figura desde una altura h; al alcanzar el
suelo, my choca con el suelo y ms choca con m; de forma
practicamente instantdnea. Ambos choques son elasticos. Tras los
choques, jqué alturas alcanzan, respectivamente, my y ms?




Colisiones

Ejemplo: dos bolas

m La colision final tiene ;1 = vgj, vo; = —vgj, por tanto
- myvg — mavg — ma(vo +vo) > M1 —3mg -
V1 = J= VoJ
m1 + mo m1 + mo
., myvg — mavg — m1(—vo — Vo) >  3my —mo -
Vaf = J= Vo]
my + ma my + ma

m Dada la altura inicial h, vg = /2gh (conservacién de la energia)
m Con respecto a la posicién en el momento de la colisién, alcanzan

|51
alturas h; =
J 2g

hlzig m173m2 2:h m173m2 2
2g \ m1+ma mi + mo
hQZUj 3mi — mo 2:h 3mi — mo 2
2g \ mq + mq my + me

Sim1>>m2,h1%h,h2%9h




Colisiones

Ejemplo: dos bolas

m ;Qué ocurre con el momento lineal?
mq choca con el suelo, tras ese choque el sistema de dos bolas
tiene

— -

P, = (m1 — m2)vog

El momento final es

— mi — 3ms 3myp — me -
Pr=|mi————+myg——= | voJ
my + mo my + ma
2 2
ml_m2 -2 o g
= L ——2yj =P,
mi 4+ ma

como cabia esperar




Colisiones

Ejemplo: se dispara un proyectil de masa my y velocidad horizontal
v1, que impacta en un bloque de madera de masa my suspendido y en
reposo; el dispositivo se denomina péndulo balistico.

Si la colisién proyectil-bloque es completamente inelastica y el
conjunto alcanza una altura h con respecto a la posicién inicial:
si conocemos mi, mo y h, obtén v.

Si en cambio el proyectil atraviesa el bloque y sigue moviéndose
con velocidad v1/2 horizontal, jcudnto se elevard el bloque tras la
colisién? ;Cuanto vale el coeficiente de restitucion en la colision

proyectil-bloque?
1

Aplicacién numérica, m; =50 g, mo =1 kg, v1 = 50m s~




Colisiones

Ejemplo: péndulo balistico

]
| 7
°
(%] I h
my




Colisiones

Ejemplo: péndulo balistico

m Caso completamente ineldstico: aplicamos (i) conservacién del
momento para obtener el momento final del conjunto tras la
colisién, (ii) conservacién de la energia mecdnica para relacionar
ese momento final con la altura alcanzada

m Momento inicial ﬁi7 final ﬁf, ﬁ, = I3f

P = mivii, ﬁf = (m1+ mg)vﬂ' = vy = L111
mi + Mo

m Energia mecanica tras colisién, con y coordenada vertical hacia

arriba (origen de energia potencial en y = 0)

1 -
EMCC = §(m1 + m2)|v|2 + mgy

m? 2
2(m1+ma2)
meny=h, |17|2 =0 = Emec = (M1 + ma)gh

meny=0, |17\2:v?:>EMeC: vy




Colisiones

Ejemplo: péndulo balistico
m (N.B. Tensién del péndulo no hace trabajo)

m Conservacién de la energia mecédnica entre y =0 e y = h,

mi  of

(m1 +mg)? %

m Aplicacién numérica, m; = 50 g, ma = 1 kg, v1 = 50ms~!

vy =238ms™ ', h=289cm

m Cuando el proyectil continua con velocidad v;/2, el momento
inicial P; = mlvlfse reparte tras la colision entre el momento del
b}oque Pay = mavayi y el momento del proyectil p1y = mq 5-i,

Py = piy + Py




Colisiones

Ejemplo: péndulo balistico
m Con la conservacién del momento obtenemos va¢, con la
conservacion de la energia obtenemos la altura que alcanza el
bloque conociendo vy

= N - my U1
Py =piy + Doy & mivy = mavep +mi— = Uap = —
2 mao 2
m Altura hy (con respecto a posicién inicial) tal que
1 2 U% m% 'U2
Zmov2, = maghy & —2 L =moghy < hy = —2 L
o2 292 3 292 2 m% 8¢

m Coeficiente de restitucidn (ojo! e < 0 porque el proyectil atraviesa el bloque)

My l

_ Yoy~ Uiy Zm, 2 T M2

Vo — V1 0—1 = 2ms

m Aplicacién numérica, m; = 50 g, my = 1 kg, v; = 50ms~!

Vo = 1.25ms™ !, he =8cm, e=—0475




Colisiones en dos dimensiones

Colisién entre dos cuerpos

m Colisién entre dos cuerpos de masas m1, mo y velocidades ¥1; 1ap,
Ui 1ab, €0 un sistema de referencia inercial “laboratorio”

m La conservacién del momento
M1V1i1ab + M2U2i 1ab = M1T1 £ lab + MaU2f lab

da dos ecuaciones, una por componente

m Con una condicién adicional en términos del coeficiente de
restitucién, podemos tratar de obtener ¥ f1ab, U2f 1ab-

m tenemos tres condiciones para obtener las cuatro componentes de
U1f1ab, U2f1ab: son insuficientes para fijar completamente el
estado final.

m En lugar de continuar con el andlisis del problema en el sistema
de referencia “laboratorio”, como hemos constatado en la colision
en una dimensién, es conveniente acudir al SRCM, en el que el
momento total es 0.




Colisiones en dos dimensiones

Colisién entre dos cuerpos

m El centro de masas tiene velocidad

M1V151ab + M2U241ab
mq + mo

oM =
m En un sistema de referencia CM tenemos velocidades iniciales
U1 = Ulilab — UCM, Ui = U241ab — UCM
y momentos iniciales
P1i = M1V, Da; = Mala; = —Pi1;

Definen una unica direccion

m Del mismo modo, los momentos finales pi s y pay = —piy definen
también una unica direccion




Colisiones en dos dimensiones

Colisién entre dos cuerpos

m Sin pérdida de generalidad, podemos escoger coordenadas (z,y) o
base {i,7} de modo que

-
—

D1i = Dity Pai = —i I, Pi = |P1il

y D1y sea una combinacién de i, j, es decir, el plano (z,y) es el
formado por momentos iniciales y momentos finales

m Tras la colisién, tendremos velocidades y momentos

Uiy = Vif2t + Vifyd, Dif = MiVif 2t + M1V1f 4]

Top = Vaf el + Vafyds Daf = =Py

que queremos determinar en términos de my, ms y las
velocidades o momentos iniciales




Colisiones en dos dimensiones

Colisién entre dos cuerpos
m Satisfecha la conservaciéon del momento, observamos que sin mas
condiciones, s es arbitrario, tanto |p’¢| (médulo) como "}%?‘
(direccién): el movimiento final tiene lugar en una dimensién, con
direccion arbitraria

Zilf = (cos 0+ sinfj)
|1 7l
0 es el angulo entre el momento final pi¢ y el momento inicial p';




Colisiones en dos dimensiones

Colisién entre dos cuerpos
m Siguiendo el analisis del caso general en una dimension, anadimos
una condicién en términos del coeficiente de restitucion
Vof — U1
oo b2 U
V2; — V14

con .
ORI SR S 4V

Vji = Vjil, Vjf = Vjf 75
253

m De ese modo la descripcién de la colisiéon se reduce a la
descripcién de la colisién en una dimensién con una tinica
diferencia: el movimiento unidimensional en el estado final tiene
lugar en la direccién




Colisiones en dos dimensiones

Ejemplo: un objeto de masa m; y velocidad inicial 20 m/s colisiona
con un segundo objeto de masa msy que se encuentra inicialmente en
reposo. Después de la colisién, el primer objeto se mueve a 15 m/s
con un angulo de 25° con respecto a la direccién inicial. ;En qué
direccién se mueve el segundo objeto?

Inicial Final .
0%
U4 91
&—— L J /
my mo ) 02




Colisiones en dos dimensiones

Ejemplo:

Inicial Final

. A
-— |
m me L0

m Conocemos

viy =15ms™ !, 0; = 25°

y queremos 6o, con Uay = vay(cos b i — sin Oy j), voy = |Uay|

m Ni siquiera necesitamos conocer el coeficiente de restitucion, la
conservacion del momento proporciona dos condiciones: dado que
involucra v (dos componentes), las masas y velocidades
anteriores, conocidas, podremos resolver ¥




Colisiones en dos dimensiones

Ejemplo:

Inicial Final

m ms

m Momento inicial
B, = myU + mata; = mivyi
m Momento final
ﬁf = my U1y + Moty
= (myv1f cos by + mavay cos 92)?—1— (mqvygsinfy — movay sin 92)3

m Conservacién del momento P; = Py

mq V2 f COS 02 = %(Uﬂ — V1 COS 01)
Vo sinfy = %vlf sin 0

’172f = mig({)’lf —1_);'1) 4




Colisiones en dos dimensiones

Ejemplo:

Inicial Final

. A
-— |
my my /0,

m Direccién 6y

Oy = 2 (v — cosf tan @
{UQf cosb2 ma (vﬂ v 1)} = 02 = arctan (1 1)

3 — mi 3 Vi1
Vg sin Oy e U1f sin 01 T

0y = 44.7°
m Modulo

maq 1

my
— L] — 2 2 _ -
vgf—|v2f|—m—2 vlf—i—vu—QvuvlfcosHl—Q—ms

ma




Colisiones en dos dimensiones

Ejemplo: un coche de masa m; = 1200 kg circula hacia el este; en un
cruce colisiona con un camién de masa mo = 3000 kg que circula
hacia el norte. El coche y el camién quedan unidos en el choque. El
conductor del camién y la conductora del coche estan de acuerdo en:
i) no hay marcas de frenado, ii) el tacémetro del camién indica que
circulaba a 50 km/h y iii) el conjunto coche-camién se ha dirigido,
tras la colisién, en direccién cos 6 este + sin 6 rm, con 6 = 60°. El
conductor del camién cree que la conductora del coche circulaba a
una velocidad superior a la permitida, 80 km/h. La conductora, sin
embargo, estudié “Fisica General I”: ;puede demostrar que el
conductor del camién se equivoca?




Colisiones en dos dimensiones

Ejemplo: colisién coche-camién

En lo sucesivo @?e = f, n_o;t% = 5

Coche y camién unidos en el choque: choque completamente
ineléstico

Aplicaremos la conservacion del momento

Valores iniciales: no hay marcas de frenado, conocemos

Ug; = Vo4 j, vg; = 50 km/h (velocidad del camién), no conocemos
Ty = V14t (velocidad del coche, este); momento inicial

Py = mq U1 + mata; = Myv1; % + Mava; j

Valores finales: masa unica final m; + ms con velocidad
Uy =vy(cosfi+sinf j): conocemos § = /3, no conocemos vy;
momento final

Pp = (my +mg)T; = (my +ma)v(cos 07+ sin b )




Colisiones en dos dimensiones

Ejemplo: colisién coche-camién

m Conservacién P; = Py &

mivi; = (mq + ma)vy cosd

Movg; = (M1 + ma)vysind

de modo que

mo V2; 3000 50

i = kmh™' =722kmh™"
U o tand 1200 3 o

= el conductor se equivoca




Colisiones en dos dimensiones

Ejemplo: dos masas m; = mg y me = 2mg colisionan en el sistema de
referencia “laboratorio” con velocidades iniciales

U1 = 209 1, Up; = Vgt

y velocidades finales ¥y ¢, vay. El coeficiente de restitucion es e = %

m Determina | |, [U5 ], [P} 4|, |5 (mddulos de velocidades y
momentos) en el SRCM.

m Siff’lf = |17’1f|f, determina ¥ ¢, Yoy, Pif, Poy y €l dngulo entre ¥},
y vif.
(N.B. {i,j}: base ortonormal)




Colisiones en dos dimensiones

-

Ejemplo: colisién mq = mq, mo = 2myg, U1; = 200 4, Ua; = Vo @
m Centro de masas

7 myU1; + mats; 4U z
M= —— =350
mi + mo 3

m Las velocidades iniciales en el SRCM son

= = = 2 = =/ — — 1 e
V1, = V14 —UcM = ZV0?, Uy = V2 —UCM = —§U02

3

m Los momentos iniciales en el SRCM son

2 > 2 >

—
?

i .
P = gmovo v, Doy = —gmovol




Colisiones en dos dimensiones

-

Ejemplo: colision my = mg, me = 2my, U1; = 201, U2; = Vg
m En el estado final, movimiento de m; y msy unidimensional con
direccién arbitraria, obtenemos directamente

1 1
|Ullf| = e|6/17,| = gv()a |1jéf| = el’D‘éA = 61)0
1 1
m Si mf = |17if|j
1 = 1 -
=/ _ - 7 — __1 .
’Ulf - 3'00.7’ ’1)2f 61)0'7
1 - .
ﬁ(lfzgmo’l)o], Zjéf:_gmovojz—ﬁlf




Colisiones en dos dimensiones

Ejemplo: colisién my = mg, ma = 2myg, U1; = 20g 4, U2; = Vg @
m En el sistema de referencia “laboratorio”, velocidades

— — v 7
Uip =V +vom = o (40 + )

3
N - Vo o7 =
v2f=17§f+UCM:E(82—j)
y momentos
- - movo , > >
Pif = Uiy + oM = 3 (4i +7)

Doy = Uyp + Uom = 3 (8i—3)




Colisiones en dos dimensiones

-

Ejemplo: colision my = mg, mo = 2my, U1; = 2vq 1, U2; = Vg

= Angulo O1a1, entre ¥1; y ¥y

O1ap = arccos (W)
V1| V17|

con
. . voV 17 L. 81}8
|T1:] = 2vo, |Ulf|:T’ U5 -

obtenemos

\]

012 = arccos (




Colisiones en dos dimensiones

Ejemplo: colisién mi = Mo, Mo = 27’”07 7711’ = 21}0i, ’1721‘ = ’Uoi

“Laboratorio”, estado inicial

V1i Uem V2i

my CM ma

“Laboratorio”, estado final

Centro de masas, estado inicial

o o

Ui Uz
— o -9
my CM m2

Centro de masas, estado final
i
4
my ‘ 1f

OCM

ms @ i,




