Fisica General 1

Tema 7 — El campo gravitatorio

m Las leyes de Kepler
m Ley de gravitacion de Newton

m Experimento de Cavendish
m Leyes de Kepler

El campo gravitatorio

Energia potencial gravitatoria, velocidad de escape
= Orbitas




Las leyes de Kepler

Leyes empiricas formuladas por Johannes
Kepler (1571-1630) obtenidas a partir de las
observaciones de Tycho Brahe (1546-1601)

Leyes de Kepler
Todos los planetas se mueven en érbitas elipticas con el Sol
situado en uno de los focos (1609)

La recta que une cualquier planeta con el Sol barre areas iguales
en tiempos iguales (1609)

El cuadrado del periodo de cualquier planeta es proporcional al
cubo del semieje mayor de su 6rbita (1619)




Las leyes de Kepler

Primera Ley de Kepler (1609)

Todos los planetas se mueven en 6rbitas elipticas con el Sol situado en

uno de los focos
m Semiejes mayor a y menor b

m Focos Fy, Fy, elipse: puntos P
tales que di 4+ dy = 2a
(|IF\P| = di, |FP| = dy)

m Excentricidad e = @ )

c=ea

IO?:(.I

dy
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Las leyes de Kepler

Primera Ley de Kepler (1609)

Todos los planetas se mueven en 6rbitas elipticas con el Sol situado en
uno de los focos
m ¢ = 0 — circunferencia

m En el Sistema Solar, elipses
con e K 1:

dy = 1.52 x 10' m

Therra: 5 148 x 10 m

OIFY

da

Perihelio

m Distancia media Tierra-Sol:
Unidad Astrondémica

1UA=15x10"m




Las leyes de Kepler

Segunda Ley de Kepler (1609)

La recta que une cualquier planeta con el Sol barre areas iguales en
tiempos iguales

m Un planeta se mueve mas ~
rapido cuando estd mas
proximo al Sol que cuando
estd mas alejado

Sol

m & conservacion del
momento angular!

p




Las leyes de Kepler

Tercera Ley de Kepler (1619)

El cuadrado del periodo de cualquier planeta es proporcional al cubo
del semieje mayor de su 6rbita
Planeta \ R \ T \ C
Mercurio | 5.79 | 0.241 | 2.99
Venus 10.8 | 0.615 | 3.00

m R: radio orbital medio Tierra 15.0 1.0 2.99

/10 m e 228 | 188 | 2.08
m T periodo / afos Jupiter | 77.8 | 11.9 | 3.01
m C=10*xT?/R3 Saturno 143 | 29.5 | 2.98

Urano 287 84 2.98
Neptuno | 450 165 | 2.99
Plutén 590 248 | 2.99
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Ley de gravitacion de Newton

No solo Newton {E {
Hooke, Wren, Halley

Consideraciones (Hooke 1674)
m la aceleracién de un planeta en su 6rbita es debida a una fuerza
ejercida por el Sol,
m una fuerza que varfa como 1/r? es la causa de las 6rbitas elipticas
observadas por Kepler,
m esa fuerza existe entre todos los objetos, celestes y terrestres (del
universo).

Ley de gravitacion

Toda particula en el universo atrae al resto de las particulas con una
fuerza que es directamente proporcional al producto de sus masas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa.




Ley de gravitacion de Newton

Fuerza gravitatoria que my ejerce sobre mq

= Gm1 mao 7:'2 7
Flon) = — 5 o) = Gmame
12

-

7”2—’]"13

m Proporcional a m; y a mso

m Direccion ?e mi a ma,
Uy o) = =T

m Inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia
dig = |7y — 71|

u F[QHl] = _F[lﬁQ]

m Constante de gravitacién universal

G =6.67x 107" Nm? kg2

INm?kg= 2 =1m3kg!s?




Ley de gravitacion de Newton

Newton y la caida de la Luna (manzana vs. Luna)
m Verificacién de la dependencia o 1/d? de la atraccién gravitatoria
m (N.B. Hipdtesis: actia “como si toda la masa de la Tierra se
encontrase en su centro y andlogamente con la Luna)
m Conocida la aceleracién de la gravedad g en la superficie terrestre
(manzana), g = |7 ~ 9.81ms™2, y el radio de la Tierra Ry

_ GMy
-
m La Luna sigue una 6rbita ~ circular de radio dry = 3.84 x 10!
m con periodo T' = 27.32 dfas (la frecuencia angular es w = 2% );

si la aceleracién d; para mantener la trayectoria circular se debe
también a la atraccion gravitatoria, tenemos

_ GMT 2d _ 471'2 dTL
T2

=w arg




Ley de gravitacion de Newton

Newton y la caida de la Luna (manzana vs. Luna)

m Con los datos experimentales

An? d3
GMr =gR,  GMp=—7tt
4> dj
g R, =308 x 101 m’s ™, oL — 401 x 10" s

= consistente con la hipétesis de la dependencia o 1/d?
de la atraccién gravitatoria




Ley de gravitacion de Newton

Experimento de Cavendish en 1798 (Henry Cavendish 1731-1810) —
Medida de la densidad media de la Tierra
(N.B. = medida de G, aunque G no “aparece” hasta 1873)
m Balanza de torsién, constante de recuperacién conocida
m Medida precisa de la distancia d y desviacién € que aparece en
presencia de bolas de masa conocida M

‘f‘q‘ = G{}gm

|F.| = kb




Ley de gravitacion de Newton

Experimento de Cavendish
m Medida de 0, k conocido = medida de l:,
Medida de ]:, = medida de ﬁg
Medida (diferente) de la atraccién Tierra-bola
= medida de la masa de la Tierra o de su densidad
= medida de G




Ley de gravitacion de Newton

Segunda ley de Kepler
m Planeta P en posicién 7 con velocidad ¢ relativas al Sol
m Momento angular Lp con respecto al Sol
[_: = Mp XU
m En un intervalo dt, la posicién varia de 7 a 7+ v dt

m Descomponiendo @ segtin 7, v = ¥ + ¥, con 7- ¥, = 0, el drea
dA barrida por 7 es

1 1
dA = S| dt] = S| x .| dt

|L| dt

1
A= |Fxddt =
dA =gl dldt = 0

Tenemos por tanto

dA _ |L]
dt  2Mp




Ley de gravitacion de Newton

Segunda ley de Kepler
m Si el momento angular se conserva, |L| =cte y el drea barrida en
intervalos de tiempo iguales es la misma en cualquier parte de la
orbita

Sol

N

m Ojo: el sistema de referencia ligado al Sol no es inercial aunque

no existan mas fuerzas en el sistema Sol-Planeta que la atraccién

gravitatoria, pero veremos que % =0




Ley de gravitacion de Newton

Tercera ley de Kepler para una orbita circular
m Supongamos una érbita circular: punto P de masa Mp se mueve
alrededor de un punto S de masa Mg, con ¥ = ;@, "l =R
constante, sometido a una fuerza

—

- T
Fls—p) = —GMsMp 3

|7] constante = -7 =0
Segunda ley

Mpc_l'ZF[Sﬁp] = d’:c‘iL, fiH =0
y tenemos [0]? = R|d | = €=
Periodo T = £ & || = &R

|7

Obtenemos por tanto

GMs <27rR)2 T2 42

R® ~ GMg




Ley de gravitacion de Newton

Tercera ley de Kepler (érbita circular), %z = C‘Y}]’\T;S

m No depende de la masa del planeta (idéntico para distintos
“planetas” que orbitan alrededor de un mismo cuerpo, por

ejemplo satélites alrededor de la Tierra — %ﬁ, = é}\ro)

m Para una drbita eliptica, R — a (semieje mayor)

m Sirve para medir la masa del objeto alrededor del cual se
observan las orbitas

m Ojo: deduccién “como si S permaneciera fijo”




Ley de gravitacion de Newton

Ejemplo: la Estacion Espacial Internacional se mueve en una 6rbita
practicamente circular alrededor de la Tierra a una altura de 415 km
por encima de su superficie. Calcula el periodo de la 6rbita.

(N.B. A efectos de la atraccién gravitatoria, puedes considerar la Tierra como si

toda su masa estuviera en su centro)




Ley de gravitacion de Newton Leyes de Kepler

Ejemplo: Estacién Espacial Internacional
m Aplicamos la tercera ley de Kepler
42 47%(Rr + h)3

T2 = R3 =
G My GM

con
Ry = 6400km, h = 415km, My = 5.98 x 10?4 kg

m Obtenemos

s = 5560 s = 93 min

\/471'2 ((6.4 4 0.415) x 106)3
T =
6.67 x 1011 x 5.98 x 1024

= N.B. Velocidad |d] = 2 = 7700 ms~!
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Campo gravitatorio

m Sean una masa M y una masa m en posicién 7 relativa a M

m La fuerza gravitatoria que M ejerce sobre m es

7 7 GMm _
F[;W%m,] = _G.Z\4’I7'L|F|73 R —

con r = |f| y @, = 1% vector unitario en direccién radial 7

7

m Se define el campo gravitatorio creado por M en 7

L Fﬂ[]\]ﬁm] v GM U,
g(r) = —m _GM|7:T3 T

M Mo Mo




Campo gravitatorio

m Fuerza gravitatoria (ejercida por M) por unidad de masa

m Accién (instantdnea) a distancia: si colocamos una masa m en 7,
aparece sobre m una fuerza F = mg(r)

m Definido “en todo el espacio”

m Campo creado por un conjunto de n masas M; en posiciones 7

7 — 7
Grro (7 Z% g;(r) = GMJW

d; () el campo creado en 7 por la masa M; situada en 7
m Campo creado por una distribucién de masa

”|3

dg(7,T) el campo creado en 7 por una masa dm situada en T

Fou) = [ dgrim),  dgne) = Gdm =
Vol.(T) |I‘




Campo gravitatorio

m Teorfa (cldsica) de campos (siglo XIX):
gravitacion, electromagnetismo
m En un principio, campo <+ “artificio matematico”
m Electromagnetismo de Maxwell ~ campo como entidad fisica real
(detectable, medible)
m Accién a distancia no instantdnea

m Teorfa cudntica de campos (siglo XX):
particulas como excitaciones de los campos




Campo gravitatorio

Ejemplo: calcula el campo gravitatorio creado por dos masas
puntuales idénticas en un punto equidistante de ambas




Campo gravitatorio

Ejemplo: dos masas puntuales
m Escogemos ejes tales que las masas M se encuentran en posiciones

+dj, y el punto en el que queremos determinar el campo 7 = ri
m Campo total

M df—rg GM—dffr;

ﬂT‘ = G pre = —_— =
gir) dj — rif? | + ri]?
d_)— i 7d—.’7 g
jir)=GM—2 4 qu—
(d% +r2)2 (d% +7r2)2
§r) = —26M—" 7

— 1
(d2 +72)3

Las componentes j se cancelan (simetr{a)

m Limites
mr<Ld, g(r)~ —ZGMd%; (lineal)
mr>d, g(r) ~ —ZGMT%; (como si fuera una tnica masa puntual
2M en el origen)




Campo gravitatorio

Ejemplo: calcula el campo gravitatorio creado por una varilla
homogénea de masa M y longitud L en un punto situado a distancia
r de su centro en la direccién de la propia varilla (r > L/2)

L)2 L)2




Campo gravitatorio

Ejemplo: varilla, direccién 4
m Simetria: si hay alguna componente en direccién L a ¢ y rotamos
la varilla alrededor de i, esas componentes cambiarian sin que se
hubiera producido ningtin cambio en el sistema = campo

necesariamente en direccion ¢

m Densidad lineal de la varilla: A\ = %

L)2 L/2




Campo gravitatorio

Ejemplo: varilla, direccién 7
m Elemento de varilla en posicién x € [—L/2; L/2], de longitud dx
m Campo gravitatorio creado por ese elemento en el punto 7= rz,

(x—r)i

dg(r,z) = G Adx PR

Para r > L/2, r > x cuando = € [-L/2; L/2],




Campo gravitatorio

Ejemplo: varilla, direccién 7

T dx dg(r, z)

m Integramos dx entre —L/2 y L/2,

. L/2 1 . 1 L/2 M -
§ir) = G Ai dxf—cm[ ] ___MGT
—r/2(r =) T=%]_p r2 — (L)

Resultado final




Campo gravitatorio

Ejemplo: calcula el campo gravitatorio creado por un anillo
homogéneo de masa M y radio R en un punto del eje ortogonal al
plano del anillo que pasa por su centro.

M




Campo gravitatorio

Ejemplo: anillo
m Simetria: si hay alguna componente en el plano del anillo y
rotamos este alrededor del eje ortogonal por su centro, esas
componentes cambiarian sin que se hubiera producido ningtin
cambio en el sistema => campo necesariamente en direccién de
ese eje de simetria

m Origen de coordenadas en el centro del anillo, {7[, ;} en el plano
del anillo

M
27 R

m Elemento de anillo parametrizado por dngulo 6 € [0; 27]: posicién
R(icosf + jsin®), longitud R d6

m Punto en el que queremos calcular el campo: ¥ = zk

m Densidad lineal del anillo A =




Campo gravitatorio

Ejemplo: anillo
m Campo gravitatorio creado por el elemento de anillo en el punto 7

R(icosf + jsinf) — zk
|R(7cos ) + jsin0) — zk|3
(icos + jsinf) — zk

(7 + )}

dg(z,0) = GARdS

dj(z,0) = GARd r

w
EoS

dg(z,0)

7 do

—
Rdf




Campo gravitatorio

Ejemplo: anillo
m Campo total [dg(z,0)

icosf + jsinf) — zk

27 R( p N
g(z):GAR/dH 3 =-GA2rtR——— k
o @) (7 + )3
- z -
g(Z) = - 3
(R? + 22)3
m Limites

mz> R, §(z)~ —MGZ%E, como si toda la masa del anillo
estuviera en el origen
2 K R, §(2) ¥~ ~MG 45k, lineal




Campo gravitatorio

Ejemplo: anillo




Campo gravitatorio

m En el ejemplo del campo creado por un anillo, un argumento de
simetria permite simplificar el calculo

m En general, si tenemos un cuerpo C'y queremos determinar el
campo en un punto P tales que existe alguna transformacion
bajo la cual son invariantes, es decir una simetria, cualquier
componente del campo que no sea invariante bajo esa
transformacion tiene que ser necesariamente nula.

m En el ejemplo del campo creado por un anillo en un punto del eje
considerado, bajo una rotacién alrededor de ese eje, el anillo
permance invariante (aunque cada punto del mismo se
transforme en otro) y el punto considerado también. Tan solo la
componente del campo en la direccién del eje (l;) es invariante en
esa transformacién, por tanto_‘el €ampo no puede tener

componentes no nulas segin ¢ o j.




Campo gravitatorio

Ejemplo: campo gravitatorio creado por una superficie esférica de
radio R y masa M

>
* Pext

m Simetria bajo una rotacién alrededor del eje que une el centro de
la superficie esférica con el punto = campo en ese direccién

m Superficie esférica homogénea de masa M y radio R, densidad
superficial de masa o = #




Campo gravitatorio

Ejemplo: campo gravitatorio, superficie esférica

m Origen de coordenadas en el centro

m Campo en un punto 7, |[Fo| = ro, ejes tales que 7o = 1o k




Campo gravitatorio

Ejemplo: campo gravitatorio, superficie esférica

P

m Elemento de superficie dS = R? sin d¢ df en posicién
7= R(i sinf cos ¢ + jsin 6 sin ¢ + k cos 6)

m Campo creado por el elemento de superficie en el punto 77




Campo gravitatorio

Ejemplo: campo gravitatorio, superficie esférica

m Campo creado por el elemento de superficie en el punto 77
,,T‘
dgi(7y, ) = dj(7, 0, ¢) = G o R* sinf d¢ db ﬁ

7— 7y = Rsinf(icos ¢ + jsin¢) + k(Rcosf — o)

—

|7 — 7| = |F? + |7o|> — 27 - 7 = r§ + R* — 2Rrq cos 0

m Campo total
7o

g(7) /dg = Go R? /d9 d¢>51n97

|7 — 7|3

27
N.B. /dS = R? /da sin 0 d(;S = 47 R?
S




Campo gravitatorio

Ejemplo: superficie esférica
m Tan solo ¥ — 7y depende de ¢

(7o) = GoRQ/ﬂﬂ/dqb( %)

|7 — 703

2m
d(b( 79) = Rsind d¢(zcosd>+js1n¢)+k(Rcos€ ro) [do
0

0 2

sin @(R cos — ro)
r2 + R? — 2Rrg cos 0)3/2
MG sinf(pcosf — 1)
/ (1+ p2 —2pcosf)3/2

(o) = Go2rR*k /dﬂ(
0

con p = R/rg
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Campo gravitatorio

Ejemplo: superficie esférica

_,(7_1,)_MG——/Tr sinf(pcosf — 1)
giro) = 2rk o (14 p2—2pcosfh)3/2

m “Arreglamos” el numerador

1 1 2
pc0s971:f§(1+p272pcost9)+ Rl —-1=
1 21
- 5(1 +p? —2pcosh) + P 5
para obtener
sinf(pcos —1) sin 0 n (p? —1)sind

(14 p% —2pcosh)3/2 72(1 +p2 —2pcosh)z  2(1+4 p% —2pcosh)?




Campo gravitatorio

Ejemplo: superficie esférica

m Calculamos

/ere sinf(pcosh — 1)
o (14 p2—2pcosh)3/?

1/;9{_ sin 0 4 (p? —1)sinf 3}
2 Jo (1+p%2—2pcosB)z (14 p2—2pcosh)2

2
2 1, —(pt 1) 2 _ -1
N {(l—i-p 2pcosb) }0 + o [(1+p 2pcosb) ]0

[1o]

1+p—|1-— 1—p?
1+p—| p\+ p

2p 2p




Campo gravitatorio

Ejemplo: una superficie esférica

m Con p=R/ro:
m p > 1, 7 en el interior de la superficie esférica, [Ig] =0
m p <1, 7 en el exterior de la superficie esférica, [Is] = —2
MG, -
§(7o) = = [Io] &
g(7o) 22 (6]
Por tanto .
oo 0 si rog <R,
JU0)=4_MGT s ro> R
0

m En el interior no hay campo gravitatorio, es 0
m En el exterior, el campo es idéntico al creado por toda la masa M
de la superficie esférica situada en su propio centro




Campo gravitatorio

Ejemplo: campo gravitatorio creado por una esfera

m Esfera homogénea de masa M y radio R, origen de coordenadas

en el centro; densidad p = 42%3

—

m Campo en un punto 7, |[7o| = ro, ejes tales que 7o = 1o k

m Empleamos el campo gravitatorio dg(r) creado por una
superficie homogénea (ejemplo anterior) para obtener el campo
gravitatorio que crea una corona esférica de radio r (superficie
47r?) y de espesor dr en 7y:

o B 0 si rg<r,
,g(To, T) - —(p471'7“2 dr)GT si rg>r.

T

oyl

m Para obtener el campo total creado por la esfera, integramos dr
en [0; R]; tenemos que distinguir si r9 es mayor o menor que R.




Campo gravitatorio

Ejemplo: campo gravitatorio creado por una esfera
m Pararyg > R

o [T, R 7o
g(Fo):—p47rG—3/drr =—p;mR°G 5 =-MG—5 = ——5k
To Jo 3 To o To

El campo, para ry > R, corresponde simplemente al campo
creado por toda la masa de la esfera situada en su centro

m Para ry < R, separamos

R T0 R
/dr:/err/dr
0 0 T0

En la integral en r € [ro; R], el campo es dg(7,r) = 0 y queda

7y [0 4 ; MGrg -
(7o) = —p47rG:—g /Odrr2 = —p3m Gy = fMG% =— RJ%
0




Campo gravitatorio
Ejemplo: campo gravitatorio creado por una esfera

Esfera homogénea §(7) = —g(r)

T

T




Campo gravitatorio

Ejemplo: campo gravitatorio creado por una esfera

m El campo en el interior de la esfera tiene una dependencia lineal
con la distancia al centro, y es continuo en la superficie, donde
|g(70)| es maximo

m N.B. Si la esfera no es homogénea pero tiene simetria esférica, i.e.
densidad variable p(r) = p(r) > 0, la dependencia no es lineal,
pero el campo sigue siendo continuo en R, donde |g(7)| sigue
siendo maximo




Campo gravitatorio

Ejemplo: campo gravitatorio de la Tierra
G=6.67x10""m3kg 152

m La Tierra
Mrp = 5.98 x 10** kg, Rr = 6370km

m En la superficie,

GMrp ~

o= ——F5k= —goE, g0 = 9.83ms 2
Ry

m A una altura h >0




Energia potencial gravitatoria

m ;La fuerza de atraccién gravitatoria es conservativa?

m Recordemos, conservativa = el trabajo que realiza es
independiente del camino

m Si es conservativa, podemos definir la correspondiente energia
potencial

m La respuesta es si




Energia potencial gravitatoria

m Si consideramos una masa m en posicién 7 con respecto a una
masa M, la fuerza gravitatoria que M ejerce sobre m es

= En coordenadas cartesianas (base {1, J, E} y origen en la posicién
de M)
F=xi+ yf—I— zk
A=r=@ 4y + )}

por tanto

I;ererzE
3

@+ + )7

Fiagosm) = —Gm




Energia potencial gravitatoria

m Notamos que




Energia potencial gravitatoria

m Fuerza gravitatoria es una “derivada”
~ - GmM
F[Mﬁm]:v< 2 142 21)
(22 +y? + 2%)2
m Energia potencial gravitatoria

GmM . - GmM

U(xvyv Z) = -

(22 4 y2 + 22)2 r




Energia potencial gravitatoria

m Otra forma de “llegar” a la energia potencial gravitatoria:
considerando de nuevo la masa m en posicién 7 con respecto a
M, se mueve sometida a la fuerza Fips_,p,) = —GmM—eris

m La energia cinética de m es

1
)
E.= §m|v|
{,Cémo varia E. en el tiempo?
(Recordemos la conexién entre trabajo y energfa cinética)
dE. 1 dl5)> 1 d(v-v)

muv @
aa 2" a4 2" ar dt

—

Usando la segunda ley de Newton mcall—f = ﬁ[ M—m]s

dE. _ 7Gva

- T
dt 7?




Energia potencial gravitatoria

m Notamos ahora que

d (1 d (. o\ 1, s df dF \ 77
dt<|f1>—dt((rﬂ ) = =5 ( dtﬂzt?”)— s

de modo que

dE,. d (1 d GmM
o —Gdet(r) < dt(EC_ ; )‘0

m La cantidad E. — W es constante (conservada) en presencia de
la atraccion gravitatoria

Ec o GTM mM

es la energia mecénica, en la cual —€ o

corresponde

a la energia potencial gravitatoria




Energia potencial gravitatoria (**)

En términos del trabajo realizado por la fuerza gravitatoria
m Una masa m recorre un camino 7(s), descrito en términos de un
pardmetro s, entre 7; = 7(s;) y 7y = 7(ss), con 7(s) la posicién
relativa a una masa M

m El trabajo que realiza la fuerza de atraccién gravitatoria a lo
largo de ese camino es

Fr, ~ _ 7(s)
Wip = | Fisgmm)-dr con Fiym) = *GMmW

m Con |7(s)| = r(s), 7(s) = r(s)jgzg donde % es el vector unitario

en direccién 7(s). El elemento d7 de camino es




Energia potencial gravitatoria (**)

m Tenemos
= o 7(s dr(s) (s
Fiyomy - di = —GmM [r((s))]3 . < d(s)rgs; +7(s) a5 \r(s)
dr(s d (GmM
F[M%m] -dr = —-GmM [7‘(8)]2 d(S ) ds = % 7‘(8 ) ds
ms) d (Ts)\ _1d (s) 7(s)Y _
NB. (s) ds (r s)) 2ds (T s) s)) 0
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Energia potencial gravitatoria

m Por tanto

Tf, sf
Wif:/F[M—>m] ~d7_":/ d (GmM) ds — GmM B GmM

ds \ 7(s) 7] 7]

m W;; no depende del camino, con lo que F{p_m,) es conservativa
m = permite definir una diferencia de energia potencial

GmM  GmM

|7'¢] |7

k3

U(ry) = U(7) = =Wip =

m Recordemos que las cantidades que tienen sentido fisico son las
diferencias de energia potencial

= Adoptamos por comodidad U (7) — Uyet — U(7) = =< como la
energia potencial gravitatoria, tomando User = lim, 0o U(7) = 0

m Al tratar problemas “cerca de la superficie terrestre” es mas
conveniente tomar como potencial de referencia el
correspondiente a la propia superficie terrestre




Energia mecanica y érbitas

m Consideremos el sistema formado por dos masas puntuales m y
M, m < M, aislado; las 1inicas fuerzas presentes son las
atracciones gravitatorias mutuas. Con M > m, podemos
considerar M en reposo. 7 es la posicién de m con respecto a M,
y su velocidad v = fl—’;.

m La energia mecanica E del sistema es una cantidad conservada

1 2 GmM

7
m La energia cinética F,. = %m|17|2 > 0 es positiva por definicién
m Si F <0, existe una distancia maxima r,.x para la cual la
energia cinética se anula y la energia potencial es méxima
GmM

max — — E<O0
T I con

= trayectorias (Grbitas) acotadas




Energia mecanica y érbitas

E > of

E <0

Tmax



Energia mecanica y érbitas

Ejemplo: érbita circular
m Distancia constante |7] = R
m Segunda ley + movimiento circular =
. GM
61> = —~
R

m Energia mecanica

~ GmM - GmM GmM

E = _
2R R 2R

m Para una érbita eliptica

con a el semieje mayor




Energia mecanica y érbitas

Ejemplo: Queremos situar un satélite de masa m = 1000 kg en érbita
circular geoestacionaria.

m ;A qué altura sobre la superficie terrestre esta la érbita?

m ;Qué velocidad tiene el satélite?

m Si se parte del reposo en la estacién de lanzamiento y se desprecia
la resistencia del aire, jcuédl es la energia necesaria para situarlo
en su 6rbita?




Energia mecanica y érbitas

Ejemplo: satélite geoestacionario
m Acudimos directamente a la tercera ley de Kepler para una 6rbita

circular
1
t2 4n? GMrt?\ ®
Re+ 1P  GMy ( ) '

con t = 24 h el periodo; sustituyendo valores

h=359%x10"m (h=~56Ryr)

m Velocidad
v — 27T(RT + h) . <2’/TGMT

1
3
) =3.07 x 10°m/s
t t

m Energia necesaria para alcanzar la érbita: diferencia entre la
energia mecédnica correspondiente a la 6rbita F, y la energia
mecdnica inicial E; (considerando satélite inicialmente en reposo)




Energia mecanica y érbitas

Ejemplo: satélite geoestacionario

m Energia
EO:—M, Ei:_GmMT
2(RT + h) Ry
E —E = GmM R
o T H T VT \ Re T 2(Rr + 1)

M P
B, g = GmMr(Br+20) o g0

2Rp(Rr + h)




Energia mecanica y érbitas

Ejemplo: Un satélite se mueve describiendo una orbita eliptica
alrededor de la Tierra. Las distancias minima y maxima a la
superficie de la Tierra son 400 km y 3000 km, respectivamente.
Calcula la velocidad del satélite en el apogeo y en el perigeo.

Up

Ry + hy, RT-I—hp

Vq




Energia mecanica y érbitas

Ejemplo: satélite
m Orbita eliptica alrededor de la Tierra: energfa £ = —=51™ con
m la masa del satélite y A el semieje mayor de la orbita

m Distancias maxima y minima al centro de la Tierra,
dqe = R + hg, dp:RT—l-hp
con Ry =6.37 x 10°m, h, = 3.0 x 10%m, h, =4.0 x 10° m
m Semieje mayor
do + dp ha +h
R4+ 2P
2 + 2

m Obtenemos la velocidad v del satélite cuando se encuentra a
distancia h de la superficie a partir de la conservacién de la
energia mecanica

A= =8.07x 10°m

GMTm 1 2 GMTm

24 2™ TRy +h




Energia mecanica y érbitas

Ejemplo: satélite

- oo 2G My \/RT+ha+hp—h
-\ 2Rr +ho+hy Rpr+h

m Para h = h,
2G Mt Ry +hy
.= \/ —5.98k
Y =\ 2Ry + ha + hy \ Ra + ha m/s
m Para h =1,
QGMT RT + ha
= =8.27k
Up \/2RT+ha+hp\/RT+hp m/s

ral I — Tema 7 — El



Energia mecanica y érbitas

Ejemplo: dos planetas giran alrededor de la misma estrella. El
primero con una érbita circular de radio r; = 10! m y periodo de
rotacion de dos anos. El segundo con una érbita eliptica con

ro = 1.8 x 10 m (ver figura).

Calcula el periodo de rotacion del segundo planeta.

Calcula la masa de la estrella.

Calcula la velocidad del primer planeta.

Calcula la velocidad del segundo planeta en el periastro y en el
apoastro (posiciones de minima y maxima distancia a la estrella,
respectivamente).

m Calcula la energia minima que habria que aportar para alejar
indefinidamente el segundo planeta de la estrella si tiene una
masa igual a la de la Tierra.

N.B. La interaccién gravitacional entre ambos planetas se considera
despreciable




Energia mecanica y érbitas

Ejemplo: estrella-dos planetas

v
U1 2p
A—
. ml
[ ] m2
= o
0 M =}
X - E
Q -
= T2 ™ 8
V2q

Informacién: distancias rq, ro, periodo T}




Energia mecanica y érbitas

Ejemplo: estrella-dos planetas
m Para determinar el periodo de rotacién T, del segundo planeta,
usamos la tercera ley de Kepler para la orbita circular del primer
planeta y para la érbita eliptica del segundo, que tiene semieje
mayor 1172,
T? 472 2372 4m?

E_GM’ (r1+19)3 ~ oM

con M la masa de la estrella.
Despejamos T5

T2 9372 T H
n_ 2h T2:1<1+T2)

Ty (r1 +19) 22 r1
Con ry/ry = 1.8,

Ty = 1.65T) = 3.31 anos




Energia mecanica y érbitas

Ejemplo: estrella-dos planetas
m Calculamos también la masa de la estrella
471'27“{’

M =
GT?

=1.49 x 10* kg (= 0.075 M)

m Velocidad v; = |Uy| del primer planeta: con la energia mecénica

E; = —GMm1 htenemos
27y

M 1 M M
_M:,mv%_w = v = G7:9,96><103m/s
27“1 2 71 ™

m La velocidad ve = |Us| del segundo planeta depende de la
posicién, la energia potencial gravitatoria también, pero a través
de la conservacion de la energia mecénica, conociendo las
posiciones de periastro y apoastro, tenemos informacion
suficiente para determinar las correspondientes velocidades.




Energia mecanica y érbitas

Ejemplo: estrella-dos planetas
m Velocidad del segundo planeta; la energia mecédnica es (para una
orbita eliptica, en lugar del radio tenemos el semieje mayor en el

denominador)
GM
By = — 2
1+ 72
Periastro
GMm2 1 2 GMm2
_ = Zmev2 —
P (&1

1 1 2GM
S, ) - [z
rL i+ ri(r1 +72)

Apoastro (cambiamos 71 > 72 ¥ Vo, — U2g)

GMm2 1 2 GMWLQ 2GM7'1

b PXY = VUgq = —_——
2 2a T T (T1 + ’I“g)




Energia mecanica y érbitas

Ejemplo: estrella-dos planetas

m Sustituyendo valores
vap = 11.3 x 10°m/s, wa, = 6.27 x 10° m/s

m Energia minima para alejar indefinidamente (es decir, a distancia
00) el segundo planeta de la estrella: —FE5 (de modo que a
distancia oo tenga velocidad nula)

GMmg - GMMT

= =212 x 10%%J
1+ T2 1+ T2

Energia liberada en

m una nova ~ 103 — 1039 J,
m una supernova ~ 10%* J




Velocidad de escape

m Consideremos un cuerpo de masa M y radio R, con simetria
esférica, “un planeta”. Una masa m < M se lanza desde su
superficie con velocidad inicial ¥; y no actian més fuerzas que la
atraccién gravitatoria. Podemos plantearnos dos preguntas

m ;Qué distancia maxima con respecto
al centro del cuerpo puede alcanzar
dada U;?

m ;Cual es la velocidad inicial minima
para que la masa m pueda escapar de
la atraccion del “planeta’?




Velocidad de escape

U| tiene m

m Para contestar ambas preguntas veamos qué velocidad
en funcién de la distancia R + h al centro del cuerpo

m Aplicamos la conservacion de la
energia mecdnica entre ambas

situaciones
1 GmM
E; = ~m|5i[* — =5
3l R
1 GmM
E = -ml|7]? —
AC s
E,=F =
2GM  2GM
32 = 5 - = +




Velocidad de escape

m Distancia méaxima: si E; > 0, h — oo; si E; < 0, es la distancia
R + hmax para la cual |0] =0, i.e.

1., GM GM R
P T TR T R & e T TR
2GM

m Velocidad de escape v, i.e. velocidad inicial minima para
alcanzar hy,., — 0o con |U] =0, i.e.

O_E/UQ_GM - [oGM
Toe R T R

Con la aceleracién de la gravedad en la superficie gy = S

R2

Ve = /290 R

m Ojo: si la distancia inicial con respecto al centro es d > R en

2
lugar de R, v, = |/ 2¢M = |/ 20k




Velocidad de escape

m Ejemplo: velocidad de escape de la Tierra, Ry = 6.37 x 10%m,
go = 9.8ms ™2

Ve =2 x 9.8 x 6.37 x 106 = 11.2kms""

m Ejemplo: velocidad de escape de la Luna, Ry, = 1.74 x 10 m,
My =17.35x 10*2 kg

=92.37kms™*

o \/2 X 6.67 x 10~11 x 7.35 x 1022
e 1.74 x 10°

m Ejemplo: velocidad de escape del Sol, Rg = 6.95 x 10 m,
Mg =1.99 x 103 kg

=618kms™!

\/2 X 6.67 x 10~11 x 1.99 x 1030
Ve =
6.95 x 108

ral I — Tema 7 — El



Velocidad de escape

Ejemplo: se dispara un proyectil hacia arriba desde la superficie de la
Tierra con velocidad inicial v; = 8 km/s; despreciando la resistencia
del aire, calcula qué altura alcanza. ;Qué altura alcanza si la
velocidad inicial es v; = 0.7km/s?




Velocidad de escape

Ejemplo: proyectil-altura

m Aplicamos la conservacién de la energia mecénica (repitiendo lo
expuesto al obtener la velocidad de escape) para obtener

RT RT’U?

— _ 2GM

RT + hmax = 7RTU12 <~ hmax = RT 17RTU$
2GM T 2GM

m Para v; = 8km/s
Pnax = 6.66 x 10% km

m Para v; = 0.7km/s

hmax = 25 km




Velocidad de escape

Ejemplo: se dispara un proyectil hacia arriba desde la superficie de la
Tierra con velocidad inicial v; = 15km/s; despreciando la resistencia

del aire, calcula qué velocidad tendra cuando se encuentre lejos de la

Tierra.




Velocidad de escape

Ejemplo: proyectil-velocidad

m En este caso la velocidad inicial v; es superior a la velocidad de
escape, y obtenemos la velocidad v; del proyectil cuando este se

encuentre lejos de la Tierra a partir (de nuevo) de la conservacién
de la energia mecanica

E;, = 3mv; = Rr
1 GM 1
Ef = imv? — Rr j_ﬂ; con h = o0, FEy= 5”“’3’

2G M.
Ei=E; = vy =y/vi— 7 r_ v — 2
T

con v, la velocidad de escape
m Con v; = 15km/s

vy =10km/s




Mareas

m Marea: cambio periédico del nivel del mar

m Fendémeno “conocido”, por ejemplo Piteas (siglo IV a.C.), Seleuco
(siglo IT a.C.), Plinio el Viejo (siglo I d.C.) ya relacionaron
periodicidad de las mareas con la influencia de la Luna y el Sol;
primera explicacion “moderna” debida a Newton.

m Fendémeno complejo, nos limitamos a entender los aspectos maés
bésicos:

m Pleamar (marea alta), altura méxima del nivel del mar
m Bajamar (marea baja), altura minima del nivel del mar
m Tiempo entre pleamar y bajamar ~ 6 horas




Mareas

m Tierra < esfera con hidrosfera (jno es un sélido rigido!), veamos
la influencia de un cuerpo de masa M sobre esta ultima

p ®

M

m Atracciéon “media” en direccién a M, aceleracién

GM

=g

m ;Qué ocurre en los puntos mas cercanos o alejados de M?




Mareas

m Puntos a distancia d + Ry, aceleracién

g GM __GM_ 1 _ 1
I (e N (o
o oBr  EE

(Desarrollo multipolar)
En general § = gy + 04; con respecto a o,




Mareas

m /g (+ hidrodindmica), 4+ rotacién de la Tierra:




Mareas

m Atraccién del Sol (Mg = 1.99 x 103%kg, ds = 1.5 x 10'' m)

Jos = =59x10"2ms™? =6.0 x 10~*g

Variacién maxima

M
8gs = iLQS@ = +25x 10 "ms 2 =25 x10"%
2 ds
m Atraccién de la Luna (M, = 7.35 x 10*?kg, dy, = 3.84 x 10%m)
GM
gor = ——== =34 x 10 ms 2 = 3.5 x 10~%
dr,
Variacién maxima
. M
691 = +¢ - BT o 57 %10 Tms? = 5.8 x 107 %g
& dg

m Aunque gos > gor, 09r ~ 2095




Mareas

m Combinacién de la variacién local en la atracciéon tanto del Sol
como de la Luna explica la periodicidad de las mareas

m Detalle “més fino” (e.g. variaciones mensuales)

m depende de la posicién relativa de Sol y Luna

m de la orientacién: eje de giro de la Tierra inclinado 23.27° con
respecto a la ecliptica (plano de la érbita Tierra-Sol), plano de la
6rbita de la Luna inclinado 5.45° con respecto a la ecliptica

m Orbitas elipticas




Mareas

Marea “muerta”

Sol

Luna

Marea “viva”

Luna Sol




Tabla de mareas en Valencia -
Mafiana st

La marea esté bajando en Valenciaen este momento. Como puede ver,la marea mds aka (Im fue alas 4:13pm
lamarea mas baja de 0.13m es ales 9:52 pm . El ol sald alas 8:14 amy la pussta de sol fue alas 5:38 pm

Hoy huioo 05 horas y 24 minutos de saly la temeratura media de hoy es 15°C. La temperatura del aguaenestos  4:43 AM 9:52 PM
momentos es 15°C y la temperatura meda del agua de hoy es 15°C.

ima pleamar Préxima bajamar

R s

Fisica General I — Tema 7 — El campo gravitatorio



Orbitas

m my en 7y con velocidad ¥, ms en 75 con velocidad ¥y

m las Unicas fuerzas sobre el sistema de dos masas son las
atracciones gravitatorias

— —

- Ty — 11 - -
Foqy = Gmimy ——— 3 Frio) = —Flas
|7y — 71
m Centro de masas
S mi71 + Mot . miU1 + Mol
oM = ————————, oy = —8—=
mi1 + mo m1 + mo

m Posiciones y velocidades relativas al CM

Ry =71 —7fcm, Ro=72—7cm, mMiRi+meRy =0

Vi =11 —0cm, Vo=102—9cMm, muVi+mala=0




Orbitas

m Posiciones y velocidades relativas

- o _ B 3 my+mg 5z M t+mg 3
’I“E’I“Q—’I‘lzRQ—Rlz— R1: R2
ma mi
o - ~ ~ my+ ma = my1+ ma =
V=Ug—1U1 =Vo—V] =— Vi = Vs
mo mi
m Segunda ley de Newton
y
-, Ty — 71 7 7
F[1—>2] = —Gmlﬂ”@ﬂiﬂ3 = _Gm1m273 = —Gmﬂﬂz*3
|7 — 71 |71 r




Orbitas

m Segunda ley de Newton

7 di, dicn dVa  mumy dv
=mg—— =Me—— +Myg—— = ———— —
e At my+mg dt
En ausencia de fuerzas externas dUdCtM = 6,
dv 7
E = _G(ml =+ '17’12)#,,*3
m Esta serfa la ecuacién diferencial 4 t2 = f(7) a resolver para

obtener la evolucién del sistema, r(t)

m Se obtiene lo mismo con Fjp_,q) = ml%

mimsaz .
mi+ma’

m Masa reducida pu = mi > mg = [ — My




Orbitas

m Momento angular con respecto a O

Lot = mq71 X U1 + Moty X Uy

Loy = (ma + ma)fem X Uom +maRy X Vi + maRe X Vs

m Momento angular de la masa total del sistema en el CM con
respecto a O
(m1 + m2)Tom X Uem

m Momento angular del sistema en el movimiento con respecto al
CM

E5m1é1 ><\71+m2é2><‘72:

2 2
mimsa R mam;y -

(m1 + mg)QT ! (m1+ m2)2r mi + ma




Orbitas

m Conservacion del momento angular

D (Fong x o) = Fow x M _ G
dt CM CcM CM dt

L d v
—_— = — (7 0 pry e —:0
i Mg T = ny

m Importante: momento angular de mo con respecto a my

7= mo(Bs — B1) x (Th — Vi) = maF x & = Wﬁ
1

= el momento angular ¢ de mo con respecto a m; se conserva
pese a que el sistema de referencia ligado a m; no es inercial

(— segunda ley de Kepler v')




Orbitas

m Energia cinética

1 . 1 .
Eomor = —ma|th]? + §m2|112|2

2
1 T U ST S,

¢, Tot = 5 M1 T M2)|VCM SV Sma|Va
Eeitor = 5 (ma +ma)|ou[* + Sma| Vi + Sma| V|

m Energia cinética del sistema en su movimiento global con respecto
a O

1 o
E(ml + m2)|vCM\2

m Energia cinética del sistema en su movimiento con respecto al CM




Orbitas

m Energia cinética, movimiento con respecto al CM: E, = %u |72
m Variacién de la energia cinética
Global .
- 2 - UVCM
—|vcMm| = 2UCM . =0
dt| | dt

Respecto al CM

dE, 1 d ., . di

a  2Par dt




Orbitas

m Energia potencial

1
U= —Gmlmgﬁ = —Gm1mgf
|R1 — Ry r
m Variacién de la energia potencial
auv d1l L1/
o Gmlmzdtr = Gmlmgdt(r 7) =

e -
Gmymy (7 - 7)(F-7) "3/ = Gmlmgr—3

m Conservacién de la energia mecénica £ = E, + U

|2 U:7Gm1m2 :71
’ T r

.
oo, Bo=u




(*) Orbitas

m La conservaciéon del momento angular L y de la energia mecénica
FE van a resultar fundamentales para obtener las
trayectorias/6rbitas

m Con L constante y - L= 0, v- L= 0, el movimiento tiene lugar
en un plano

= En ese plano (7, 7) introducimos una base ortonormal {i,;}

pN

(ademds, k =i x j), y coordenadas (r,6)

F=r(icos+jsind), (|Fl=r)
dr - - do, - -
17:d—:(icose—l—jsin@)—&—ra(—z’sinH—&—jcosH)
dr|? 9|’
=212 |20 2|77
o™ = a| T @

m Momento angular




(*) Orbitas

m Momento angular constante = L = ur?

= 0(t) monétona (signo de % fijo)
2 |dr|2y L2

[ | ‘17 = |la H27"2
m Energia
1 v 1 |dr
E=_plof — - = -p|—
M ==
E= Ec,r +Vef(r)
1 |ar]?
Eer=c-pl—|, V =
3 2/’1/ dt ef(’r)

m I, energia cinética “radial”
m Vet (r) energia potencial “efectiva’

do

dt

2

constante

LZ
212

LQ
2ur?

gl

r

v

r



(*) Orbitas




(*) Orbitas

. , L2
m Vo (r) incluye la barrera centrifuga 557
(N.B. Barrera centrifuga viene de la energfa cinética, no es
energia potencial)

m Ve (r) tiene un minimo

dv, L? L?>  L*(mi+m
drf =0 & ~d +% =0 = rp= — = G(( ! 22)
r=ro 0 0 ny mlmz)
py (L7 py py?
Vo = Vae(ro) = B0 (2B ) = B
0= Vet(ro) = 73 (2u L2 ) 217 =
L mi +m
2 211 2 ’Y
Vo= = = A
0=y omimg Y 2 e




(*) Orbitas

E <0

E =V}

—— "'mir

I'min




(*) Orbitas

Dos tipos de érbitas segin £ > 060> FE > V)
m > 0: existe rnin v 7 puede alcanzar +oo

m 0> FE > V) existen ryin ¥ Tmax, trayectoria acotada;
cuando E =V, r = rg, la trayectoria es circular

Para Tmin,
’ 2 2
L? ol ro ro o
F=—m————=-W——) 2Vhp—=-W|—-1] +W
2:“’7 min Tmin T'min T'min T'min
de modo que
To E

Tmin ‘/U




(*) Orbitas

m “Resolvemos”:

dr 2 I dr
T JEE Vg = = B
it \/; Voo = di =[5 =
I dr
dt =/~ |—/]m—— = t=
/ \/2/\/Evcf fr)

y hemos resuelto formalmente r(t) = f~1(t)

do _ L
Con & = R

para obtener finalmente

7(t) = r(t)(icosO(t) + jsinO(t))

ral I — Tema 7 — El



(*) Orbitas

m ...pero es muy complicado analiticamente.

m No obstante podemos obtener la trayectoria ()
(al fin y al cabo conocemos dos cantidades conservadas: E, L)
...y lo podemos hacer siguiendo dos estrategias diferentes

m (II) evitando la dependencia en ¢, y obteniendo una relacién entre
7y 6 mediante integracién
m (I) acudiendo a una tercera cantidad conservada




(*) Orbitas (I)

Vector de (Laplace-)Runge-Lenz
m 7y ¥ se mantienen en el mismo plano a lo largo del movimiento y

en general no son ortogonales
Podemos “construir” maés vectores: L x 7, L X U y estudiar su

variacién con t

(L x7) =

& &&\&

—(L X 7) = —p@ x (7 x D)




(*) Orbitas (I)

m En cambio

d - dL - dv - dY
S(Lxt)=—"xT+Lx —=Lx—
ap\ ) = gy X T L = Ly
d - G - G
(L x ) = <mlrj ma)p o r “’“; ma)i (7 x )
d - G
£(L X V) = — @;m2 ((F )7 — T2v)
m ...pero ya hemos visto algo “parecido” al primer término:
%% = —"7; de hecho

d (T F~17_,+17
ol (A IO S - S
dt \r r

de modo que




(*) Orbitas (I)

m Tenemos por tanto
d - - -
—A=0 con A=Lx07+~y-
dt r
m A es el vector de Runge-Lenz
m es una cantidad conservada, ademdas de L 'y F
m A es ortogonal a L, i.e. se encuentra en el plano (7, ¥)
m Para que A sea 1til para obtener la trayectoria, resulta
inconveniente que contenga la velocidad v, pero podemos

“eliminarla” de la siguiente forma

LXT)+yr=L-(Fx7)+yr
1 - L?

=yr— E'L:’yrf—
Iz H

m Como A es constante, es suficiente conocerlo en algin punto
particular para que la expresién anterior proporcione una relacién

0, la ecuacién de la trayectoria

entre r




(*) Orbitas (I)

m Calculamos A en el punto de la trayectoria en que r = rpyin.
Como en 7 = 7yin, % = 0 y entonces 7 - ¥ = 0, fijamos la base
ortonormal {4, j, k} de modo que

7= Tmina U= Uj
Tenemos
E:uf’x ﬁ:urmi,1UE:LE
Ll 7 L. L
A=LXxU04+vy— = Lvk xj+ i

b
I

>< /
L2 - L2 o J" rm;nf
i)
M7 min MY Tmin
A= vy <1 — ro> i
Tmin

La direccién de A es (—) la de la posicién relativa 77 correspondiente al
punto de maximo acercamiento




(*) Orbitas (I)

= Sustituimos en 7+ A con 7= r(cos0i + sinf ),

o . L2
F~A—'y(1 70)7”C089_")/7”
T'min 1%

. L2 P
@(1—”) so—1-21_4_ "0
T'min uy r r

m Hemos obtenido finalmente la ecuacién de la trayectoria

o =1+cecosh
r

1— To _ ll—f 2EL2 m1+m2)
Tmin (J G2 m1m2)3

con

B L2 Lz(ml + ma)
Cpy G(mamy)

2




(*) Orbitas (II)

m Por completitud, veamos la obtencién de las érbitas por
integracién, estrategia alternativa a usar la conservacién del
vector de Runge-Lenz

m Cambiamos en primer lugar

bl L [Tl b
dt — dodt  df pr? 2 ur?2 \/JE =V

es decir
n .
1= L\/;ﬂ VE -V \[ “rovh

m Integramos para obtener 6(r)

I dr m dr
e
/ 2 Jr2VE — Vg 2/ ,2 E‘zﬁ%*‘%




(*) Orbitas (II)

= Cambio de variable (1): p=1, dp=—%

/wsd—ivf():‘/ E—dvp;fa/p) :_/W;_dp—ﬂp

m Arreglamos

L?p? L (5 2wy p
E-— =F— 22 ) =E - (=2, —2L
o TP % <p 2P (—r5Vo) ( #° o

=E — (—r2Vp) (p— 710)2 )
= (E—%)(l—ggv‘%) (p—,,lo)2)

ral I — Tema 7 — El



(*) Orbitas (II)

m Cambio de variable (2):

dejando

v,
\/ 77’0‘/11 1 dz

/TQ\/E Vet (1 /\/E VU\/l—ZQ__\/—'r(Q]VO V1=22

= Obtenemos

d9——i L con z= 0 (Q—l)
VL2 JV1=22 E-W

m Primitiva

ral I — Tema 7 — El



(*) Orbitas (II)

m Integramos finalmente

_ \ Vo (mo
0—0ref—arcc05< E—Vo(r 1))

(constantes de integracién — 6,ef) es decir

”% 14 H cos(0 — Oref)

Escogemos por simplicidad 6,ef = 0 (< eleccién del origen para

0) de modo que 7,;, corresponde a § =0

m N.B. Hemos tomado \/sz — 1, signo contrario da la trayectoria

recorrida en sentido contrario
m Obtenemos de nuevo la ecuacién de las érbitas

o =1+ecosh




(*) Orbitas

r
L —1+ecosh
r
2F L2 2
e= 14 (m1+m2)7 T():L(ml-&-nw)
Gz(m1m2)3 G(m1m2)2

m Ecuacion de una seccién conica de excentricidad e

m ¢ = 0: circunferencia de radio ro, 0 € [—m; 7]

m 0<e<1: elipse, 0 € [—m; 7]

m ¢ = 1: pardbola, § €] — ;7|

m ¢ > 1: hipérbola, 6 €] — 0 ; 0o0], 0o = arccos(—1/e)
m Dadas my y mo,

m 7o depende tnicamente de L2,

m ¢ depende de F L?

70

B T'min = ite




(*) Orbitas con idéntico 7y,

HTmin

lu: —1(1+e)




(*) Orbitas con idéntico 1o = (1 + €)rpy < idéntico L




(*) Orbitas elipticas

Orbitas con e < 1

70
r=—-—
1+ ecos 6
m Minimo y maximo de r
70
Tmin = para 9 =0
1+e
To
Tmax = para 0=m
1—e
m Semieje mayor a:
27'() 0
2a = Tmin T Tmax = a =
To1—e? 1_ 2
m Semieje menor b:
o

a2(1_€2):b2 = b:




(*) Orbitas elipticas

m Segunda ley de Kepler % @ = = % constante.

Area total S = rab = mab=T |L‘ con T el periodo

m Sustituimos b = av/1— ¢? y |L| = VL2 = /uyro = /pya(l — €2)

para obtener
T/ 1—e2
S =ma’y1—e2= %6) & 2rmad = \/7T
H M

es decir
T2 472

? o G(m1 + mg)

m Con la masa del Sol Mg mucho mayor que la masa de cualquier

planeta,
T2 472
Tercera ley de Kepler: — i

a? - GMS




(*) Orbitas

m Recordemos que hemos obtenido la trayectoria 7(0) = Ry — Ry,
que corresponde al movimiento de una masa p (la masa reducida)
con respecto a mq; las posiciones relativas al CM son

5 ma i 5 mi o
R1 = ——", R2 = 7T
mi 4+ ma mip + ma
N.B. Para my > mg, u = % — may (CM — my)

e= % mi = 4mo

R,




(*) Orbitas

m Recordemos que hemos obtenido la trayectoria 7(0) = Ry — Ry,
que corresponde al movimiento de una masa p (la masa reducida)
con respecto a mq; las posiciones relativas al CM son

5 ma i 5 mi o
R1 = ——", R2 = 7T
mi 4+ ma mip + ma
N.B. Para my > mg, u = % — may (CM — my)

e= % mi = 4mo

()




