Fisica General 1

m Introduccion
m Cinematica del sélido rigido

m Momento de una fuerza. Ecuacién fundamental de la dindmica de
rotacién. Momento de inercia y teorema de Steiner. Aplicaciones
y ejemplos de la ecuacion fundamental de la rotacion

m Energia cinética de rotacién. Trabajo y potencia
m Objetos rodantes

m Momento angular. Conservacion




Identidades ttiles
m Ax (BxC)=(A- *ffgimé
(Vector; lineal en A, B, C; ortogonal a A; ejemplo 7 x (i X j))
Explicito

m A-(BxC)=B-(CxA) =C-(AxB)
I : P H
A-(BxC)=|B, B, B.

¢, C, C

8
<

(Propiedades determinante)




Introduccion

Sélido rigido
Sistema de particulas en el que las distancia entre particulas se

mantienen constantes cuando el sistema se mueve, i.e. no se deforma
(similarmente para una distribucién continua de masa)

m “Minima” extensién del punto material para describir el
movimiento de cuerpos no puntuales: sin cambiar las distancias
relativas, el sélido rigido puede cambiar orientacién (el
desplazamiento mas general es la combinacion de una traslacién y
una rotacion)

® = necesario analizar la dindmica de las rotaciones

m Segunda ley de Newton = fuerza — momento de fuerzas,
aceleraciéon — aceleracién angular, masa — momento de inercia

m Energia, trabajo, potencia

® Momento angular




Cinematica del solido rigido

m Consideramos un sistema de n masas m; en posiciones 7; con
velocidades ¥

m El CM tiene posicién 7y v velocidad vom
1 n 1 n n
FCM = M E mjf}, ’17(31\/1 = M E ijj, M = E m;
Jj=1 Jj=1 Jj=1

m Posiciones y velocidades relativas al CM

— —

Rj =75 —7Tcm, V; =1; —Ucm

m Solido rigido < distancias entre masas constantes

—

|RZ‘—J%J»|:(:te7 Vi j=1,...,n




Cinematica del solido rigido

m Distancias constantes

m |R;| constante y R; - V; = 0 coincide con alguna caracteristica de
lo visto en el caso de un movimiento circular




Cinematica del solido rigido

m Con respecto al CM, todas las masas del sistema (sélido rigido) se
mueven alrededor de un eje (que pasa por el CM) con la misma
velocidad angular w, es decir, existe & (|| = w) tal que

'XRZ’7 1=1,....n

‘7;:

€




Cinematica del solido rigido

Recordatorio; movimiento circular en 2D
m Radio |R| constante

Velocidad V: B-V =0
Velocidad angular & tal que

V=0xR

m Ademss, R x V = |R|23, es
decir & es L al plano del
movimiento {R,V'}

do




Cinematica del solido rigido

Movimiento circular y cinematica del sélido rigido: consideremos dos
movimientos circulares, con eje comun e idéntica velocidad angular &,
en dos planos paralelos, segtn ilustra la figura.

Aplicando lo anterior (con j = 1,2)

= Rj= R+ Ry

m Radios |ﬁj 1| constantes

m Velocidades 17j ﬁjl . X7J =0
m Velocidad angular & tal que

Vj =w X RjL

m Ademds, R;| x V; = |R; | |*&,
es decir & es L al plano del
movimiento {R;,V;}




Cinematica del solido rigido

m Hemos descompuesto con respecto a la direccién de &

—

L . I
o — P . o= )
Rj=R;j1 + Ry, Ry =—550

[ Con respecto al movimiento (31rcu1ar 2D,
RJ 1 desempena ahora el papel de R

m Radios |Rjj_| # |Rj| m
m Velocidades ‘7 R'jl . ‘7 = é : ‘73 =0

m Velocidad angular & tal que

m R; x Vj no es proporcional a i; i es L

S
X
=
'_
81
:U

al plano del movimiento {ﬁj 1, ‘7]}, no a

{éjﬂ‘%}




Cinematica del solido rigido

Ejemplo: considera un sistema de tres masas idénticas mg que, en un
instante dado, se encuentran en

Fl=4im, 7 =8im, 3= (6i+6j)m
con velocidades

—

7 =3ims 522(3Z+2;)m8_17 U3 = jms

Determina la posicién y la velocidad del CM

Determina las posiciones y velocidades relativas al CM

m Comprueba que el sistema se mueve como un sélido rigido

m Determina la velocidad angular & con la que las tres masas giran

alrededor del CM




Cinematica del solido rigido

Ejemplo: tres masas
m Posicién del CM

mf’l =+ mf'g + m’FE; ].
oM = = -
oM 3m 3

m Velocidad del CM

(4Z+ 8i + 67 + 6}) m = (6i+2])m

. U1 + mvs + mu. 1/- - - > =
oM = o 7;1;2 mus 3 (31+3z+23 —|—j) m = (2i+j) m/s

m Posiciones relativas al CM R; = 7 — Tcm

Ri=(-2i—2)m, Ro=(2—2))m, R3;=4jm

m Velocidades relativas al CM V; = @; — Tou




Cinematica del solido rigido

Ejemplo: tres masas

>y
=

—e
St
[N




Cinematica del solido rigido

Ejemplo: tres masas
m Sélido rigido: |R; — Ri| =cte < (R; — Ry) - (V; — Vi) =0,
R;-V;=0

ﬁ1 - ]:?:2 = —4;Hl7 é1 - ég = (—2?— 6_;) m, ﬁg — R3 = (2;— 65)111
Vi—Vo=—-2jm/s, Vi —Vs=3i— ) m/s, Vo—Vs=(3i+))m/s

ﬁl' ﬂ1:(—2+2):0
Ry Va=(2-2)=0

= “solido rigido” v




Cinematica del solido rigido

Ejemplo: tres masas
= Movimiento alrededor del CM, V; = & x R}, & = w,i +w,] + w.k

Vi=(—j)m/s = (2w.i — 2w.j + 2(w, — w,)k)m
‘72 = (Z—}— ;) m/s = (20.)22 + 20.)2] 2(wy + ww)l_c')
Vs = —2im/s = (—4w.i + 4w, k)m
1
= Wy =wy =0, w, = —s7!

2




Ejemplo: tres masas




Cinematica del sélido rigido. Velocidad angular

El ejemplo anterior ilustra como el movimiento del sélido rigido se
descompone en

m movimiento del centro de masas

m rotaciéon alrededor del CM con velocidad angular

Hemos asumido que las velocidades ‘_/; cumplen ‘_/; =W X éj y hemos
calculado &, ...pero no deja de ser un ejemplo: jse puede obtener &
de forma general usando como informacién las condiciones del sélido
rigido?




Cinemética del sélido rigido. Velocidad angular (**)

m Considerando un sélido rigido, i.e. un conjunto de n puntos
materiales que en un instante dado tienen posiciones él y
velocidades ‘_/;, i=1,...,n, relativas a su centro de masas (y
cumplen las condiciones ya analizadas), vamos a demostrar que
existe un vector velocidad angular & tal que Vi V, =& x R;.

m Constatacion: si ‘_/'L =W X ﬁi, todas las ‘_/; estan en un plano | a
Wy Vi x VJ x W

m Empezamos escogiendo i, j, tales que ‘7; X I_/; #* 0, y definimos

Q,JZOWX‘/]

Queremos determinar « tal que ;; x R, =V, y Wij X R
(N.B. Excepcién 1: Vi,j, V; x V; =0, es decir Vj V; = o, V;)

1




Cinematica del sélido rigido. Velocidad angular (**)

m Calculamos

=i T 1?3] tenemos
VixV;  VixV,
Gij=——=-==—= talquewwa Vi v
R; -V Vi Rj
(N.B. Excepcién 2: qué ocurre si E; - ‘_/; =07)
m Ademss
Wiy . d ;
@'z‘jXRj:MX = Hix ( V)




Cinemética del sélido rigido. Velocidad angular (**)

m Consideremos ahora k # ¢, j: si &J;; X Ry =V}, &;; es la velocidad
angular @ y hemos acabado.
m Calculamos

G o Bex Vix V) (Bi - Vi)Vi— (B - V)V,
TR, RV,

;Es esta combinacién lineal de 172 y ‘_/; igual a Vie?
[ Vk es una combinacién lineal de VZ v ‘7}
& existen ay, ag; tales que Vk = akﬂ_f; + akj‘_/’j.
Calculamos:

Ri-Vi = apR; - Vi + oy Ri - V; = apjR; - ‘73 & apy=—

L O, R -V
Rj-Vi = apiRy - Vit oy By - Vi = aalBy - Vi & ap = 5—




Cinemética del sélido rigido. Velocidad angular (**)

m Tenemos por tanto

y entonces
Cvjj X Rk = Vk

de modo que W;; = & es la velocidad angular

m Excepciones
m Excepcién 1: todas las velocidades son proporcionales,

—
7.

ViV =a,V

» Excepcién 2: qué ocurre si R; - ‘_/‘7 =0 (con V; x VJ #£0).




Cinemética del sélido rigido. Velocidad angular (**)

Excepcién 2: 132217] =0 (con V, XVJ#G)
ICOHR'i"%ZEj"%: ,‘%O(R}XR} salvosiﬁjocﬁi

m Pero también El -V = R; - V; =0y por tanto también

Lo B

!

Vi o< Ry x Rj, es decir V; oc V;, contrario a la hipdtesis, no puede
ser

m Si Ej = oz]%,;, entonces I_/; = od_/'i, y tampoco puede ser




Cinemética del sélido rigido. Velocidad angular (**)

—

Excepcién 1: todas las velocidades son proporcionales, Vj, V; = o;
u Conﬁi-‘z:ﬁjW?i:O, ﬁiyﬁj enplanoJ_aVi
m Buscamos &;; = AR; + BR; x V, (ortogonal a 1_/;) tal que

=<u

Wiy X Ry =V, Wiy X Ry =V =a;V;

m Obtenemos A, B:




Cinematica del sélido rigido. Velocidad angular (**)

Excepcion 1: todas las velocidades son proporcionales, V j, V = aJV

m Para cualquler otro Vk = akVZ, Rk estd necesariamente en el
plano Rl, R4:

Ry, = AR, + AgjR;
y por tanto Vi = Ay V; + Ay, V;

m Tenemos entonces

Qij X Ek = u_jij X (A]ﬂRai + Akjéj) = Aki‘_/; + Aijj = Vk v

m Subexcepcion 1.1: si ﬁj = BR;, entonces VJ = BV, aj = yno
podemos determinar A con 4, j




Cinemética del sélido rigido. Velocidad angular (**)

Esto dltimo nos lleva al caso, muy peculiar

En ese caso,

con p arbitrario, es tal que

Vi, & x R; =V,

es decir, en este caso peculiar, no podemos fijar completamente &
conociendo posiciones y velocidades




Cinematica del sélido rigido. Velocidad angular (**)

Dos afirmaciones que no hemos demostrado
m Si R, = aR;, entonces Vj, = oV

d -
ZIR.2 =0 il
il T

por tanto ‘fi—i‘ =0y %ék = Vk = a‘_/;
m Si By =aR; + 6}?]7 entonces Vj, = aV; + BV

] \Rl|2 |R 12, |R1 Rj)? constantes = RL R; constante
|R Ry|? constantes = R, - Rj, constante,

w [ Rl
d =~ = d =5 = = du=, df = =
— (L - == i i- Rj) = —|R; —R;-R; =0
» |Ri|?, |R; — Ri|? constantes = R; - Ry, constante,
d . L . dB s 5 das =
SRy F) = SR +aR Ry = SR+ SRR =0
B — oV + BV

dB =0 y por tanto Vi = o

s 2 do __
Solucién T =




Cinematica del solido rigido

Ejemplo anterior tres masas

m Posiciones relativas al CM
Ry =(—2i—2))m, Ry,=(2i—2f)m, Rs=4jm

m Velocidades relativas al CM




Cinematica del sélido rigido. Velocidad angular

En un instante dado, el movimiento més general de un sélido rigido es
la composicién de

m una movimiento global de traslaciéon con velocidad vcyy,

m una rotacion alrededor de un eje que pasa por el centro de masas
con velocidad angular @.




Cinematica del sélido rigido. Rotacién alrededor de eje

Rotacién del sélido rigido alrededor de un eje

Eje Plano L Eje

m Para cada P, &

Seccién

7| =00/ 0. |
o 4

I 2

S o = 0O

r=r+rL

Consideremos una seccién del sélido rigido segin un plano
perpendicular al eje y O la interseccién del eje y ese plano
“Como si O y O, formaran parte del s6lido” o equivalentemente el eje

“atraviesa” el sdlido rigido




Cinematica del sélido rigido. Rotacién alrededor de eje

m Velocidad angular &

_ &
Tdt

9] = w

m Aceleracién angular o

A3

T dt

Q1

m 0, &, d globales/colectivos (“idénticos para todo P”)
m Velocidad de P, v = ?Tf

I, B R . . db
T=0XT=0XTL, \v|=ch|7‘J_|=|7“J_|E

- =

- dv .
, U, @ = 4 diferentes para cada P

=




Cinematica del sélido rigido. Rotacién alrededor de eje
m Movimiento del CM
'UCM =W X FCM

Plano L Eje
m Movimiento con

_ 4
V_dtR
R=7—7cm
V =7 —tcm
Vg

Misma & que movimiento alrededor del eje
(N.B. SRCM no es inercial)




Cinematica del sélido rigido. Aceleracion angular

m En general
oD _d (3 G, d (3
T T a\Vs) T oa TYa \w

m El término g‘fi—f corresponde a una variaciéon del médulo de &, no
de la direccién (eje de rotacién tiene direccién fija)

m El término w% (f) corresponde a una variacién de la direcciéon

de &, no del mdédulo

m Si % (%) =0, la direccién de & no cambia, y entonces
. W dov  d?0
d=a—, con a=-—=—

w dt  di?

N.B. Nos ocuparemos principalmente de esta situacién (“eje fijo”)




Cinematica del sélido rigido. Aceleracion

m Aceleracién del punto P

L du d 5 . . dr - L
a:E:%(wxr——xr—i—wx—t:axr—i—wxv
Gxie L5y G Vdwn dG)
w dt dt dt dt
2 _*WQFL

m Segun estudiamos en Cinematica, la aceleracién se descompone
segliin ¥ en aceleraciones tangencial y normal ¢ = @) + a .
En la expresién anterior de @, podemos identificar que
m el término %fi—‘“{f contribuye a a
m el término —w7, contribuye a @, (dado que 7, - ¥ = 0)

El término restante w <L (w/ “) % i puede contribuir
tanto a @) como a d




Cinematica del sélido rigido. Aceleracion

Aceleracion del punto P

m @, perpendicular a ¥, en general tiene componentes no nulas
tanto segin 7, como segun &

d(w/w)

m Término w—"4~ X 1

(‘”/w) es | a & (estd en el plano {7, ¥}), por tanto

— —

WGy T g T on A= f~(wd(w/w))
dt |7 | | 7]




Cinematica del sélido rigido. Aceleracion

Aceleracién del punto P

P d(& o
m Término w% X 7

10/)

i U .
w A_,‘i’B_,)XT'
dt |7 | |0
AF-@) . . BF-@) . . B
:?TLX(JJ—FT X +T'U>< 1
WP s~ WR|FL| Y~~~ U] ~—~—
x v oC Ty x &

m Término < ¥ — a
m Término < 7, — d |
m Término o« & — a |




Cinematica del sélido rigido. Aceleracion

m Si nos restringimos a & con direccién constante, d %
resulta:
a :5“ +d
L ldw, 1d%0,
W=wat" " war

20 o 7 ] o
=——— XTF=a—XT
dt? w w
_ | d%e
ay| = 7] o] = [7L] ) .
i, = —wL




Cinematica del solido rigido

Ejemplo: movimiento circular uniformemente acelerado
Con 4 fijo, |u| =1,

@ = o,

S

Qo

I
£ Qo

<y

~l

w = wg + aot,

1
0= 90 + th + §a0t2




Cinematica del solido rigido

Ejemplo: un disco de radio R = 6 cm gira a partir del reposo hasta
alcanzar 500 rpm con aceleraciéon angular constante en 5.5 s.
Consideramos dos situaciones, el eje de rotacién, perpendicular al
disco, pasa (1) por el centro del disco, (2) por un punto del borde del
disco; consideramos también dos puntos P; y P, situados segin indica
la figura.

m Calcula el valor de la aceleracién angular
m El numero de revoluciones del disco en los 5.5 s de aceleracion

m La distancia recorrida por los puntos P, y P, para ambas
posiciones del eje de rotacién en los 5.5 s de aceleracién

m Alcanzadas las 500 rpm, se mantiene una velocidad angular
constante, determina velocidad y aceleraciéon de Py y P para
ambas posiciones del eje de rotacién




Cinematica del solido rigido

Ejemplo: un disco de radio R = 6 cm gira a partir del reposo hasta
alcanzar 500 rpm con aceleracién angular constante en 5.5 s.
Consideramos dos situaciones, el eje de rotacion, perpendicular al
disco, pasa (1) por el centro del disco, (2) por un punto del borde del
disco; consideramos también dos puntos P; y P, situados segtin indica
la figura.

Eje 2 Eje 1

>




Cinematica del solido rigido

Ejemplo: disco
m Movimiento circular uniformemente acelerado

500
w=wptapt, wyg=0,t=55s = ag= % = E@ =9.52rad s ™2
bos

N.B. 1 rpm = % rads~!,

w = 500rpm = 50% rads™! = 52.4rads™!

m Revoluciones n

wt

1 0
9 = - t2 = = — = 22.9
90 2 T on

m Para un punto a distancia r del eje, la distancia recorrida es
s=rb,

T‘Oéot2
2




Cinematica del solido rigido

Ejemplo: disco

m Para un punto a distancia r del eje, la distancia recorrida es
s=rb,

ra0t2
S =

2
Conel eje 1, r(P)) = &, r(P,) = R,

Con el eje 2, r(P) = 38

t2
s(Py) = 3RZ° = 12.6m,

s(P;) = Rapt? = 17.3m




Cinematica del solido rigido

Ejemplo: disco
m Alcanzada velocidad angular constante w = 500 rpm, para un
punto a distancia r del eje,
m la velocidad es [0 =v=wr
m la aceleracién tangencial es @) = 0
m la aceleracién normal es |1 | = w?r

Con el gje 1, r(Py) = §7 r(P) = R,

Rw =w

v(P) = - = ims_1 =1.57ms ™, v(Py) = Rw = 3.14ms™ "
o Ruw? -2 . 2 -2
|aL(P1)|:T:82.3ms , |@) (P2)] = Rw” = 164ms
Con el eje 2, r(Py) = 38, r(P,) = 2R,

3Rw _1 -1
v(Py) = —~ = 4.71ms™ ", v(Py) = 2Rw = 6.28ms

_ 3Rw?

=247Tms 2, @1 (Py)| = 2Rw? = 329 ms ™2

2




Cinematica del solido rigido

Ejemplo: disco
m Alcanzada velocidad angular constante w = 500 pm, para un
punto a distancia r del eje, base ortonormal {z ], k} tal que
& = wk v la posicién del punto F=ri

m la velocidad es ¥ = wr]

m la aceleracién tangencial es @) = 0

.. o 2.7
m la aceleracién normal es @, = —w“r1¢




Momento de una fuerza

Distancia entre un punto y un eje (~ de rotacién)
m Eje pasa por el punto O con direccién @ (unitario, |u] = 1)
m Distancia d del punto P al eje: con 77 = O—}>’
d=axT7]|

m No depende de O
O 4 o’




Momento de una fuerza

Distancia entre un punto y un eje (~ de rotacién)
(Equivalente a lo anterior)

m Eje pasa por el punto O con direccién 4 (unitario, @] = 1)
—
m ConFE(ﬁ,F’EO’P

R . . .
7= (7w, TL=17 -7
F’z(F’ o), "]_zf’—f"l"

N.B. Conf”:f’qtaﬁ,f"'l:ﬁJraﬂ' = 'FL:f”ff”‘ =7 -7
m Distancia d del punto P al eje:




Momento de una fuerza

» El momento M de una fuerza ﬁ, aplicada en un punto P, con
respecto a un punto O dado, es

M=7xF, conF:ﬁ, M| = || F] sin 6

Q M

F

m [[M|] = ML?T~2, unidades S.I. 1kgm?s 2 =1Nm =1




Momento de una fuerza

» El momento M de una fuerza F , aplicada en un punto P, con
respecto a un eje dado, es el momento de F' aplicada en P con
respecto al punto del eje O; mas cercano a P:

.Z\Zi:?’_ﬁ_xﬁ7 COD’I_‘)J_:OJ_ﬁ
|71 | es “la distancia” P-Eje
Ojo: F no tiene porqué estar en el plano (ser combinacién lineal

de) 7_’1_7 U
Eje

Si en lugar de (i) O, y P, conocemos 7L p
(ii) P, un punto cualquiera O del ejey O1
un vector unitario @ en la direccién del .
mismo con ¥ = O . F

=

PL=7— (Fod) @ )




Momento de una fuerza

Momento de una fuerza F con respecto a un punto O es en general
diferente del momento de F con respecto a un eje que pasa por O, con
direccion 4

MO:FXF_:, MEJEZFLXF_:

m Descomposicién 7= (7 @)d + 7, = (F- @)u + |71

lBase{ﬂ' L X ”}

K




Momento de una fuerza

Momento de una fuerza F con respecto a un punto O es en general
diferente del momento de F con respecto a un eje que pasa por O, con
direccién 4

MO:FXF, ch:_'LXF;

m Descomposicién




Momento de una fuerza

Momento de una fuerza F' con respecto a un punto O es diferente del
momento de F' con respecto a un eje que pasa por O, con direccién @

MO:FXF, MEjC:FJ_XF

m Mp=7"xF
Mo = (7L F)it— (7 a)FnE (7 ) Es, — [FLFa) i x 3
m Mgje =7 X F
Nige = (7L Fx )i — (7L Fa) @ h

Misma componente en direccién i

m Misma componente en direccién @ x = si Fr, =0

—

es decir, si | - F'=0




Momento de una fuerza

Ejemplo: se aplica una fuerza F, |F| = 10 N, en un punto del borde
de un disco de radio R = 10 cm segun indica la figura. ;Cudl es el
momento de F' con respecto al centro del disco?

—

F

=i

T




Momento de una fuerza

7 vector entre (i) punto con respecto
al cual se calcula el momento, y (ii)
punto de aplicacién de la fuerza

m Momento M

Tl

=




Momento de una fuerza

Ejemplo: se aplican fuerzas ﬁl, ﬁg, ﬁg, en diferentes puntos de un
disco, segun indica la figura. ;Cudl es el momento total de fuerzas con
respecto al centro del disco? ;Cudl es el momento total de fuerzas con
respecto al Eje que pasa por O'?

|Fy| = 10N, |Fy| = 9N, |F3| = 12N; a = 10cm, b = 25cm

By




Momento de una fuerza

Ejemplo: disco-tres fuerzas
m Posiciones en las que se aplican las fuerzas, relativas al centro del

s
)

OP, = bj, 5‘1?2 =bi, 5‘1?3 =a(— sin 037 + cosbzj), O3 =

[ =]

-,

F=bj, =bi, = g(—h V3J)
m Fuerzas

R=Pi. By=-Rj B =Fy(-costyi —sindf) = (Vi - )

F, =10N, F,=9N, F;=12N

m Momentos con respecto al centro del disco

—

Ml = ’Fl X ﬁl = —bFlk‘, Mg = 7?2 X ﬁz = —ngE,

- - aF3, - - -
4

=
Il
Pl
X
I
Il

(+k + 3k) = aFsk




Momento de una fuerza

Ejemplo: disco-tres fuerzas
m Momentos con respecto al centro del disco

—

Ml = —bF1E, MQ = —ngk, Mg = CLF3]Z

m Momento total con respecto al centro del disco

M = Ml + MQ + Mg, = (CLFg - b(Fl + FQ))E
= (0.1 x12—-0.25 x (94 10))k = —3.55k N m




Momento de una fuerza

Ejemplo: disco-tres fuerzas

m Para determinar los momentos con respecto al Eje que pasa por
O’ necesitamos

b - -, ]. - -,

2 ﬁ—ﬁ(l—ﬁ

con 4 un vector unitario en la direccion del eje

—  —
m Para cada P;, 7, = O'P; :O’O+O—>]Dj,
L, b ~ 4, b
= —(i+ (1+Vv2)j), —=((1+V2)i +
=5+ 1), 2= 2)i+J),
b o~ - - 1
7= s+ D)+ 5 (=74 VA = 5 (V2 ~ )i + (V2 ~aV)])




Momento de una fuerza

Ejemplo: disco-tres fuerzas

L b(1+v2)

L b1 +V2)

m Calculamos 7_‘;l = 7:3 — (F; .
A= 7

V2

1L

Tl

£
i

~

L 2vV/2b—a(1+V3)

-, =
m Momentos M; = TR F}

2V2

_ b VR a(\/g_l)
U= —=, T3 U= —7"
2 24/2
(i +7)
Gi+7)
(i+7)




Momento de una fuerza

Ejemplo: disco-tres fuerzas

a _’, _ _4 _).
m Momentos M; = T X F;

- Fib(1+/2)

M, = ffﬁz ~3.02kNm

M, = %mkf—Q?%Nm

B 22 — a(l + /3 . .
My = 1y 22— +\[)(\/§—1)k:0.67kNm

4v2

M = Ml +M2 +M3 = —5.06k Nm




Momento de un par de fuerzas

Momento M de un par de fuerzas opuestas (aplicadas en puntos
diferentes):

= ~ -
FenPl, —FenPQ, P2P1:F

En principio, M con respecto a O

|7] sin 6

m Independiente de O, mismo M
con respecto a cualquier punto

m d es la distancia entre dos rectas de direccién +F (paralelas) que
pasan por P, y P




Dindmica de la rotacion

m Solido rigido como sistema de n masas puntuales

= Sobre cada masa m; actia una fuerza F;

m El sélido gira alrededor de un eje con direccién fija (el eje “forma
parte” del sélido)

m Origen de coordenadas en un punto del eje, posiciones y
velocidades de las masas 77, U;

m Movimiento del sélido rigido

Vj =W XTj=WwWXTj]

con & la velocidad angular (N.B dependlente del tiempo t):

N . oW -
direccién del eje, vector unitario: —, w = ||
w
y la descomposicién (habitual)
D)
TPET L TS e W




Dindmica de la rotacion

m Segunda ley de Newton
dv; d

- . d
Fj =mj—= dat mj&(wxrj) mjdt(wxrﬂ-)
m Eje con direccién fija: % (g) = 0, aceleracién angular @ = %%
. dv, d
F; = ]c;fj: (C;:wxr]—i—wxv]):mj(d'xf'j—i—dix"’])

Sumando para todo j (con M = Z;L=1 m;)

Feta = ZF Madcym = a x (Mrom) + & x (Micwm)
j=1

..que no es mas que lo que ya sabfamos sobre el movimiento
global de un sistema particularizado para un sélido rigido, no nos
permite “resolver” el movimiento del sistema, es decir determinar
aceleracion o velocidad angular




Dindmica de la rotacion

m Probemos con el momento M[j de ﬁj con respecto al eje fijo

m Sumando para todo j

n n
i = Y0 = (L milra?) @
j=1 j=1

m Importante: |7, | constantes!




Dindmica de la rotacion

m Definimos el momento de inercia I con respecto al eje de giro

=% mylful®
j=1
Suma de (masa) x (distancia al eje)? para todo el sélido rigido
m Dimensiones [I] = ML?, en S.I. unidades kg m?

m Ecuacion fundamental de la dindmica de rotacion
(alrededor de eje con direccién fija)

—

My =Ta=TIa2
w

con ]\YTot el momento total de las fuerzas que actian sobre el
sistema, con respecto al eje de giro




Dindmica de la rotacion

m Dado un momento total ]\?Tot (de las fuerzas F; con respecto al
eje de giro), la aceleracién angular resultante es
m proporcional a J\?Tot,
m inversamente proporcional a I
Situacién aniloga a la segunda ley de Newton, F' = ma: dada
una fuerza F,
m aceleracién a proporcional a F',
m aceleracion a inversamente proporcional a m, m da la inercia,
“resistencia” a cambiar el estado de movimiento
En el caso de la rotacién, aceleraciéon a — aceleracion angular &,
inercia m — I =Y m;|7;|* (de ahi momento de inercia)
m Solido rigido continuo

]:/ |71 [* dm
C

m Sistema dividido en subpartes: momento de inercial total es la
suma de los momentos de inercia de las subpartes




Dindmica de la rotacion

m Separamos fuerzas externas e internas F; = Fjj oxt + Fjint =
A'jTot = ]\']Ext + Ajlnt

con

n n
Mey = § T]J_ X F ,exts My = E 7:er_ X Fjjnt

j=1 j=1

m Separamos a su vez las fuerzas internas

Ffjﬁint = Z ' ﬂ[kﬂj]

m De acuerdo con la tercera ley (accién-reaccion)

— —

Flesj) = = Flj—n

Importante: ﬁ[k_”-] se aplica en 7, mientras ﬁ[jﬁk,] se aplica en 7




Dindmica de la rotacion

m Tenemos por tanto

n

Mg = > 71 x Fiay)

=1 k=1
k#j

3

La doble suma recorre todos los pares j, k, con j # k, con dos
términos en cada caso

J#Ek, T X Fpg) + P X gy = (751 — i) X Fag

es decir
n—1 n

My = Z Z(FJL — 1) X ﬁ[kﬁi]

=1 k=j

— similar a una suma de momentos de pares de fuerzas




Dindmica de la rotacion

m Tipicamente, la fuerza interna entre j y k tiene direccién 7 — 7%,
y en ese caso reescribimos

i1 — el = (7 — T%) — (P — Tky)

— = Q
con 7| — Ty o< &, de modo que

(Fju = Th1) X Firojy = () = Fp) X Flaosy

m Ahora bien, dado que

—

w . . —
— () = 7o) X Fleyp) = 0

la fuerza interna entre j y k no puede contribuir al momento de

fuerzas en ]\?Tot =]« g

m = cuando las fuerzas internas son del tipo mencionado (fuerza
interna entre j y k tiene direccién 7; — ), tan solo las fuerzas
externas producen momento de fuerzas y resulta

Mroy = Mpx




Momentos de inercia

Ejemplo: calcula los momentos de inercia de un conjunto de cinco
masas puntuales m idénticas en posiciones

Fl = (07 07 O)’ _’2 = (a7 ba 0)7 _’3 = (G,, _b7 O)a

con respecto a
m eje 2 (direccién i), pasando por O = (0,0,0)
m cje y (direccién j), pasando por O = (0,0, 0)
m eje z (direccién E), pasando por O = (0,0,0)

eje o (direccién ), pasando por O’ = (0,b,0)




Momentos de inercia

Ejemplo: momentos de inercia 5 masas

| Y
. : . . . . 4> .
i Nz
,,,,,,,,, SRR G
| . . A4
U




Momentos de inercia

Ejemplo: 5 masas
Momento de inercia

con d; la distancia entre la masa j y el eje de rotacién

m eje z (direccién i), pasando por O = (0,0,0)

di =0, ds

b, dy=b, dy=b, ds=b

I, = 4mb?
m eje y (direccién j), pasando por O = (0,0, 0)

d1=0, dgza, d3=a, d4:a, d5:a

I, = 4dma?




Momentos de inercia

Ejemplo: 5 masas
Momento de inercia

5
1= Z md?
j=1

con d; la distancia entre la masa j y el eje de rotacién
m ¢je 2z (direccién E), pasando por O = (0,0, 0)
dlz(), d2: \/(J,2+b27 d3:d2, d4:d2, d5:d2
I, = 4m(a® + b?)

m eje 2’ (direccién Z), pasando por O" = (0,b,0)

di=b, dy=0, d3=0, dy=2b ds=2b




Momentos de inercia

Ejemplo: calcula los momentos de inercia de un conjunto de 4 masas

puntuales en posiciones

Masas m en 71 = (a,0,0), ™ = (—a,0,0),
masas M en 75 = (0,b,0), 74 = (0,—b,0)

con respecto a
m eje z (direccidn 4

-,
-,
-,

), pasando por O = (0,0,0)
m ¢je y (direccién j), pasando por O = (0,0,0)

m eje z (direccién k), pasando por O = (0,0, 0)




Momentos de inercia

Ejemplo: momentos de inercia 4 masas

‘* °
4 i




Momentos de inercia

Ejemplo: momentos de inercia 4 masas

m eje z (direccién f), pasando por O = (0,0,0),

di =0, do=0, ds=b, dy=0b = I,=2Mb>
m eje y (direccién 5)7 pasando por O = (0,0,0)

di=a, dy=a, d3=0, dy=0 = Iy:2ma2

m eje z (direccién k), pasando por O = (0,0, 0)

di=a, dy=a, d3=0b, dy=b = I,=2(ma*+ Mb*)




Momentos de inercia

Ejemplo: calcula los momentos de inercia de un conjunto de 3 masas
puntuales idénticas situadas en los vértices de un tridngulo equildtero
(dos masas sobre el eje x, una sobre el eje y) con respecto a

m eje z (direccion 7), pasando por O = (0,0,0)

m eje y (direccién j), pasando por O = (0,0, 0)

m eje z (direccién E), pasando por O = (0,0, 0)




Momentos de inercia

Ejemplo: momentos de inercia 3 masas

m Masas m en
posiciones

¢
@

7= (£/2,0,0)
7 = (—£/2,0,0) v .
73 = (v/30/2,0,0)




Momentos de inercia

Ejemplo: momentos de inercia 3 masas

m eje z (direccién ), pasando por O = (0,0,0),
di =0, do=0, dy=
m ¢je y (direccién 5), pasando por O = (0,0,0),

14 { 1
_ ¢ ==, dy= I, = ~mf?
dy 2 da ok 3=0 = 2m

m eje z (direccién E), pasando por O = (0,0,0),




Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de una varilla homogénea de longitud ¢
y masa m con respecto a un eje perpendicular que pasa por (i) el
centro, (i) un extremo de la varilla

02 02 ‘




Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de una varilla homogénea de longitud £
y masa m con respecto a un eje perpendicular que pasa por (i) el
centro, (i) un extremo de la varilla

m Densidad lineal de masa A\ = 7
m Elemento dm = A dx en posicién = con x € [0;£]; distancia al eje
(i) |5 — 2|, (i) =

m Momento de inercia (i)

¢ 2
B / .1 1 1) 1 9
Iy—/odx)\ <2 x) =)/ <4 2+3>—12m€

m Momento de inercia (ii)




Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de un anillo homogéneo de radio r y
masa m con respecto a eje que pasa por el centro del anillo y
perpendicular a su plano




Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de un anillo homogéneo de radio R y
masa M con respecto a eje que pasa por el centro del anillo y
perpendicular a su plano

m Densidad lineal de masa A\ = %

m Elemento dm = A Rdf en posicién (R cos#, Rsinf) con
6 € [0; 2r]; distancia al eje: R

m Momento de inercia

27
I, :/dGAR3:27T)\R3:MR2
0

(N.B. Toda la masa esta a distancia R del eje)




Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de un disco homogéneo de radio R y
masa M con respecto a eje que pasa por el centro del disco y
perpendicular a su plano




Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de un disco homogéneo de radio R y
masa M con respecto a eje que pasa por el centro del disco y
perpendicular a su plano

m Densidad superficial de masa del disco o = %
m Disco como conjunto de anillos infinitesimales (ejemplo anterior),
anillo entre r y r + dr, tiene una superficie 27r dr y por tanto

una masa dm = o27rdr a una distancia r del eje

m Momento de inercia total: integramos 72 dm para r € [0; R]

2 2

R 4
R' 1
I, = / dromor® =2 MR?
0




Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de un cilindro homogéneo de radio R,
altura h y masa M con respecto a su eje de revolucién




Momentos de inercia

Ejemplo: momento de inercia de un cilindro homogéneo de radio R,
altura h y masa M con respecto a su eje de revolucién

m Densidad de masa del cilindro p = WMQh

m Cilindro como conjunto de discos infinitesimales (ejemplo
anterior), disco de radio R entre z y z + dz, tiene un volumen
7R2dz y por tanto una masa dm = pwR2 dz, que contribuye
dl, = %dm R? = % R*dz al momento de inercia

m Para obtener el momento de inercia total, integramos dz entre 0
v h

h
1
[Z:/djzz/dZ%sz:%thl:fMRz
0

2




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: se quiere abrir una puerta de masa m = 50 kg, una anchura
£ =90 cm y una altura h = 2 m, tirando de ella con una fuerza F' de
10 N (perpendicularmente a la puerta).

m Calcular el momento de inercia de la puerta, respecto del eje que
pasa por las bisagras (como una ldmina rectangular uniforme).

m Comparar la aceleracion angular que adquiere la puerta si
tiramos del extremo o del punto medio.

m Si la anchura de la puerta se reduce a la mitad, manteniendo la
misma masa, jcudl es la aceleracién angular que adquiere,
comparada con el caso anterior (tirando del extremo)?




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: puerta
m Momento de inercia I con respecto al eje de giro.
Densidad superficial de masa o, coordenadas segtn figura (origen

O, base {;, 7, E}, la distancia de un elemento dm = o dx dy en
posicién (z,y) al eje es 22, por tanto

h ¢ 3
ht
I:/dy/dxaxgza
0 0 3

La masa de la puerta es

m= /dy/dwa—ahﬁ

= I = fm€2 PR i

3 =
(N.B. ver ejemplo de la varilla) (L;_




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: puerta
» Fuerza I = Fk aplicada en un punto (D,, D,) de la puerta da un
momento con respecto al eje

[ Con]\_j:](i,
- 3D, F - 3D, F
- -1 o o A _ T
a=1 M__m€2‘7:>a_|&| -
m Casos
12 3F 3 x 10
D,==, a= = = 0.33rads ™2
bara 20 “ T oml T 2x50% 0.9 racs
3F
para D, =0, o= "— =0.66rads™ 2
ml




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: puerta
m Si cambiamos
L=l = % (puerta con

la.mitad de anchura y e
misma masa m),
1 1 D, 7
== 6/2 = — £2 :y O] h a
I—1T 3™ 5™ |
Para D, = /', _i____‘Dz
. 3D, F 3F 6F [ |« -

T e _mZ’ :mﬁ CL—»
o' =1.33rads™2




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: una varilla uniforme de masa m y longitud ¢ puede girar sin
rozamiento alrededor de un extremo; partiendo del reposo en posicion
horizontal, determina

m la aceleracién angular inicial,
m la aceleracién tangencial inicial del extremo libre,

m la fuerza de contacto en el extremo fijo en el instante inicial.

Aplicacién numérica: £ = 30 cm, m = 200 g.




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: varilla uniforme gira

m Posiciones con respecto a O: CM en 7oy = —%f, extremo libre en
F=—li
m Fuerzas: ~ .
Fy, = —mgj aplicada en rom

F, aplicada en O (7o = 0)

m Dindmica:
m movimiento del CM: mdcy = FNota
m rotacién: Io @ = Mrot, o momento de inercia con respecto a eje

EporO
. j
g -

oo

\ j 0




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: varilla uniforme gira

m Movimiento del CM: con velocidad angular en el instante inicial
& =0,

- L . 0
mdcym = & X (mfom) = @ X (—mz
madcy = —mgj + F.
m Rotacién: momentos de las fuerzas con respecto a eje k por O,

mgl

2

- 02 4 o -
Moy, = (—2z> X (—mgj) +0x F. = k
Momento de inercia con respecto a eje k por O (ver ejemplo

varilla)

me?

Ip = 2
0= 73




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: varilla uniforme gira

m Dindmica =

2 3 ¢
es decir
.39z 5 mg - " 3 -
==k F.=—7j, = =—-
« o0 : 1 J acm 49]
m Aceleracién tangencial del extremo libre
L = 3 -
a) =« X (7f7¢) = 2aCM = *gg]
m Aplicacién numérica m = 0.2 kg, £ = 0.3 m
|d] = 49rads™2, |F.| = 0.49N

Ip =6 x 102 kgm?,




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: se sujeta un bloque de masa m a mo R
una cuerda ligera enrollada alrededor de una

polea de masa mg y radio R. La polea puede

girar sin rozamiento y la cuerda no desliza.

Halla la tensién de la cuerda y la aceleracién l 7

del bloque.




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: bloque-polea
m Bloque

Fy=-mgj, T:=Tj

m Polea
ﬁqO = —mogj, Tl = _Ti-i ﬁN = FN.; -
| L.

Momento de fuerzas con respecto al eje i P
de giro (perpendicular al disco, pasando
por el centro del mismo)

it

M = (R;) X Tl = 7RT¢E




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: bloque-polea

m Cuerda longitud constante
Th=T3=T

Aceleracién (vertical) de P (bloque 1) =
aceleracion tangencial de Ps

ap, = —aj

- —

ip, = —aj = @ x (Ri)

con a la aceleracion angular




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: bloque-polea
m Segunda ley de Newton (bloque)

(T —mg)j = —maj

m Rotacién de la polea

RT -
M=Id & ——k=a
“ I /cl/—» Ty

= dp, = —aj = d x (Ri) = 7

con I el momento de inercia de la polea
con respecto al eje de giro




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: bloque-polea

m Tenemos
T
(T —mg) = —ma, a= RT
m Resolvemos
mR? I
= qg— T = _— j
Ry Py T mRr? ACLJ—» T,
i P
. RT - g mR% -
Ad=—~k=—-"%———
I RI+mR? _
7

N.B. I: (i) disco homogéneo I = imgR?,
(i) anillo homogéneo I = myR?




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: bloque-polea
m Casos limite
m [ — 0 — caida libre del bloque m

a—g, T—0
m /> mR? > “no cae”

a— 0, T — mg




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

masas mi y mso estan conectados por una cuerda que
pasa por una polea de radio R y masa m. La polea
puede girar sin rozamiento y la cuerda no desliza.
Determina la aceleracion lineal de los bloques y la
aceleracion angular de la polea.

Ejemplo (méquina de Atwood): dos bloques con @

my




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo (maquina de Atwood):
m Bloque 1

m Bloque 2

1

g2 = —magj, fm = ij

Fyo 4+ Tho = mads

m Polea (traslacién)

= —mgj, Fx=Fnj, Tll = —T¢J7 fw = —Tuf
ﬁg+ﬁN+f¢1 +T:L2 :6

s}




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo (maquina de Atwood):
m Polea (rotacién alrededor de un eje L que pasa
por el centro)

M¢1 = (—RZ) X (—Tl,lj) = RT¢1E
M5 = (Ri) x (=T|2j) = —RT |2k

R(Ty —Tia)

M¢1+M¢2=I&=>O_Z= 7

m Cuerda tiene una longitud constante

Tyw=Ty =T, Ty =Tz =T

y no desliza en la polea: aceleracién de P;

ap, = a|p; = —ap, = —a||p,
con d|p, y d|p, las aceleraciones tangenciales a la polea en P3 y Py




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo (mdquina de Atwood):

m En términos de @; y dy de los bloques

-

dy =aj = a1 =—aj, GQp, =aj, Qp, =—aj »

m Rotacién de la polea (con eje de giro fijo)

s
)

al\Fh =da X (R’L) C_iup3 =a x (—Ra

. R(Ty —Ts) » «  RYTW—Ty)-
aj|p, = %k X (Ri) = ———F—J

R*(Ty — Ty) - F =
6”P3 = ( - 2)j . Fyo

1




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo (mdquina de Atwood):

m Tenemos por tanto

(1 —mig)j = —myaj
(Tr — m29)5 maaj
(Fy —mg—T, —T5)j =0

ird R2(Tl - T2) e
w7

m Resolvemos

I mi — Mg
Ti—Ty = (m1—ma)g— —a = a=
1= 1o = (mi=ma)g—(mitma)a = gra = a =g 2 R




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo (médquina de Atwood):

mi — ma 2my + I/ R?
a=g = Ty =myg
m1+m2+I/R2 m1+m2+I/R2
2m1—|—I/R2
TQ_mggml—‘er-i-I/RQ
o a >
a=—=k

R

(my —mg)?

Fy=mg+T + 1o = (m+mi +ma)g — — a7
1 2

N.B. Polea:
(i) disco homogéneo — I/R* = 2, (ii) anillo — I/R* =m

Limites
m m, ] — 0: miquina de Atwood vista en Tema 3, Dindmica
® msy — 0: ejemplo un tnico bloque que cuelga de una polea
m I/R? > mq,my: equilibrio, a — 0, T1 = myg, T = mag




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: dos bloques de masas my y ms estdn conectados por una
cuerda que pasa por una polea de masa m y radio R. El bloque m; se
desliza horizontalmente sin rozamiento mientras el bloque ms se
mueve verticalmente, segin indica la figura. Determina la aceleracién
de los bloques, la aceleracién angular de la polea y las tensiones en la
cuerda

-




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: bloques-polea
m Bloque m;, fuerzas

F;le_mlg.;a ﬁN:FN57
T, =T,

m Bloque ms, fuerzas QLL
i

Fpo = —magj, Tr=T4j
m Polea, fuerzas B .
Te =-Tci, T, =-T)j

m Polea, momento de fuerzas con respecto a eje L por el centro
M. = (Rj)xT. = RT_k
M, = (Ri)x T, = —RT, k
M =M. +M, =R(T.-T)k




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: bloques-polea
m Cuerda

T,=T. =T, T,=T,=T,

m Dindmica

con I el momento de inercia de la polea
con respecto al eje (e.g. disco homogéneo: I = %mRQ)
m Cuerda de longitud constante
{al_" 7 x (Rj) =aRk x j=—aRi

- — = = — :—R
agj = a x (Rz)akazaRj} o 2 “




Dindamica de la rotaciéon. Momento de inercia

Ejemplo: bloques-polea
m Tenemos que resolver

(Fx —mig)j + Thi = myai (T — mag)j = —maaj
mn-n%:-%%
por tanto
:gm1+mTz2—|—I/R2 Fny =mag
T\ = mayg - T5 = mag m 1/ 1

mi —|—m2—|—I/R2

m Limites particulares

m1—|—m2—|—I/R2

ms — 0, no hay movimiento, a =0, T} =T =0

m1 — 0, ejemplo bloque-polea

I/R2 > mq, mo, my “suspendida”, a =0, T} =0, T, = mag




Dindmica de la rotacion. Teorema de Steiner

m Recordatorio: momento de inercia I de un sélido rigido (sistema
de n particulas) con respecto a un eje es

n
L= mlf.f?
j=1

con ;| las distancias entre las masas m; y el eje
m Consideremos ahora
m como eje fijo de rotacién un eje que pasa por el CM, con direccién
i, || = 1; sea Icm el momento de inercia con respecto a ese eje
m posiciones R; de las masas relativas al CM, Ocwm (i.e. para la

masa m; en el punto P;, Ocm P, = R;)

ijéj = 6

j=1

Por construccion




Dindmica de la rotacion. Teorema de Steiner

m Descomponiendo
Ej = _’jL +Ej‘| = R’jL + (EJ . LT)LT

conu-Rj; =0yu-Ry =u- Ry,

n n
E miR; = § m;R; =0
j=1 j=1

m Consideramos ahora un nuevo eje
paralelo al anterior (misma direccién
@) a una distancia d del CM, es decir,
el punto O’ del nuevo eje més cercano

—_— E -
al CM tiene OcpO’ =d con |d] =d
y d-ii=o0: ;,cémo se relaciona el
momento de inercia I’ (con respecto
al nuevo eje) con Ioy y d?




Dindmica de la rotacion. Teorema de Steiner

m Momento de inercia I’ Seccién L @
n
’_ =12
I'= E m |7 |
i=1

—

ICOH’Fjl:lefd

I'=" "my| R —d
j=1

=3 m (|R’M2 +[d]* —2R;. ﬁ)

Jj=1

U= D my Ry P | +(dP [ Y omy | =2 D myR;. | -d
= : :

I' = Ienm + Md?




Dindmica de la rotacion. Teorema de Steiner

Teorema de Steiner

Dado el momento de inercia Iy de un sélido rigido de masa M con
respecto a un eje que pasa por su centro de masas, el momento de
inercia I con respecto a un segundo eje paralelo al anterior a una
distancia d es

I=Icm+ Md?




Dindmica de la rotacion. Teorema de Steiner

Ejemplo: momento de inercia de una varilla de masa m y longitud ¢
con respecto a un eje perpendicular que pasa por un extremo

m Momento con respecto a eje perpendicular que pasa por el CM
mi?

Tem = =35

m Teorema de Steiner:

I=TIcum+ 0 e(Llyl _me
oMl ) T e TTy) T 73




Dindmica de la rotacion. Teorema de Steiner

Ejemplo: momento de inercia de un anillo de masa m y radio R con
respecto a un eje perpendicular (al plano del anillo) que pasa por el
propio anillo

m Momento con respecto a eje perpendicular que pasa por el CM
ICM = mR2

m Teorema de Steiner:

I = Iom +mR? = 2mR?




Dindmica de la rotacion. Teorema de Steiner

Ejemplo: momento de inercia de un disco de masa m y radio R con
respecto a un eje perpendicular que pasa por el borde

m Momento con respecto a eje perpendicular que pasa por el CM

mR?
2

Iom =

m Teorema de Steiner:

I=1Icy +mR* = ngQ




Energia cinética de rotacion

Sistema rigido de j = 1,...,n particulas, masas m;, en posiciones 7’
con velocidades v;
(N.B. Posiciones 7; relativas a un origen O fijo, velocidades ¥;
independientes de O)

m La energia cinética es

m Descomponemos 7; = 7cm + R, U = Tom + V;,
con R;, V;, posiciones y velocidades relativas al CM
m Tenemos

15;1% = [em + Vi1 = [Tem|® + |V;]? + 20cwm - V;

1 "1 . . . B
Ec=)  omyltj|* = ngj {|UCM|2 +|V;[? + 2t - Vj}

Jj=1 Jj=1




Energia cinética de rotacion

Sistema rigido de j = 1,...,n particulas, masas m;j, en posiciones 7
con velocidades

m La energia cinética es

n n

Bo= [ gmy | o+ | 32 gmylVf? | +2icar 2 5m

j=1 j=1

1\9\»—*

m Masa total M

1
mj:*M

1
2 2

M-

j=1

m Movimiento relativo al CM,

n 1 . .
Z§m] =0

Jj=1




Energia cinética de rotacion

Sistema rigido de j = 1,...,n particulas, masas m;, en posiciones 7’
con velocidades v;
m Movimiento relativo al CM, V; = & x R;, con & la velocidad
angular (|&| = w)

V2 =10 x By = 2| By P = wPa?

con d; distancia de m; al eje de rotacién del sélido rigido
alrededor del CM,

1 - 1 1
Z§Wj|vj|2 =3 > md; w2=§ En w?

con ISM el momento de inercia del sélido rigido con respecto a un
eje que pasa por el CM con direccién &
m Obtenemos finalmente

1 1.
E. = 5M\ﬁCMF + 518“4 w?




Energia cinética de rotacion

Sistema rigido de j = 1,...,n particulas, masas m;, en posiciones 7
con velocidades v;

m Momento de inercia del sistema con respecto al eje de rotacion:
n
IEy =Y m;d
cM = 345
Jj=1

de modo que la energia cinética de rotacién alrededor del CM es
simplemente

Rot CM __ 2
E. =

[
§ICMW

m Analogia con energia cinética de traslacién %va, de nuevo

inercia: masa m +— momento de inercia [

movimiento: velocidad v — velocidad angular w




Energia cinética de rotacion

Sistema rigido de j = 1,...,n particulas, masas m;, en posiciones 7’
con velocidades

m Energia cinética del sistema
Y S & -

= Término asociado al movimiento global del sistema: M |Tcwm|?
< movimiento de toda la masa M con Uom
= Término asociado a la rotacién alrededor del CM: 318, w?

m En general vy v & son independientes, pero hay casos en que
estan relacionados

m Giro alrededor de un eje fijo
m Objetos “rodantes”




Energia cinética de rotacion

Giro alrededor de un eje fijo
m Velocidad del CM

Uom =& X fomt = |vom|? = w?|Fomi?
|Fon | es la distancia d del CM al eje fijo

m Energia cinética

1 15 1 ;
E.= §Mw2d2 +51eu w? = 3 (Md? + I&y) w?

m Teorema de Steiner: momento de inercia I con respecto al eje fijo
I=Md*+ I8y

m Energia cinética como energia cinética de rotacion alrededor del
eje fijo

1
E, = §Iw2




Energia cinética de rotacion
Ejemplo: en un ejemplo anterior, analizamos un sistema de tres masas
idénticas mg que, en un instante dado, se encuentran en

73 = (67 4 67) m

7_')1 = 4zm, 772 =8 m,

con velocidades

7 =3ims™ Y, U= (3Z+ 23')ms*1,

Determina el momento de
inercia del sistema con /
respecto a un eje que pasa por
el CM con direccién @
J ‘\

Comprueba la descomposicién )
de la energia cinética, CM + .
rotacion alrededor de CM P




Energia cinética de rotacion

Ejemplo: tres masas
m Velocidades

B =3ims™, U= (3f+ 2j)ms™ ", U3=jms"
Velocidad del CM, Gey = (20 +
m Velocidades relativas al CM,

J
Vi=@G@— ms™", Vo=(G+j)ms', Vi=—2ims !

Velocidad angular, & = %k g1
Posiciones relativas al CM, R; = 7; — fcm

Ry =(—2i—2))m, Ry=(2i—2))m, Rs=4jm
m Momento de inercia I(;M con respecto a eje que pasa por el CM
con direccic’)n @ (direccién k;)

13 = ZmﬂRJL\ = moz |R;|? = mo(8+8+16)m? = 32mom?




Energia cinética de rotacion

Ejemplo: tres masas
m Energia cinética a partir de velocidades

Ee = gmo (nf? + [8af? + [86]?)
“2(94+9+4+1)m?/s? = m0m2/s2
m Energia cinética asociada a la masa total con velocidad Ucm
Eeson = %3m0(4 4+ 1)m?/s? = mo m? /s?

m Energia cinética asociada a la rotacion alrededor del CM

2
1 5 1 1
Eegon = §1v°c”}1\/1|‘*7|2 = 532mo <2> m?/s? = 4mgm? /s

m B, = EC,ﬁCM + ECﬁCM v




Trabajo y energia cinética de rotacién

m En un punto P de un sélido rigido se aplica una fuerza ﬁ; el
sélido rigido gira alrededor de un eje fijo. Origen de coordenadas
en O, un punto del eje fijo.

m ;Cual es el trabajo realizado por F?

m En un intervalo dt, el punto P se desplaza

dr
7 = di;dt—vd (@ x P)dt = (& x 71)dt
m El trabajo realizado en dt es dW = Fdi
AW =F -di = F - (& x 7 )dt =& - (FL x F)dt =& - Mdt

con M el momento de la fuerza con respecto al eje
» Dindmica de la rotacién: M = I@ = Id—“ﬂ con & fijoe I el
momento de inercia del sélido con respecto al eJe fijo =

dt w

AW =& - Mdt = w> - (Id“”"> dt = 1% ar = Lrag)
w dt 2




Trabajo y energia cinética de rotacién

m Trabajo entre t; y ty

f f 1 f ) 1, 1,
Wif:/idW:/iF'drzil/id(w)zifwf—ﬁlwi

es decir
Wi = AE£°t = Ezo} — Eff’f

Teorema Trabajo-energia cinética para la rotacién (eje fijo)

El trabajo neto realizado por las fuerzas externas sobre un sélido
rigido que gira alrededor de un eje fijo es igual a la variacién de la
energia cinética de rotacién

-
Wit :/F~dF:AE£°t = B — B




Trabajo y energia cinética de rotacién

Ejemplo: una varilla uniforme de masa m y longitud ¢ puede girar sin
rozamiento alrededor de un extremo; partiendo del reposo en posicion
horizontal, determina la velocidad angular cuando alcanza una
posicién vertical.

|9 P
14 1




Trabajo y energia cinética de rotacién

EjempIO' varilla uniforme gira
[ F no reahza trabajo
(] F( = —mygj realiza trabajo al recorrer el CM un arco de radio ¢ /2
m Parametrizamos el recorrido del CM con 6 € [0; 7/2], el
desplazamiento di es

dr = g df (sin 07 — cos 05)




Trabajo y energia cinética de rotacién

Ejemplo: varilla uniforme gira

w dW = F, - dF
. 14
dW = F, - dr mg] ( sm@z—cosGy)) %cos@d@
m Trabajo
gﬁ z mg€
Wiy = dW = cosfdb = [sm 0]0
m Variacién de la energia cinética de rotacién con w; =0y
momento de inercia I = mf
ro 1 2 2 ml*

m Teorema Trabajo-energia cinética de rotacién
39

Wi = A" = wp =4/




Trabajo y potencia

m De forma andloga a lo ya visto en el tema 4, “Trabajo y
Energia”, la potencia P es la

velocidad” a la que una fuerza F
realiza trabajo (en la rotacién del sélido rigido con eje fijo)

AW o dr = -, -
= F _= F U= F (@ r = (r F — Q- ]\/
e 7 v (BxF)=&-(FLXF)=d

= Dindmica de la rotacién (eje fijo): M = I&@ = I

d—‘;’g,conIel
momento de inercia =
- W dw @ dw d (1
Peg - M=uw“ (1Y), 2 (2.2
“ Yo (Idtw) o dt(?lw)
d
P——Emt
dt ¢

De nuevo, Potencia < variacién de la energia cinética

(en este caso de rotacién)




Energia mecanica

m Para fuerzas conservativas introducimos la energia potencial U

WS

K3

7 =—AU =U; — Uy
m De acuerdo con el teorema Trabajo-energia cinética de rotacién
Wip = W+ Wi5°C = Wi°C — AU = AE
con Wgcoc el trabajo de las fuerzas no conservativas, es decir
Erot Erot Ui —Us + WNoC
m Definimos la energia mecénica FEyjo. = EX°' + U, por tanto

El\r’lec,f = EI\’IE‘,CJ; + WNOC

m Si, de haberlas, las fuerzas no conservativas no realizan trabajo,
VVNOC = 0 y la energia mecdanica se conserva




Energia mecanica

Ejemplo: considera de nuevo el ejemplo del
bloque de masa m que cuelga de una polea
de masa mg y radio R (la polea puede girar
sin rozamiento y la cuerda no desliza). En el
instante inicial ¢ = 0 el sistema esta en reposo;
transcurrido un tiempo t,

m determina la energia cinética y potencial
del bloque,

m determina la energia cinética de la polea,

m comprueba la conservacion de la energia

mecanica




Energia mecanica

Ejemplo: masa-polea
m Con i =—, j =1, k = ®, la aceleracién del bloque es

- mR? 2 a 2
aqa=—Q—— = —
ImRE+17 J
y la aceleracién angular de la polea
mR - - a -
N—= —(—7F—— k = — k = — — k
TR T TR
m Con y(0) = 0, la posicién del bloque es
1
t)=—=at?
y(t) = —5a

m La polea ha girado un angulo




Energia mecanica

Ejemplo: masa-polea
m Energia cinética del bloque

2

1 |dy 1
Ebl )= = et 2t2
cW=3mg| =3ma
m Energfa potencial del bloque (origen U = 0 en posicién inicial
y=0) oa
UM (t) = mgy(t) = — "2
m Energia cinética de la polea
1 |do]* 1 1 a2
EPo(t) = =1 |—| = =Ia*t? = 1—;t*
et =3 ‘ at| 2" T2 Re

m En ¢ = 0, la energia mecénica del sistema es

PFuee = EPY0) + UP'(0) + EP°(0) = 0




Energia mecanica

Ejemplo: masa-polea

1_a?
t2, EP°(t) = =T—t2
) C ( ) 2 R2

mga
2

1
EP(t) = 5maQtQ, UPl(t) =

m Energia mecédnica del sistema tras un tiempo ¢

BEntec(t) = Ep' () + UP\(t) + B2°(t) = %atz (ma —mg + éa)

mR?

u Conazgm,

I
ma+ —a = i(mRQ—l—I) =1mg

R2 R?
y por tanto

EMCC (t) — EMCC(O) v




Objetos rodantes

m Objeto rodante: sdlido rigido que se mueve en contacto con una
superficie sin deslizar

m Punto de contacto objeto-superficie fijo
= movimiento de rotacién alrededor de un eje que pasa por el
punto de contacto
< rozamiento estatico en el punto de contacto
— —

/
00




Objetos rodantes

Planteamiento general (2D)
m Momento de inercia I con respecto al eje instantdneo de rotacion
L al plano de la figura, depende de 6 — 1(0)
m Fuerzas, Fyy en punto de contacto, ﬁg en CM
m Momento de fuerzas con respecto a eje L al plano de la figura,
pasando por el punto de contacto

]\?:ﬁxﬁq+6xﬁ]\r:ﬁxﬁq

con R del punto de contacto al CM
m Dinamica de la rotacién, eje — —
con direccién fija )

M:ﬁxﬁg:_fd' oM,

d%0 . -
para obtener i f(9) al




Objetos rodantes

Ejemplo: un disco homogéneo de masa M y radio R rueda sin deslizar
sobre un plano horizontal; adherida al disco a una distancia R/2 del
centro hay una masa puntual m. En ¢t = 0, la masa adherida se
encuentra en la posicién que indica la figura y el centro del disco se

-

mueve con velocidad ¥y = vgi.

m Determina la velocidad del centro del disco cuando la masa
adherida se encuentra alineada verticalmente con el punto de
contacto con el plano, por debajo del centro del disco.

m Determina la velocidad del centro del disco cuando la masa
adherida se encuentra alineada verticalmente con el punto de
contacto con el plano, por encima del centro del disco. ;Existe un
valor minimo de |Uy| para que se pueda alcanzar esta
configuracién?

m Plantea las ecuaciones que determinan la dindmica de este
sistema (disco + masa adherida)




Objetos rodantes

Ejemplo: un disco homogéneo de masa M y radio R rueda sin deslizar
sobre un plano horizontal; adherida al disco a una distancia R/2 del
centro hay una masa puntual m. En ¢t = 0, la masa adherida se
encuentra en la posiciéon que indica la figura y el centro del disco se

-

mueve con velocidad vy = vgi.

lido



Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida

m Velocidad del centro del disco vy = vyi
’170 = (:)'0 X 'FJ_

con Wy k la velocidad angular, en t = 0, de rotacién alrededor
de un eje perpendicular al disco por el punto de contacto con el
plano horizontal y 7, la posicién del centro del disco relativa al
eje de rotacion, 7| = Rf

- & Vo 7
W = ——
R

m Acudimos a la conservacion de la energia mecdnica: necesitamos
conocer tanto la energia cinética como la potencial del sistema,
que obtendremos separando las contribuciones del disco y de la
masa adherida




Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida

m Energfa cinética inicial de la masa adherida: E(m) = $m|T; m|?
con Up,m la velocidad que tiene en ¢t = 0. Rota(:lon alrededor del
punto de contacto con el plano = ¥y ., = &y X 7y, cOn

Fim=Rj+%i=

- Vo 7 - R- - 1-
Uo,m = <_Egk) X (Rj + 22) =g <z - 2])

1 5
B = Smloml* = Smoj

m Energia potencial inicial de la masa adherida: escogemos la

posicion inicial como referencia, U( m)




Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida

m Energia cinética inicial del disco: rotacién con momento de
inercia (— Steiner) I = 1M R? + MR? = 2MR? y velocidad
angular &y,

My 1. v 3
ES) = 511Gl = fMRQ R02 = Mo
(Equivalentemente, CM + rotacién alrededor del CM)

m Energia potencial inicial del disco: escogemos la posicién inicial
como referencia, UM = 0
9 0 -

m Energia mecéanica inicial del sistema

EMec,O = E(m) + U(m) + E(M) + U(M) 8 (5m + 6M)




Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida

Posiciéon 1, masa adherida en % j con
respecto a punto de contacto

Velocidad del centro del disco #; = vlf,
velocidad angular & = —%la en funcién
de v; calculamos la energia mecénica y a
partir de su conservacion obtenemos vy

Energia potencial inicial del disco no cambia, U(M) U(M) =0

Energia potencial de la masa adherida U1 m) = —mgg
Energia cinética del disco E(M) 3 Mv?
Energia cinética de la masa adherlda la velocidad de la masa

'Ul

adherida es U, = @1 X (2]> = Y4

m 1 1
= E( ) = §m|vl,m|2 = gmvf




Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida
m Posicién 1, masa adherida en % j con
respecto a punto de contacto

m Energia mecanica

Brteen = EXY + U™ + EXD U™
2 R
EMec,l = %(m + GM) — mg;

por tanto, conservacién de la energia mecanica =

2
1

v R v
EMec,l = EMec,O <~ 3 (m+6M) - mg; = §(5m+ 6M)

o — v3(5m + 6M) + 4mgR
' m + 6M




Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida

Posicién 2, masa adherida en @ J con

respecto a punto de contacto

El centro del disco tendria en este caso
velocidad v = v, la velocidad angular
serfa Wy = — 3

Para el disco EE,Z) 3 M3, UQ(M)

Para la masa adherida
9 R
(Y;” = vag, 112(7") = mg—2

Energia mecanica Fyjec,2 = Egg) + Ug(m) + Eg\;) + UQ(M)

2
R
EMec,2 = %(9777/ + GM) + mg§




Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida
m Posicién 2, masa adherida en % j con —
respecto a punto de contacto

m Conservacién de la energia mecanica
daria

EMec 2 = EMeco &

R 2
. (9m +6M) +mg7 = §0(5m +6M)

L2 v3(5m + 6M) — 4mgR
2 9m + 6M

m La velocidad vy minima para que la masa m pudiera alcanzar la
posicién 2 corresponde a v3 = 0, es decir

al I — Tema 6 — Ro



Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida
Para obtener la dindmica del sélido rigido

disco+masa adherida

Rotacién de dngulo 6 con respecto al
centro del disco = rotacién del centro
del disco con respecto al eje ‘
instantdneo de rotacién (con i
direccién fijal) <LL?
Ojo! En la figura 6 < 0

Fuerzas y punto de aplicacién

Momento M de fuerzas con respecto al eje
Momento de inercia I del sistema con respecto al eje (depende
del dngulo )

B}

Dindmica: M =Ida =1«

IS

_Jdos
_Idt2 w

= ecuacion —— = f(0)




Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida

m Fuerzas y punto de aplicacién con respecto al eje

—

- R - R -
Fym=—mgj en 7| = 5(}0891’-1- (R-I- Esinﬁ)j

ﬁg,[% = —Mg; en Fl = R;

FN en FJ_:O

lido



Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida
m Momentos de las fuerzas =

- mgR

Mg m=— 5 cosOk “
My =0 :Lk_
My =0 :

m Momento de inercia del sistema: disco (Steiner) 4+ masa adherida

2 2

3 R - R - R
I= 2MR2+m’2(:089i+ (R—i— 2sin9)j == (6M + m(5 + 4sinf)

m Dindmica M = @ = %% =
2mg ) d?o d*0
R cos = (6M + m(5 + 4sin0)) = ¢ TE 1(0)

Solucién dificil




Objetos rodantes

Ejemplo: disco con masa adherida
Soluciones numéricas

1 =0
0 - = N n vg = 0.5v,
NN ’ ;7
AN 4 g
N T v .
—1F '\_\ Nl Sooa” 1 — v =0.98v,
N
= . \\
~ .
= —2r \\ { — wvo = 1.020,
£y N
. \
_3 - \\ 1 == Vg = 1.57}(-
: N\
N
. S
. N
—4t N 1+ wo =20
. \
\
_5 :. ‘\‘ Ve = 4mgR
c— 5m~+6M




Objetos rodantes

Ejemplo: un disco homogéneo de masa M y radio R rueda sin deslizar
sobre un plano horizontal; en ¢ = 0, el centro del disco se mueve con
velocidad vy = voi.
m Mucho més simple que el ejemplo anterior con una masa
adherida, basta tomar m — 0
m Dindmica )
d=0 Vo
— =0 = 0=wot+0y=—t+6
dt? 0 °" R 0
m Centro del disco = CM,
se mueve con velocidad constante vy = vgi

Velocidad angular constante wo = 75 alrededor del eje

instantédneo de rotacién (que tiene direccién fija)

® < movimiento rectilineo uniforme del CM + rotacién alrededor
del CM (eje L al disco) con velocidad angular constante wg




Objetos rodantes

Ejemplo: una bola de bolera homogénea de radio R = 11 cm y masa
M = 7.2 kg rueda sin deslizar con vy = 2.0 m/s sobre una superficie
horizontal. Continua rodando sin deslizar cuando sube por una
rampa, hasta que se para a una altura h. Determina h.




Objetos rodantes

Ejemplo: bola-plano inclinado
m Aplicamos la conservacién de la energia mecanica entre el estado
inicial y el estado final en que el CM se encuentra a una altura h
por encima de la inicial y tiene velocidad nula
m Estado inicial: energia potencial U;, para calcular la energia
cinética necesitamos la velocidad angular de rotacién, que es

Vo .
wO:ﬁO.

1 1 1 7
E..= EIW(Q) = ing + EICng = I—OMU(%

con I =1Icy+ MR?= %MR2 + MR?

m Estado final: energia potencial Uy = U; + M gh, energia cinética
E.;=0

B Eneci = Ui + Eci = Enec,f = Up + Ecp = =

7 Tv2
LM =Mgh & h=-+2 =95cm
10g

10




Objetos rodantes

Ejemplo: un taco de billar golpea una bola horizontalmente a una
distancia d por encima del centro de la bola. Hallar el valor de d para
el cual la bola rodara sin deslizamiento desde el comienzo. Considerar
despreciable la fuerza de rozamiento de la bola con la superficie en
comparacién con la fuerza F que ejerce el taco.

]




Objetos rodantes

Ejemplo: taco-bola de billar
m Considerando las fuerzas aplicadas (fuerza neta ﬁNCta) y los
momentos con respecto a un eje en el plano horizontal y
ortogonal a F' (momento total M), la dindmica del sistema
viene dada por

FNeta = Mdcy, Moy = Ia

con M la masa de la bola, doyy la aceleracion del CM,
I= %M R?> + MR? = gM R? el momento de inercia con respecto
al eje (Steiner) ya mencionado y & la aceleracién angular.

m Para que la bola ruede sin rozamiento, la aceleracién acy debe
coincidir con la correspondiente a la rotacion alrededor del eje, es
decir (con 7om = R j la posicién L del CM relativa al eje)




Objetos rodantes

Ejemplo: taco-bola de billar
m Fuerzas y posiciones en que se

aplican (relativas al punto de
contacto)

Feni=—\R2—d?i+ (R+d)j

ﬁ,,ean = = >
EA i F,+ =0
FNGHO} . N

= INeta=F =Fi
m Momentos de las fuerzas relativos al eje instantdneo de rotacion

PxF = (f\/m — 27+ (R+d)j‘) x (Fi)=-F(R+d)k
Fy=(Rj)x (~Mgj) =0

—~
=

<
X




Objetos rodantes

Ejemplo: taco-bola de billar

m Dindmica

o . . F -
FNeta = Mdom & dom = ik
- . . 5F(R+d) -
]\'[Tot:.[a <~ O[:—Wk
m Del requisito @ X 7oy = @om con Fom = R J,
5F(R+d) - - 5F(R+d)- F -
—————kx(Rj)=———2i=—
TRz P ) = M
obtenemos finalmente 5
d=-R




Objetos rodantes

Ejemplo: un anillo, un cilindro y una esfera, caen por un mismo plano
inclinado, rodando sin deslizar. Calcula

m la aceleracion del CM dcow,
m la velocidad del CM, v, en el punto mas bajo,

m la fuerza de rozamiento f,.




Objetos rodantes

Ejemplo: anillo, cilindro, esfera en plano inclinado

m Fuerzas
Fy=Fxj
fr = _fri

fg = Mg(sinfi— cosf7)

m Puntos de aplicacién de las fuerzas (posicién relativa al punto de
contacto)
Fn, fren 67 Iy en Rf

m Dindmica del CM: Feta = Mdcoym = Macum @

(Mgsin&—fr)f—&— (Fn —Mgcosﬂ)f: Macy i

o Mgsinf — f,. = Macm
Fn — Mgcost =0




Objetos rodantes

Ejemplo: anillo, cilindro, esfera en plano inclinado

m Momentos de fuerzas con respecto a eje instantéaneo de rotacién
Ox Fy=0, 0x/f, =0
(RJ) x I*:g = MgRj x (sinfi — cosfj) = —MgRsin0k

m Dindmica de la rotacion

- MgRsinf -
Mt = 1d, I=1 MR? = g=—-—2">""7
Tot Y cM + a MEZ + Ton
m Rodadura: a:CM =a X FCML, con FCML = R;,
. gMR%sinf - - MR?

oM = acm i = — Xj & acyv = gsinf

MR? + Icum

MR? + Icm




Objetos rodantes

Ejemplo: anillo, cilindro, esfera en plano inclinado
m Aceleracién del CM

M R?

= 1 97
acMm gsin MER2 T ICM

Anillo tiene Icy = MR? = acy = 2g sln 0
Cilindro tiene Icy = SMR? = acy = 3g sin
Esfera tiene Icy = 2 MR2 = acMm = 7g sin @

m Fuerza de rozamiento

Ic
fr=Mgsinf — MaCM—MgblnHWfICM

Anillo: f, = %Mg sin 6
Cilindro: f, = %Mg sin 0
Esfera: f, = %Mg sin 0




Objetos rodantes

Ejemplo: anillo, cilindro, esfera en plano inclinado

m Velocidad al alcanzar el plano horizontal a partir de la
conservacion de la energia mecdnica (el punto de contacto no
desliza = la fuerza de rozamiento no realiza trabajo)

m Energia potencial inicial U;, energia cinética inicial E.; =0

m Energia potencial final Uy = U; — M gh, energia cinética final F, ¢

1 1 _v2 1 v2
£y = o= 'R = o o By
m Conservacion E.; +U; = E. y + Uy =

1
MR? + 1 = Mgh < =+/2¢gh
MR+ o)t g = Moh & ven =2 MR2+ICM

Anillo: vem = Vgh

e . _ 4
Cilindro: vem = \/;\/gh
Esfera: vom = (/22/gh




Objetos rodantes

Objetos rodantes y deslizamiento

m En la rodadura sin deslizamiento, el punto de contacto entre el
sélido rigido y la superficie tiene velocidad nula, y el movimiento
corresponde a una rotacién alrededor de un eje (instantdneo) que
pasa por ese punto de contacto.

m Descomponiendo el movimiento en términos de traslacion global
y rotacién alrededor del CM




Objetos rodantes

Objetos rodantes y deslizamiento

m En la rodadura con deslizamiento, el punto de contacto entre el
sélido rigido y la superficie no tiene velocidad nula, y el
movimiento ya no corresponde a una rotacién alrededor de un eje
(instanténeo) que pasa por ese punto de contacto (y por tanto en
lugar de rozamiento estético, tenemos rozamiento cinético)

m Descomponemos de nuevo el movimiento en términos de
traslacién global y rotacién alrededor del CM: en la rodadura sin
deslizamiento la velocidad del CM y la velocidad angular estdn
relacionadas, dejan de estarlo en general, en presencia de
deslizamiento.




Objetos rodantes y deslizamiento

Objetos rodantes y deslizamiento




Objetos rodantes y deslizamiento

Caso I: velocidad del punto de contacto ¥y con

mismo sentido que Uem (|Uom| > Rw)
m Rozamiento f:,c, = —frf en
posicién —Rj con respecto a
CM

Movimiento CM mdcy = f:c
Momento de fuerzas con
respecto a CM

-

]\7]’-./‘7‘ = (—Rj)X(—fT’L) = _Rfr]_‘;

Dindmica ]\7[];,_ =Icpad =

Aumenta w O y disminuye vy —, hasta que v) — 0 y tenemos
rodadura sin deslizamiento




Objetos rodantes y deslizamiento

Caso II: velocidad del punto de contacto ¥y con
sentido opuesto a vcm (|Uom| < Rw)
m Rozamiento f, . = frf en
posiciéon —Rj con respecto a
CM
m Movimiento CM mdcy = f:c
m Momento de fuerzas con B
respecto a CM L
E -
= i

My, = (=Rj) x (f+i) = Rf+ k

m Dindmica My, = Icpd

m Disminuye w O y aumenta oy — hasta que v, — 0 y tenemos
rodadura sin deslizamiento




Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: una bola homogénea de masa M y radio R se lanza de tal
modo que cuando toca el suelo se mueve horizontalmente con
velocidad vg = 5 m/s y avanza sin rodar. El coeficiente de rozamiento
cinético entre la bola y el suelo es u. = 0,08. Determina

m el tiempo durante el cual la bola desliza,

m la distancia recorrida deslizando, antes de que ruede sin deslizar,

m la relacion entre las energfas cinéticas inicial y final (instante de
rodadura).




Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza—rueda

m Ejes {;, f, E} como en los casos I, II, anteriores; la bola toca el
suelo en t = 0.

m Velocidad inicial ¥; = vg i — oM = U;.

| Fuerza de rozamiento cmetlco es conbtante
Fota = fl,c‘ = uCFNz fuchz (usando va F + Fy = O)
mientras hay deslizamiento. Cuando la bola rueda empieza a
rodar sin deslizar, Fnetn = 0 y Uom constante.

m Movimiento del CM con rozamiento cinético: Mdcy = fr.c.

. . 1 -
Tom(t) = 7o + (vot — 2,cht2> i




Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza—rueda
m Rotacién alrededor del CM: ]VITM = Icma@; al momento de
fuerzas con respecto a eje de rotacién (direccién k) tan solo
contribuye ﬁ,(;,, aplicada en el punto de contacto, posicién —Rf
con respecto al CM:

A?Tot = _R.;X E(, = /'[/CgMR-; X ;: _MchRE
por tanto
_ Mg MR? P

“T 7R Tou




Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza—rueda
m Condicién de rodadura: el punto de contacto tiene ¥ = 0
m La velocidad 7 es la combinacién de la velocidad de traslacién
del CM y la velocidad asociada a la rotacion alrededor del CM.
En un instante ¢,
2

— - — s - M e e
U} = (vo = pegt)t + &(8) X (=Rj) = (vo — pegt)i + peg 7 —th > j

CM
" MR?\ -
UL = | Vo — ftegt — pegt T ¢

CM

El tiempo ¢, en el que ¥} = 0 es

_ Yo Iom
" peg Iom + MR?

m La distancia recorrida por el CM entre t = 0 y ¢ = ¢, (mientras
hay deslizamiento) es dges = vot, — %ucgtf




Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza—rueda

m El arco correspondiente al dngulo 6(¢,) que ha rotado la bola es

g MR2 2 I, 2
PSRRI Sy,

2 Iom (e9)? \Icm + MR
11(2) ICMMR2

= 2teg (Icn + MR2)?




Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza—rueda
= Energfa cinética en ¢t = 0, E_; = 3 Mg, ECOZ =0

m Energia cinética en t = t,.:

1. 1
E:f = §M|UCM(tT)‘2 = §M(U0 - /J/cgtr)2
1 Iou ! (MR?)?
= — M1 —=2 ) — M 2 \mAv)
of 79 Yo ( Iowm + MR2> UO [CM + MR2)?
1 1 Led MR2
EC, = ZIem|@(t)|? = =1 : t
0 = glola(t) = prew (A5
EO. — 1[ Hed MR? v, Icm ? _1 9 Iom MR?
of T 27M\ R Toum peg Iom + MR? (

*(Icm + MR?)?




Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza—rueda

m Variacién de energia cinética

1 (M R?)?
E—E=-M@2|—""2 1
e, f ¢, 9 Vo <<ICM +MR2)2
1 QICM(ICM + QMRz) r 2
E:f - E:ﬂ = EMUO (ICM I MR2)2 = fr.(‘. : (dd(‘s/)
1 Iy M R? - -
EQ, — B0 = Mg —M2 T — (i)

c’

27 (Icm + MR2)?




Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza—rueda
m esfera: Ioy = %MRQ, vo =5 m/s, pu. =0.08

Vg Ionm 209

r= = =1.82s
Heg ICM + MR2 7#09

vg Icm(Iem +2MR?) 12 vf

" 2u.9 (om+ MR2)? 49 pi.g

ddes =7.80m

MR? 5
U t’l‘ = _— = J. -1
|vem (tr)] UOICM TMER? 7110 3.57Tms
1 (MR?)? 251
E~> — M 2 \mrJ ki /s 2
of T 90 Toy + MR2)2 ~ 492710
1 Iem MR? 101
EO M 2 - — M 2
ef =9 0 Iom + MR2)2 49270




Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza—rueda

v(t) (ms™)
Vo UC’V (f )
\)
i @
1 -
O !




Objetos rodantes y deslizamiento

Ejemplo: bola desliza—rueda

| E+E; |
L3
(;/.
B
0 ‘ t (s)




Momento angular

Una masa puntual m se encuentra en posicién 7 con respecto a O y se
mueve con momento p = muv
m El momento angular Lo dem respecto a O es Lo=7x I
- 7 [_;'J
m [|Lol] = ML2T~!, ST kgm?s~1, } Lo
lkgm?s™t =1Js
m El momento angular Lz dem respecto a
un eje de direccién @, |@] = 1, que pasa

=1

por O es o
Lg=7L xp, 7L=7— (7 a)i
Lo=Lo— (F @) x P 7 "
= ﬁ-Eg:ﬁ-EO
0

(Misma componente en direccién )




Momento angular

—

0]

Ejemplo: una masa puntual m = 0.4 kg se encuentra en posicién

€(f+ ;), £ = 0.5 m, con respecto a O y se mueve con velocidad
v(i+7), v=2.5ms™!; calcula

su momento angular con respecto a O,

su momento angular con respecto a un eje de direccién @ = j que
pasa por O.




Momento angular

Ejemplo: masa puntual
m Momento angular con respecto a O
Lo=Fxp=mlv(i+j)x@i+j) =0

m Momento angular con respecto a eje
de direccién @ que pasa por O

7= — (7 d)u
7L = z(*+ = (G+7)-5)7
7=l

Li=FLxp=mlvix(i+]) =mlvk
m mlv=05kgm?s ! =0.5Js




Momento angular

m Si la particula se mueve con || constante, es decir, gira alrededor
de O con velocidad angular (instantdnea) o, ¥ =& X 7| y
tenemos

Lo=7xm(@x i) =m((F 7)d— (@ 7)7L)

N.B. 7= 7| + 7L segin d, es decir 7| = 'Fg =77 =7y
por tanto
LO = m(|7_’]_|2di — ((;5 . 77)7:]_)

m Si la particula se mueve a distancia constante de un eje fijo que
pasa por O, es decir, gira con || | constante alrededor del eje con
velocidad angular & = wil, @ fijo, ¥ = & X 7| y tenemos

Li=7L xm(@x7)=m|F|*3




Momento angular

m Momento angular con respecto a O
Lo =m(|[7L[’G — (@ - F)FL)

m Momento angular con respecto a eje
i por O

Eﬁ = m|’l?l|2(zi‘

L Eﬁ:I[Oﬂ‘]@’ con I[Og] =m|71|2 el o)
momento de inercia con respecto al [
eje de giro




Momento angular

Ejemplo: una masa puntual m = 0.4 kg se encuentra en posicién
7=4L(i+j), £ = 0.5 m, con respecto a O y gira con velocidad angular

W= fwf, w = 6.2557 !, alrededor de un eje que pasa por O; calcula

m su momento angular con respecto a O,

‘El

m su momento angular con respecto a un eje de direccién @ = i

B

que pasa por O.




Momento angular

Ejemplo: masa puntual

m Velocidad =W X 7, 4= —j

m Momento angular con respecto a O

Lo = xp = wml? (i+7) xk = wml? (i—j
m Momento angular con respecto a eje
de direccién 4 que pasa por O

—

Li=7L xp=wmlixk=—wml®]

m wml? =0.5kgm?s™ ! =0.5]s




Momento angular

m Variacién en el tiempo de Lo
dLo d L dp . dp
— = — =T X X — =7 X —
g " TP ST =Ty,

Segunda ley: Z—IZ = F, fuerza que actua sobre la masa

con Mo el momento de F' con respecto a O
m Si consideramos ahora giro a distancia fija de O, i.e. ||
constante, nada que anadir




Momento angular

m Variacién en el tiempo de Lz

dLz d dp
—= X X —
dt =g TP = PTGy
Segunda 1ey F F fuerza que actua sobre la masa
dL—' dTJ_ d_’J_
= X x F=—= X P M,,
@ oar Pt @ <P
con 1\7['1; el momento de F con respecto al eje de direccion 4 que
pasa por O

m No resulta particularmente interesante, en general, dada la
presencia del término 2 SEXp

m Si ademads el movimiento es una rotacién alrededor del eje fijo de
direccién , dg—j = 4¥ _ 7 y entonces

dt




Momento angular

m En general, la variacién con el tiempo del momento angular con
respecto a un punto O viene dada por el momento de las fuerzas
con respecto a ese punto

m La variacién del momento angular con respecto a un eje en el
caso de una rotacién alrededor de ese eje viene dada por el
momento de las fuerzas con respecto al eje

-

ALy _
dt

]\317




Momento angular

Ejemplo: la fuerza ejercida por una carga eléctrica g, sobre una
segunda carga go, en posiciones 7] y 75 con respecto a O, es

_ 1 — T _ o
F[1—>2] =kKq1 %wa F[2—>1] = —F[1—>2]

3 =y

En ausencia de otras fuerzas actuando sobre este sistema, el momento
angular total es constante
m Momento angular con respecto a O: Lo = 7 X P + T2 X pa

m Momento de fuerzas con respecto a O 7 B
1-2] g
q2

[ ] ddL—to = 0 = Lo constante




Momento angular

Ejemplo: en el ejemplo de la méquina de Atwood con una polea de
masa m y radio R, y una cuerda que no desliza (99), calcula el
momento angular del sistema con respecto al centro O de la polea I_:O
en funcién de la velocidad angular de esta, y comprueba que la
variacion del mismo cumple dL—o = ]\[o, con ]\[O el momento de las

fuerzas con respecto a O.
m Velocidad angular de la polea & = wk

m Velocidad del bloque 1: 9] = —wRJ posicién (con respecto a O)
= —Ri+wyj
m Velocidad del bloque 2: 9y = wR]_", posicién (con respecto aﬂO) .
7y = Ri+yaj
m Momento angular EO

-

Lo = EO,l + Eo,z + EO,PO




Momento angular

Ejemplo: maquina de Atwood-momento angular
m Momento angular Lo = Lo1 + Lo2 + Lo po
EO,I = _»1 X (ml’l_ﬁ) = —Wle(—RZ+ yl.;) X (—_;) = mlewE

EO_Q = Ty X (m2172) = meQ(R;"_ ygj) X (]) = m2R2wE

2
EO,PO =10 = IwE

Eo:w((ml —|—m2)R2+I) E = —z%((ml +m2)R2+I) k

m Momentos de las fuerzas:

m las tensiones actiian por pares con separacion de los puntos de
aplicacion en la direccién de la propia fuerza = no contribuyen al
momento de las fuerzas con respecto a O

m las fuerzas aplicadas en el propio centro de la polea tampoco
contributen al momento de las fuerzas con respecto a O

= tan solo es necesario calcular las contribuciones debidas a Fl;
actuando en 71 y Fyo actuando en 7




Momento angular

Ejemplo: maquina de Atwood-momento angular

m Momentos de las fuerzas:
Mo g1 =71 X Fg1 = (~Ri +y1]) x (—ma1gj) = migRk
Mo g2 =7 x Fyp = (Ri+ yj) x (—magj) = —magRk
]\_/jo = ]\?thl + Z\Tf‘oﬁgg = (m1 — mg)gRE

m Variacién del momento angular

dL - dw
70 = ]\/’f() <~ — ((m1 + mg)R2 + I) = (m1 — mg)gR
dt dt
es decir

dw mi — Mo

_9
dt — Rmy +mg+ I/R?

v

tal como obtuvimos




Momento angular

m Extendemos lo anterior para un sélido rigido, un sistema de n
particulas de masas m; en posiciones 7; con respecto a O y
velocidades ¥;

m Momento angular del sélido rigido con respecto a O
n
LO = E j X j
m Descomponemos 7; = 7cm + R, U = Tom + V5,

n
Lo = (Fom + B;) x (mjiiom + P;)
j=1

—

con ﬁj =m;V; (momento lineal relativo al CM)




Momento angular

m Descomponemos 7; = 7cm + R, ¥ = Tom + V;,

EO :Z (FCM + ﬁj) X (mj’l_)bM + p;)




Momento angular

!

RjX :
1

<

Lo = 7Fom x (Mian) +
j=

m El momento angular se descompone en

momento angular orbital Foy X (MUom)
n

momento angular intrinseco g R; x P;
=1

m Momento angular orbital: momento angular correspondiente a
toda la masa del sistema en 7oy con velocidad Jom

m Momento angular intrinseco: momento angular correspondiente al
movimiento del sélido rigido alrededor del CM




Momento angular

m Momento angular del sélido rigido respecto a un eje fijo de
rotacién @ = £ (|d] = w) que pasa por O

n

i=1
n
Ly = E m; |TomL X Uom + oMl X P;
j=1




Momento angular

m Por tanto

RjLXPj
1

Ly = Fomt X (Maow) +

n
=
m Tenemos de nuevo una descomposicién en dos términos

momento angular orbital Fon, X (MUcm)

n
momento angular intrinseco E R, x P
j=1

con ambos momentos angulares respecto al eje fijo




Momento angular

Ejemplo: dos masas idénticas m = 200 g unidas por una varilla de
masa despreciable se encuentran en 7] = E(Z—i— 2;) y 7 = —Li, £ =50
cm, con respecto a O. Giran con velocidad angular & = wj,
w =2.0s"", con respecto a un eje que pasa por O: tienen velocidades
171 =W X 7:'1, 172 =W X FQ. Calcula
m momentos angulares y momento
angular total de ambas masas
m con respecto a O,
m con respecto al eje de giro;

® momentos angulares orbitales e
intrinsecos
m con respecto a O,
m con respecto al eje de giro;




Momento angular

Ejemplo: dos masas idénticas

m Velocidades

m CM: Fom = 4f, o =0
m Momentos angulares con respecto a O

1

Loa =7 x Py =wml(i 4 25) x (k) = wm(2( 2 + 7)

-, -

i

Lo = xpg—wmf( ) (k) =wm 02

-,

Lo = Lo,1 + Log = 2wml?(— —|—j)

mwf? =0.1kgms

—1



Momento angular

Ejemplo: dos masas idénticas

m Momentos angulares con respecto a eje de direcciéon @ = j por O

Fio =7 — (7 a)d =7
o =7 — (- 0)il = —0i =7

Ly, =71 X 1 =wml?(i) x (—F) = wmt®j
Ligo="7a] XPo =79 XPa=Lo>

E’E = Eﬁ,l —+ Eﬁ72 = 2Wm€23'

m Con Yoy = 0, momentos angulares orbitales 0, Ly v Lo son
directamente los momentos angulares intrinsecos




Momento angular

Ejemplo: dos masas idénticas
m Momentos angulares con

respecto a O
EO,l = meQ(—2f+ j)
E(),g = wm£2 j 172 . E
C

r _ 2 _T’ 2 ,
Lo = 2wml*(—i+ j) e

m Momentos angulares con
respecto a eje

1




Momento angular

m Ejemplo: un coche de masa m = 1200 kg se mueve en un plano
horizontal siguiendo un circulo de radio R = 20 m con velocidad
constante |7 = 15ms™! en sentido antihorario (visto desde
arriba); calcula su momento angular con respecto al centro del
circulo.

m Ejemplo: un coche de masa m = 1200 kg se mueve en un plano
horizontal con velocidad constante 7 = —15im s~1, pasando a
una distancia minima yo = 20 m de un punto O; calcula su
momento angular con respecto a O y con respecto a un eje
paralelo a la trayectoria del coche pasando por O.

m Un disco homogéneo de masa m = 1200 kg y radio R = 20 m se
encuentra en un plano horizontal xy y gira con velocidad angular
& = 0.75ks™ ! alrededor de su centro O (k L plano zy); calcula
su momento angular con respecto a O.




Momento angular

Ejemplo: coche

kil plano horizontal, velocidad angular del coche & = wlg;
posicién relativa al centro del circulo 7, |7] = R;

o |7] 1
v w r w R S

m Momento angular con respecto a O,

—

Lo =7 X = mf x (wf’):mecB:mszl;:mle_c'

m m|7|R=3.6x10kgm?s~!




Momento angular

Ejemplo: coche

m Trayectoria del coche, con respecto a O,

7(t) = (xo — vo t);+ yof, vo=15ms™!, yo=20m

m Momento p = m% = —mugyt
m Momento angular con respecto a O

- -

Lo =Fx p= ((xo — g t)?Jr yoj) X (—mwg i) = mugyo k

con mugyo = 3.6 x 10° kgm? s~ !

m Momento angular con respecto a eje direccién @ = i pasando por

O:

— -,

FL=1y0] = Lg=(y0j) x (—mugi) = Lo = muoyo k




Momento angular

Ejemplo: disco
m Momento de inercia del disco I = %mR2

m Momento angular con respecto al centro del disco (< momento
angular con respecto a eje L pasando por el centro)

. 1 .
L:I&zimRka

1

con imR%w = 1.8 x 10°kgm? s~




Momento angular

m Variacién del momento angular del sélido rigido con respecto a O

dLo d (. . t L dp;

m Segunda ley ﬁj _ dp;

dt

dL o, & -

Tto =Y 7 x Fy = Mror0
j=1

con Mo 0 el momento total de las fuerzas con respecto a O
m Descomponiendo 7 = fom + B

dI—:O B n - n . = B . .
g~ rom X <ZFJ> JFZRj x Iy = rom X FNeta + MTot,cM

j=1




Momento angular

dLo 7 . = -
dt = ]\JT()‘E,O =7rcMm X FNet;L + Z\JT()t,CI\I

B oM X Freta €8 el momento de la fuerza neta que actia sobre el
sélido rigido, aplicada en el CM, con respecto a O

n AjT()t,CM = Zj Rj X f'J es el momento total de las fuerzas que
actian sobre el sélido rigido con respecto al CM




Momento angular

m Variacién del momento angular del sélido rigido con respecto a
un eje (direccién 4, || = 1) que pasa por O

dLz "L iyl o N dp;
e () - e o
J j= J

m Segunda ley F_"J = dditj
dE; dr’; 1 . -
d; = j X Pj + -Z\"IT()t,ﬁ

Jj=1

con ]\YTOmy el momento total de las fuerzas con respecto al eje
m En general, como en el caso de una particula, la variacion del

momento angular con respecto a un eje no parece especialmente

reveladora: ademds de ]\}Tot,{[ tenemos una contribucién

dry . e
Zj a X p; ="




Momento angular

ALy
at 4= dt

m El interés aparece cuando el eje es un eje fijo de rotaciéon: con
W = wi la velocidad angular, ¥; = & X 71, en cuyo caso

diy,  dF;
= — = U;
dt dt /
y por tanto
dLy -
=M ot,u
dt Tot,u

Es decir, la variaciéon del momento angular del sélido rigido con
respecto a un eje fijo de rotacién viene dada por el momento
total de las fuerzas que actian sobre el sélido con respecto al eje
dLgz

dt

m Para un eje fijo, Eg = lpgw, ]\?Tot’ﬁ =la=




Momento angular. Efecto giroscopico

Consideramos un sélido rigido formado por (i) un disco homogéneo de
masa m y radio R, (ii) una varilla (de masa despreciable) y longitud
¢, unida por un extremo al centro del disco, perpendicularmente,
mientras el otro extremo, O, permanece fijo sobre un soporte vertical,
permitiendo que el conjunto varilla+disco gire.

En un instante inicial, la varilla

se encuentra en posiciéon horizontal, i
direccién ; con respecto a O, y
el disco gira con velocidad angular
Wo = wof, segun ilustra la figura.
Si wg = 0, el disco simplemente
“caeria”, con la wvarilla rotando
alrededor de O en el plano (7, k). J
;,Qué ocurre con wy # 07 {

)




Momento angular. Efecto giroscopico

m Aplicaremos la relacién entre la variacion del momento angular
con respecto a O y el momento (con respecto a O) de las fuerzas
que actuan sobre el sélido rigido

dLo -
220 _ N,
i Tot,0

m Momento angular inicial con respecto
a O. Para un elemento dm en
posicién 7 del disco,

77:6;-1- i

con 7, la posicién con respecto al
centro/CM del disco.
La contribucion al momento angular de este elemento dm es

dLo =7 x (dm @ x 71) = dm|FL*@Se — dm(F - &o)FL




Momento angular. Conservacion

dLo = dml|FL 2@ — dm lwo 7L
m El momento angular inicial total se obtiene integrando a todo el

disco,
Lo = /di() = (/dm|ﬂ_|2> @y — Lwy /dmﬂ_
D D D

2
. mR . .
/alm|m_|2 =— = I  momento de inercia
D

/dmﬁ_ =0 CM




Momento angular

m Actuan dos fuerzas, que en el instante inicial son
Fy = —mgk en r'p, = £j

«Q

1!

—

en 'FFC =0

o

(posiciones 7 relativas a O)
m Momento de las fuerzas con respecto
a0

]\/]Tot,O = 7TFQ X Fq + FFC X F{;

]\j’Tot.O = —mgé}x E = _mg€;

m Tenemos por tanto

EO :I(D’OZIWO;,
dLo

i = ]\?Tm,o = —mgff




Momento angular

Efecto giroscépico, precesion

m La variacién del momento angular inicial Lo es en direccién —i

dﬁof 1d

pr o= 2dt|LO|2 =0 = |Lo| constante

= {El momento angular Lo parece rotar!

m Planteamos la misma situacién para un dngulo 6 (ver figura)

m La velocidad angular inicial es
W= wo(—sinbi+ cosb j)

m El centro del disco se encuentra en
posicién 7', = £(—sinf i+ cosf j)

m Momento angular del disco con
respecto a O

EO = ]ﬁo, ‘Eo‘ = Iwo




Momento angular

Efecto giroscépico, precesion
m El momento de las fuerzas con respecto a O es
Mrot,0 = TR, X Fy + TR, X I

—

Z\?Tm,o = —mgl(—sinfi+cos0j) x k = —mgl(cos0i +sinf j)
m Variacién del momento angular
dLo
dt
dLo
at
dlo d
dtdt
por tanto

= Mror.0 = —mgl(cos 07 + sin 6 j)

- db
dt

ﬁ _ mgl
dt n IOJO




Momento angular

Efecto giroscépico, precesion
m Ademads de la rotacién alrededor del eje de la varilla, el sélido
gira con W, = TTgfl; = w, k (constante) alrededor de O, este
movimiento se conoce como precesion




Momento angular

Efecto giroscépico, precesion

m Para completar la comprensién del ejemplo, veamos qué esta
ocurriendo con la dinamica del CM

FNeta:Fc+Fg:maCM
m Movimiento de precesién con velocidad angular constante =
- . 2 -
acMm = —WwWpT'eMm

m Fuerza de contacto

F.= —F, +micy = m(glg— wpl?(—sin0i + cos@f))

m Componente k “compensa” F,

m Componente —w;‘;f’CM da la aceleracién L del movimiento circular
uniforme del CM




Momento angular. Conservacion

Conservacién del momento angular

Si el momento total de las fuerzas que actiian sobre un sélido rigido es
Moy =0,
dL — —
— =M ot — 07
a Tot,

. —
y el momento angular se conserva, i.e. es constante.




Momento angular. Conservacion

Ejemplo: persona en silla giratoria, brazos extendidos con peso vs.
brazos plegados; patinadora




Momento angular. Conservacion

Conservacién del momento angular en colisiones

m Al estudiar colisiones en el Tema 5, el ingrediente fundamental
que empleamos fue la conservaciéon del momento lineal en
ausencia de fuerzas externas que actuaran sobre el sistema
formado por los cuerpos en colisién

m En caso de tener colisiones en que algtin cuerpo no tenga libertad
para un movimiento de traslacién, es decir cuando haya puntos
fijos o ejes que tan solo permitan rotaciones, no se cumple la
ausencia de fuerzas externas durante la colisién y no podremos
emplear la conservacién del momento lineal

m Si esas fuerzas externas ejercen un momento de fuerzas nulo
sobre el sistema, podremos no obstante emplear la conservacién
del momento angular del sistema




Momento angular. Conservacion

Ejemplo: una barra homogénea de o
longitud ¢ y masa M, se encuentra - M
suspendida, en reposo, de un extremo Iy .
alrededor del cual puede girar libremente (Lk_,;
(ver figura). Una masa puntual m

impacta en la barra a una distancia x

del extremo con velocidad horizontal v,

quedando adherida a la barra.
m x

m Compara la energia cinética justo
después de la colision con la energia
cinética inicial del sistema.

N




Momento angular. Conservacion

Ejemplo: colisién barra
m No hay momentos de fuerzas externos con respecto a O =
acudimos a la conservacién del momento angular con respecto a O

= Momento angular inicial: la barra no contribuye (en reposo) la
masa m tiene velocidad 7 = vz y posicion de impacto —x7,

Lo = (—xj) x (mvi) = zmu k

m En la configuracién final, la barra y la masa puntual forman un
umco sohdo rigido que (i) tiene momento de inercia
I= 3 ® + ma? con respecto a eje L por O, y que (ii) justo
después de la colision se mueve con velocidad angular &; su
momento angular con respecto a O es

Loys=13

z IR _ 1 —»2_|Eoyf|2
m Energfa cinética final E. ; = 51|J]° = =5




Momento angular. Conservacion

Ejemplo: colisién barra

m Conservacion del momento angular Lo,y = Lo; =

Lo 1 (zmo 1 maz? 1 1
Eer = | ;jﬂ T o Me ( —|—r)nx2 :EmUQ ME 4 ma? :577“]21—1—3]\74n—f2
m Energia cinética inicial E,.; = %mv2 =
E. s 1
E.; - 1+ 3]:{52

(N.B. Choque ineldstico)




Momento angular. Conservacion

Ejemplo: una barra homogénea de longitud /¢
y masa M, se encuentra suspendida, en reposo,
de un punto a una distancia £/3 de un extremo
alrededor del cual puede girar libremente (ver
figura). Una masa puntual m impacta en Jy
el extremo inferior de la barra con velocidad (I}_,
horizontal v, quedando adherida a la barra.

m Compara la energia cinética justo después
de la colisién con la energia cinética inicial
del sistema.

m Tras la colisién, la barra gira: determina la
i 1S 5 m
velocidad angular justo después de la
colisién. ;Qué dngulo maximo alcanzard en
esa rotacién?

M

/3

<L




Momento angular. Conservacion

Ejemplo: colisién barra (2)
m Seguimos el mismo planteamiento que en el ejemplo anterior,

ahora el momento angular justo antes y justo después de la
colision es

. 9 2 .2 .
Lo = (—3€j> x (vi) = gmévk

m El momento de inercia del sélido rigido final con respecto a O es

6 9

1 A
barra (Steiner) EMEQ +M < > = _M/??

2
masa m (236) = gmfz

62




Momento angular. Conservacion

Ejemplo: colisién barra (2)

m La velocidad angular justo después de la colision es

(I)’:

m Energia cinética final

- 2
1 Lol? 2y 1 4
ch:7]|u—j|2: | O| _ 2(3 ) - Zm? m
' 2 21 2%(M+4m) 2 M + 4m
m Energia cinética inicial E.; = %mv2 =
Ec’f o 4m

E.;, M+4m

’

= choque inelastico




Momento angular. Conservacion

Ejemplo: colisién barra (2)
m Tras la colisién, no hay trabajo de fuerzas no conservativas sobre
el sistema = conservacién de la energia mecénica

m Inmediatamente después de la colisién, sistema en posicién
vertical con energfa cinética E. ¢

m Movimiento posterior, angulo de la barra con respecto a posicion
vertical hasta alcanzar un valor maximo (en el que tendra
velocidad nula), que podemos determinar a través de la
conservacion de la energia mecénica: la variacion de la energia
potencial entre la posicién vertical, dependiente del angulo,
correspondera a la variacion de la energia cinética, conocida.




Momento angular. Conservacion

Ejemplo: colisién barra (2)
m El centro de masas de la barra sube é(l — cos #), mientras el
extremo de la barra con la masa m sube 2%(1 —cosf); la
variacion de la energia potencial Uy — Uy—q es

14
Us — Up—o = Mghcat + mghy, = %(1 — cos§)(M + 4m)
con
14
hem = 8(1 — cos )
R = 2;(1 — cos )

m Con F, s = Uyp — Up—p obtenemos

Do




