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1. Problemas Propuestos

1.1. Eficiencia de deteccién de particulas D°

El objetivo de este problema es calcular la eficiencia de deteccién de mesones D en un experimento.
Para que un D? pueda ser detectado se han de cumplir tres condiciones:

= E1 D° ha de vivir el tiempo suficiente para que el vértice de desintegracion pueda ser reconstruido. El
experimento es tal que el suceso no se detectara si el DY se desintegra antes de 0.02 cm.

» EI D° se ha de desintegrar en el canal adecuado. El experimento esta disefiando para detectar el canal
de desintegracion D® — K*~rx™.

= Las particulas resultantes de la desintegracién han de penetrar en el volumen efectivo del detector.
Es decir, que para que el suceso pueda ser detectado tanto K*~ como 7+ deben de formar un angulo
mayor de 15° con el eje z.

Se supone que producimos mesones D° con un momento inicial de 5 GeV/c en la direccion del eje z. El
DY se desintegra isotropicamente en el sistema centro de masas.

Con todos estos datos y condiciones se ha realizado un script en ROOT para calcular mediante simu-
lacién por MonteCarlo la eficiencia del detector. Es necesario consultar algunos datos mas en el Review of
Particle Physics del PDG tales como masas de las particulas, vidas medias, constantes, etc... Se presentan
a continuacién los datos utilizados para resolver el problema:

mpo — (1864.5 + 0.5) MeV  ; Tpo = (411.7 & 2.7)-107 155 : ¢ Tpo = 123.4 pym
my«— = (891.66 & 0.26) MeV ; m + = (139.57018 + 0.00035) MeV ; ¢ = 299792458 m-s~!

Con estos datos y sabiendo que pS™ = 5 GeV-s~! el script calcula primero la energia del D, la energia

y momento de las particulas en las que se desintegra, es decir de K*~ y 7, todo en CM, y las variables 3
y v para calcular después el boost.

Las expresiones utilizadas para calcular todo esto son simplemente las que nos da la Teoria de la Rela-
tividad Restringida que tanto conocemos:

E?=m® +p* ; B=p/E ; y=E/m
y de una desintegraciéon a dos cuerpos en CM tenemos las expresiones 1y 2.

ECM_MQ_mS‘Fm% ECM_MQ_m%'i_m%
L= 20 R = 20

|p1| = |p2| = \/(MZ — (ml +m2)22)]\(4M2 - (m1 — m2)2)

Los resultados obtenidos son los siguientes:

PSY| = (5000 £ 1) MeV  ; EGM = (5336 £ 1) MeV
PAL| = (710.7 £ 1.2) MeV 3 ELM = (11402 + 0.8) MeV



pCM| = (710.7 £ 1.2) MeV ; EYM = (724.3 £+ 1.2) MeV
B = 0.93697 £ 0.00017 ;v = 2.8621 £ 0.0009

Los errores son calculados por propagacién cuadratica de errores. Como las expresiones utilizadas son
triviales no se expondran aqui. Si se necesitan se pueden consultar en el codigo fuente del script.

Antes de hacer el boost se evalua la primera condicién. Debido a que cuanto mas sucesos se simulen mejor,
y con tal de optimizar el c6digo para poder procesar un gran nimero de sucesos en un tiempo razonable, se
ha optado por ir excluyendo sucesos en cada una de las condiciones. Asi, primero, con todos los sucesos a
simular se escogen los que cumplen la primera condicién.

La primera condicién decia que los D° que se desintegren antes de 0.02 cm no podrin optar a ser
detectados. La longitud de desintegracién se puede calcular con la expresién 3. L se debe de calcular por
técnicas de MonteCarlo ya que 7 es una variable aleatoria con densidad de probabilidad exponencial.

ctE
L= BCT’)/ = 7 (3)

Para evaluar la longitud se generan ntumeros aleatorios que siguen la p.d.f. citada. Para generar dichos
numeros aleatorios se utiliza la expresion 5. Una sencilla justificacion es la siguiente:

F(z) = / flz)dz = / e Mdx = /\/ e Mdy = —e AT =1—e (4)
0 0 0

Entonces, tendremos que F(z) = 1 —e~** = ¢, donde f(x) es la funcién densidad de probabilidad, p.d.f.,
y & un namero aleatério uniforme entre 0 y 1. Con lo cual, se deduce cémo se puede generar dicho tipo de
variable aleatoria exponencial:

In(1-¢)
r=—— 5
. (%)
Una vez generada la L en cada suceso se evalua que sea mayor que 0.02 cm. Si es asi dicho suceso puede
seguir en juego, sino es excluido. La figura 1 muestra el histograma donde se representan los sucesos en
funcién de la longitud. Tenemos 10000000 de sucesos como sucesos de partida.

El 56.8 % de los sucesos pasan la primera condicién. Como se ve esta condicién es bastante estricta. Total
que nos quedan 5677617 sucesos para ser evaluados en las siguientes condiciones.

La segunda condicién nos dice que de todos los canales posibles de los que tiene D° s6lo nos interesara
D® — K* 7T Segin el Booklet del PDG se conoce que BR(D® — K*(892) nt) = (6,0 & 0,5) %. Bien,
pues para evaluar esta condicién lo que se hace es simular que el proceso corresponde 0 no a ese canal. Para
ello, se genera un nimero aleatorio de 0 a 1. Si el nimero es mayor que 0.06 se asume que estamos en otro
canal no interesante para nosotros. En cambio si el nimero aleatorio es menor o igual que 0.06 entonces se
considera que el suceso corresponde con el canal deseado y pasa la condicién. Asi pues, siguiendo con el caso
anterior, de 5677617 sucesos pasaron 340316. Esto hace que s6lo un 6 % de los que quedaban (o un 3.4 % del
total) sigan jugando. En la figura 2 pude verse un histograma que ilustra todo esto.

Llegados a este punto podemos darnos cuenta que en este tipo de experimentos se necesita un gran flujo
de particulas para tener una estadistica aceptable. De 10000000 sucesos nos hemos quedado con 340316 sin
mas que aplicar dos simples condiciones. Estas dos condiciones son normales en este tipo de experimentos.
Pero atn queda otra condicién que también es comin en casi todos los experimentos de altas energias, la
condicién geométrica.
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Figura 1: Distribucién de L. En verde pueden verse los sucesos que siguen jugando y en rojo los excluidos
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Figura 2: Distribucién de la Branching Ratio. En verde pueden verse los sucesos que siguen jugando y en
rojo los excluidos

Entonces, hay que evaluar la dltima condicién a los sucesos que quedan. Como hay que ver que los
angulos que formen las particulas secundarias sean mayores de 15° habra que hacer el boost correspondiente.
Ademas tienen que cumplirlo a la vez. Lo primero que tenemos que hacer es generar de forma uniformemente
aleatoria la desintegracién de D® en el sistema CM. Para ello, hay que generar los angulos § y ¢ de forma
aleatoria teniendo en consideracion lo aprendido en el curso. Sabemos que § € [0,7] y ¢ € [0,27] pero que lo
que se debera generar de forma aleatoriamente uniforme es ¢ y cos(#). Asi tenemos la siguiente justificacion:

i

NdQ = Ndr=1— N = - 6)
0 47



6 e0n] ; ¢e€[02n]

f(6,6) x A ; dQ =sin(d) dd dp ; £(6,¢)= N dQ = N sin(d) df d¢

De modo que nos queda la expresion 7 considerando 6 y ¢ independientes.

sin(0)dd d¢

160.6) = F0)f(9) = T

Con lo que podemos calcular las expresiones siguientes:

¢
F(9) i/o do=2 —¢ s ¢=ame

- 27 2w

F (o) :/05 sin(6)dd _ —cos(6) + 1 s cos(B) = 1— 2

2 2

(9)

Bien, pues con las sencillas expresiones finales 8 y 9 generamos los angulos para una de las particulas
secundarias. Para la otra tendremos que ¢ es el mismo, ya que la desintegracion a dos particulas (dos cuerpos,

en general) se realiza en un plano, y 6 es 8’ = 6 + 7 por salir back to back en CM.

Figura 3: Esquema de la desintegracion del DY en el sistema CM

Una vez generados los angulos en CM de las particulas secundarias ya se puede hacer el boost. Para hacer

es boost se emplean las expresiones de las transformaciones de Lorentz. Tenemos:



Elab v _76 0 0 ECM
pev L | o 1 00 pS™M
plab - 0 0 1 0 ng
pZa” -8 0 0 v pcM

Resumiendo, tenemos las expresiones:

Bt = o(ECM — gpM)

lab _ CM
pza _pm
lab _ CM
Py =Dg
?ab

Pt =y (M = BECM)

siendo pg las componentes del trimomento (siendo j=CM 6 lab y i=z, y 6 z).

Como tenemos los mdédulos de los momentos en CM podemos calcular las componentes sin més que
utilizando las proyecciones en funcién de los angulos 6 y ¢ de coordenadas esféricas (en el sistema CM).

cM _ CM
p:lj _p

sin(0)cos(9)
oM f)sin

= p“Msin(0)sin(¢)

Kl
PEM = 1M cos(6)

Figura 4: Esquema de la desintegracion del D° en el sistema laboratorio

Con esto ya tenemos casi todo lo necesario para evaluar la ultima condicién. Para llegar a hacerlo hay
que calcular el dngulo 6;,5. El dngulo ¢y, no hay que calcularlo ya que el plano transversal no es modificado
por el boost. Entonces tenemos que utilizar la proyeccién del momento en el sistema lab sobre el eje z para
poder calcular el 6;,;. La expresion 10 muestra como hacerlo.



e e’ _ y(pE™ — BETM)
O+ G+ e\ 4 MR + (M — GO

cos(B14p) = (10)

plab

Lo mismo hacemos para 6;,5" = 0145 + ™ que corresponde a la otra particula secundaria (recordar que en
CM salen back to back).

Con todo esto ya tenemos la posibilidad de evaluar la tltima condicién. En la figura 5 tenemos los
histogramas con las distribuciones angulares en los sistemas CM y laboratorio (después de hacer el boost).
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Figura 5: Tenemos las distribuciones angulares de ¢ vy ¢;,p que como se ha dicho no cambia por el boost.
Después tenemos la distribucion del cos(6) (rojo) y la del cos(8’) (azul) donde vemos unas distribuciones
aleatorias y uniformes (ya que como se dijo lo uniforme es el cos(d) y no 6). Después, esta 8 y §” en CM. Por
ultimo, los dos dltimos histogramas corresponden con las distribuciones angulares de ;44 v 0148’

Si nos fijamos en las distribuciones angulares de 6 en el sistema laboratorio, es decir, después de boostear
el sistema, podemos ver que el 7 esta muy picado hacia delante (en el histograma 6 = 6’ = 7 significa
que la particula sale en la misma direccién que D°. Sin embargo, puede pasar que en algunos sucesos salgan
particulas en sentido opuesto a D°). Esto se debe a que el 71 es la méas ligera (6 veces menos masiva que
K*7) de las dos secundarias. Respecto a K*~ podemos decir, que tiene un angulo limite y que dicho angulo
limite hace que todas estas particulas salgan hacia delante.

Bien, pues evaluando esta condicién geométrica, resulta que es también altamente restrictiva debido
sobretodo a que un gran nimero de 71 salen con un dngulo menor de 15°. Asi pues de los 340316 sucesos
que nos quedaban pasan la condicién 9530. Esto representa solo un 2.8 % de los que quedaban. Resumiendo
que so6lo un 0.0953 % han pasado las tres condiciones (se vera que esto es la eficiencia del detector). Como
se dijo anteriormente, aqui se puede observar claramente que el flujo requerido para tener mucha estadistica
debe de ser muy grande o por el contrario debemos de pasarnos mucho tiempo adquiriendo datos.



Ya se esta en condiciones de calcular la eficiencia del detector. Esta eficiencia se calcula facilmente a
partir de las 3 condiciones anteriores. Solo hay que calcular las probabilidades de que se de como buena

o
n_sucesosaceptados 1., eypresion es la siguiente para 10000000 sucesos:

dicha condicién, es decir, =5
’ > nOdesucesostotales

€ — Ntatales . PTObcandl . PTObcondZ . PTObcondS _ Nfinales

= = 0,000953 11
Ntotales Ntotales ( )
Ya que tenemos que:
Neond1 5677617
Prob.ong1 = = — Prob.ong1 = (56,776 = 0,016 12
FODcondl = s 10000000 robeonar = ( )% (12)
Neondo 340316
Prob 9 = con = — Prob 2 = (5,994 £+ 0,006 13
10%eond> Nquequedandespuesdel 5677617 "0%eond2 ( ’ ' )% ( )
Neon 9530
Probeopas = 3 — Probeonas = (2,800 % 0,006) % (14)

NquequedandespuesdeQ N 340316

Los errores se han calculado a partir del error de una distribucién binomial como se vié durante el curso.
Asi tenemos:

N;

X:W—m(X):% Ni(1 = =) (15)

Como se ve en la expresion 11 la eficiencia puede calcularse multiplicando las tres probabilidades inde-
pendientes anteriores o también se puede calcular mediante la siguiente expresion (en resumen, es lo mismo):

Nfinalesdespusdelascondiciones _ 9530 s = (9:53 + 0’10) . 10—4 (16)

‘= Ntotales B 10000000

Bien, entonces se puede ver lo pequena que es la eficiencia de deteccidén de este experimento. Este valor
tan pequeno era de espera ya que los sucesos que no logran cumplir las distintas condiciones son muchos. Y
esto contando s6lo con 3 restricciones. Normalmente se tienen més de tres y no tan sencillas.



1.2. Desintegraciéon nuclear a diferentes canales

El problema que se presenta aqui es la desintegracién de un nicleo a diferentes canales. El nicleo atémico
226 Ac, que tiene un periodo de semidesintegracion de Ty/2 =29 h, se desintegra mediante emisién 3 un 83 %
de las veces y mediante captura electronica un 17 %.

En la Tabla de Is6topos', se pueden ver los siguientes diagrama de desintegracion del 226 Ac, uno para la
captura electrénica y otro para la desintegracion 3. El 226 Ac sélo tiene 2 canales de desintegracion. Estos
diagramas son los siguientes:
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Figura 6: Canal de desintagracion § (canal A, en nuestro caso)
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Figura 7: Canal de Captura Electronica, EC (canal B, en nuestro caso)

Los primeros problemas que se plantean son los siguientes:

= Obtener las vidas medias parciales de cada canal de desintegracion 74 y 75.

= Simular la desintegracién del nucleo generando dos variables aleatorias t4 y tp de acuerdo con las
distribuciones de cada modo de desintegracion (distribuciones exponenciales). Después, obtener el
espectro de la variable t=min{t4,t5}.

= Mediante un ajuste, comprobar que dicho espectro corresponde a una distribucién exponencial de la
forma Le~t/7 donde 7 es la vida media del 220 Ac.

T
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= Contar las veces que se producen en el MonteCarlo cada modo de desintegracién y calcular los por-
centajes correspondientes y relacionarlos con los branching ratios de cada canal.

Todos estos problemas son estudiados y calculados por un pequefio script escrito en C++ (bajo el
framework ROOT). Dicho script tiene como variables de entrada:

| Variable | Tipo | Valor por defecto | Comentarios |
Tmedia float 29.00 T,/ del 2?6Ac
errorTmedia | float 0.01 El error es la ultima cifra significativa
BRO float 0.83 Branching ratio de 8
BR1 float 0.17 Branching ratio de EC
sucesos int 100000 Nuamero de sucesos para el MC

Bien, el célculo de las vidas medias parciales es muy simple conociendo los branching ratios y por supuesto,
la vida media, T /5, del padre. Asi por tanto, tendremos:

As
BR = — 1
R=> (17)

Donde A es la probabilidad de desintegracién. Entonces sin més que aplicar las expresiones conocidas
(ver exp. 18), podemos obtener la exp. 19:

In2

Ty s =7In2 = — 18
12 =7ln \ (18)
BRIn?2
X = 19
! Ty (19)
Los resultados del célculo son:
| Canal | A | 7 (h) |

A 0.01984 £ 0.00001 50.41 £ 0.02
B 0.004063 £ 0.000001 | 246.11 &= 0.08

Una vez obtenido esto, el script procede a realizar la simulacién MC de dos variables aleatorias. Estas
variables van a seguir una distribucién exponencial. Como se vio durante el curso, una variable aleatoria que
siga una distribucién exponencial se puede obtener facilmente con la ayuda de la funcién acumulativa, F(x):

F(z) = / flx)dx = / e dy = )\/ e Ndy = —eMT =1 e (20)
0 0 0

Entonces, tendremos que F(z) = 1 — e~ = ¢, donde f(x) es la funcién densidad de probabilidad, p.d.f.,
y & un namero aleatério uniforme entre 0 y 1. Con lo cual, se deduce cémo se puede generar dicho tipo de
variable aleatoria exponencial:

_In(1-9)

Asi pues, con esto calculamos las dos variables aleatorias. Los resultados para 100000 sucesos son los
siguientes:

11
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Figura 8: Distribuciones de las variables aleatorias para 100000 sucesos

Una vez generadas ambas variables aleatorias tenemos que aplicar la condicién t=min{t4,t5} y asi con-
struir la variable t. Dicha variable seguira tambien una distribucién exponencial que seré la que correspondera
con la curva de desintegracion del 22%Ac, ya que es precisamente la simulaciéon por MC de este proceso.

Si esto es verdad, se deberia de poder reproducir la vida media del 226Ac a partir de un ajuste de estos
datos. Pues bien, podemos comprobar en la siguiente figura cémo esto es cierto.

Eile Edit View Options Inspect Classes Help

\ Espectro de la variable t |

Resultados del ajuste a un funcion del tipo . e™!
J.=0.02403 + 0.00008

A1 4799+ 22

¥2: 149.46

N
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Figura 9: Espectro de la variable t junto con el ajuste realizado

Como se ve en los pardmetros del ajuste que hay en la fig. 9 obtenemos una A que sera la probabilidad
de desintegracion del 226Ac. Antes de exponer este Gltimo resultado el script calcula los branching ratios de
cada canal mediante un simple contador basado en la condicién t=min{t4,tg}. Se obtiene por este método:

Como se puede ver en estos resultados los branching ratios se reproducen muy bien. Esto es un indicador
claro de que todo va bien.

Por ultimo, se expondra una tabla con los resultados obtenidos de la estimaciéon MC de la vida media y
el periodo de semidesintegracion del 226 Ac.
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| Sucesos totales: 100000 |

| Canal | Sucesos selecionados | BR |
A 83161 0.83 £ 0.01
B 16839 0.17 + 0.01

| Estimacion MC para el 25Ac |

| Variable | Valor |
A 0.02403 + 0.00008
T (11.61 £ 0.13) h
T | (2884 £0.09) h

Valor oficial? 226 Ac
|

| Ty | (29.00£0.00)h |

Como se puede apreciar el valor estimado con s6lo 100000 sucesos es compatible con el resultado existente
en la Tabla de Is6topos. Esto nos demuestra la potencia de simulacién del método MonteCarlo.

A continuacion se muestra la pantalla de salida del script realizado para resolver este problema.

Eile Edit iew Options Inspect Classes Help

Distribucidn del canal A Distribucion del canal B

E Desintegracion nuclear a diferentes canales

Nucleo Ac™® con Ty =(29.00 £ 0.01) h
- Canal A (emisién (i) con un BR = 0.83
kg™ (0.01984 + 0.00001) h ; .= (50.41+ 0.02} h
- Canal B (EC) con un BR=0.17
Lge= (0.004063 + 0.000001) h ; tp.= (246.11+ 0.08) h

Informacién del MonteCarlo

Sucesos totales: 100000

Sucesos selecc. canal A: 83161 (BR =0.83+£0.01)
Sucesos selecc. canal B: 16839 (BR=0.17+0.01)
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Figura 10: Pantalla de salida del script desarrollado bajo ROOT

Por dltimo, se demostrara analiticamente que la variable aleatoria definida como t=min{t4,tp}, donde
t4 y tp son dos variables exponenciales distribuidas segtin A\;e~*4 y A\;e~*5 respectivamente, se distribuye
también exponencialmente como Ae*.
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Mediante conceptos simples de probabilidad y técnicas de composiciéon de variables aleatorias se puede
demostrar esto. Se tiene que:

P(min(ta,tp) > t) = [[ Plti > t) = (e M) (—e 22!) = —e- MR =1 F(1) (22)

considerando las P(t; > t) independientes y siendo:

Pt > t) = /toc Ft)dt = /too N Nitdt = —em it (23)

Entonces de la exp. 22 vemos que F'(t) = —e(MtA2)t v hodemos sacar la funcion densidad de probabilidad,
p-d.f., de manera trivial, sin més que derivar:

dF(t)  d(1 — e Matre)t
py= T M2 ey = (A B s a =4 (24)

Aqui, se puede ver que se obtiene A = A; + A2, que tiene un significado fisico correcto. La probabilidad de
desintegracion del padre es igual a la suma de las probabilidades de desintegracién parciales de cada canal.

So6lo queda pués sacar conclusiones. Como se ha podido ver, el cdlculo por métodos de MC permite
realizar simulaciones de procesos fisicos muy dispares.

En nuestro caso nos ha permitido simular la desintegracién de un elemento considerando sus dos posibles
canales, cada uno de los cuales con distinta probabilidad. Los resultados obtenidos son muy buenos con
relativamente pocos sucesos. El error relativo cometido es del 0.3 % con 100000 sucesos. Aumentando el
nimero de sucesos aumentariamos la precision ya que el error va como ﬁ (siendo N el nimero de sucesos).

Como sabemos, esto es propio del MC.

Tal y como esta estructurado el script puede aplicarse sobre otros elementos que tengan dos canales de
desintegracion tan s6lo sabiendo las variables de inicio que se dijeron anteriormente (Ty /5, error de Ty /s,
BR4, BRp y namero de sucesos para el MC).
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1.3. Cobdigo fuente

Los codigos fuente de los scripts (y de casi todos los demas ejercicios del curso) se encuentran disponibles
en Internet en la direccion hitp://ific.uv.es/ cescobar/DEA /calculo_numerico/. Los scripts se laman prob-
lema_ 1.cc y problema_ 2.cc para los ejercicios resueltos y explicados aqui.
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