
Métodos Numéri
os y Estadísti
os en Físi
a- Prá
ti
as Métodos de MonteCarlo -Carlos Es
obar Ibáñez*12 de mayo de 2004

*IFIC / Universidad de Valén
ia 1



Índi
e1. Problemas Propuestos 31.1. E�
ien
ia de dete

ión de partí
ulas D0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.2. Desintegra
ión nu
lear a diferentes 
anales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101.3. Código fuente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2



1. Problemas Propuestos1.1. E�
ien
ia de dete

ión de partí
ulas D0El objetivo de este problema es 
al
ular la e�
ien
ia de dete

ión de mesones D0 en un experimento.Para que un D0 pueda ser dete
tado se han de 
umplir tres 
ondi
iones:El D0 ha de vivir el tiempo su�
iente para que el vérti
e de desintegra
ión pueda ser re
onstruido. Elexperimento es tal que el su
eso no se dete
tará si el D0 se desintegra antes de 0.02 
m.El D0 se ha de desintegrar en el 
anal ade
uado. El experimento está diseñando para dete
tar el 
analde desintegra
ión D0 �! K���+.Las partí
ulas resultantes de la desintegra
ión han de penetrar en el volumen efe
tivo del dete
tor.Es de
ir, que para que el su
eso pueda ser dete
tado tanto K�� 
omo �+ deben de formar un ángulomayor de 15o 
on el eje z.Se supone que produ
imos mesones D0 
on un momento ini
ial de 5 GeV/
 en la dire

ión del eje z. ElD0 se desintegra isotrópi
amente en el sistema 
entro de masas.Con todos estos datos y 
ondi
iones se ha realizado un s
ript en ROOT para 
al
ular mediante simu-la
ión por MonteCarlo la e�
ien
ia del dete
tor. Es ne
esario 
onsultar algunos datos más en el Review ofParti
le Physi
s del PDG tales 
omo masas de las partí
ulas, vidas medias, 
onstantes, et
... Se presentana 
ontinua
ión los datos utilizados para resolver el problema:mD0 = (1864.5 � 0.5) MeV ; �D0 = (411.7 � 2.7)�10�15s ; 
 �D0 = 123.4 �mmK�� = (891.66 � 0.26) MeV ; m�+ = (139.57018 � 0.00035) MeV ; 
 = 299792458 m�s�1Con estos datos y sabiendo que pCMz = 5 GeV�s�1 el s
ript 
al
ula primero la energia del D0, la energíay momento de las partí
ulas en las que se desintegra, es de
ir de K�� y �+, todo en CM, y las variables �y 
 para 
al
ular después el boost.Las expresiones utilizadas para 
al
ular todo esto son simplemente las que nos da la Teoría de la Rela-tividad Restringida que tanto 
ono
emos:E2= m2 + p2 ; � = p/E ; 
 = E/my de una desintegra
ión a dos 
uerpos en CM tenemos las expresiones 1 y 2.ECM1 = M2 �m22 +m212M $ ECM2 = M2 �m21 +m222M (1)jp1j = jp2j =r (M2 � (m1 +m2)2)(M2 � (m1 �m2)2)2M (2)Los resultados obtenidos son los siguientes:jpCMD0 j = (5000 � 1) MeV ; ECMD0 = (5336 � 1) MeVjpCMK�� j = (710.7 � 1.2) MeV ; ECMK�� = (1140.2 � 0.8) MeV3



jpCM�+ j = (710.7 � 1.2) MeV ; ECM�+ = (724.3 � 1.2) MeV� = 0.93697 � 0.00017 ; 
 = 2.8621 � 0.0009Los errores son 
al
ulados por propaga
ión 
uadráti
a de errores. Como las expresiones utilizadas sontriviales no se expondrán aquí. Si se ne
esitan se pueden 
onsultar en el 
ódigo fuente del s
ript.Antes de ha
er el boost se evalua la primera 
ondi
ión. Debido a que 
uanto más su
esos se simulen mejor,y 
on tal de optimizar el 
ódigo para poder pro
esar un gran número de su
esos en un tiempo razonable, seha optado por ir ex
luyendo su
esos en 
ada una de las 
ondi
iones. Así, primero, 
on todos los su
esos asimular se es
ogen los que 
umplen la primera 
ondi
ión.La primera 
ondi
ión de
ía que los D0 que se desintegren antes de 0.02 
m no podrán optar a serdete
tados. La longitud de desintegra
ión se puede 
al
ular 
on la expresión 3. L se debe de 
al
ular porté
ni
as de MonteCarlo ya que � es una variable aleatoria 
on densidad de probabilidad exponen
ial.L = �
�
 = 
�Em (3)Para evaluar la longitud se generan números aleatorios que siguen la p.d.f. 
itada. Para generar di
hosnúmeros aleatorios se utiliza la expresión 5. Una sen
illa justi�
a
ión es la siguiente:F (x) = Z x0 f(x)dx = Z x0 �e��xdx = � Z x0 e��xdx = �e��xjx0 = 1� e��x (4)Enton
es, tendremos que F (x) = 1� e��x = �, donde f(x) es la fun
ión densidad de probabilidad, p.d.f.,y � un número aleatório uniforme entre 0 y 1. Con lo 
ual, se dedu
e 
ómo se puede generar di
ho tipo devariable aleatoria exponen
ial: x = ln(1� �)� (5)Una vez generada la L en 
ada su
eso se evalua que sea mayor que 0.02 
m. Si es así di
ho su
eso puedeseguir en juego, sino es ex
luido. La �gura 1 muestra el histograma donde se representan los su
esos enfun
ión de la longitud. Tenemos 10000000 de su
esos 
omo su
esos de partida.El 56.8% de los su
esos pasan la primera 
ondi
ión. Como se ve esta 
ondi
ión es bastante estri
ta. Totalque nos quedan 5677617 su
esos para ser evaluados en las siguientes 
ondi
iones.La segunda 
ondi
ión nos di
e que de todos los 
anales posibles de los que tiene D0 sólo nos interesaráD0 �! K���+. Según el Booklet del PDG se 
ono
e que BR(D0 �! K�(892)��+) = (6;0� 0;5)%. Bien,pues para evaluar esta 
ondi
ión lo que se ha
e es simular que el pro
eso 
orresponde o no a ese 
anal. Paraello, se genera un número aleatorio de 0 a 1. Si el número es mayor que 0.06 se asume que estamos en otro
anal no interesante para nosotros. En 
ambio si el número aleatorio es menor o igual que 0.06 enton
es se
onsidera que el su
eso 
orresponde 
on el 
anal deseado y pasa la 
ondi
ión. Así pues, siguiendo 
on el 
asoanterior, de 5677617 su
esos pasarón 340316. Esto ha
e que sólo un 6% de los que quedaban (o un 3.4% deltotal) sigan jugando. En la �gura 2 pude verse un histograma que ilustra todo esto.Llegados a este punto podemos darnos 
uenta que en este tipo de experimentos se ne
esita un gran �ujode partí
ulas para tener una estadísti
a a
eptable. De 10000000 su
esos nos hemos quedado 
on 340316 sinmás que apli
ar dos simples 
ondi
iones. Estas dos 
ondi
iones son normales en este tipo de experimentos.Pero aún queda otra 
ondi
ión que también es 
omún en 
asi todos los experimentos de altas energías, la
ondi
ión geométri
a. 4



Figura 1: Distribu
ión de L. En verde pueden verse los su
esos que siguen jugando y en rojo los ex
luidos

Figura 2: Distribu
ión de la Bran
hing Ratio. En verde pueden verse los su
esos que siguen jugando y enrojo los ex
luidosEnton
es, hay que evaluar la última 
ondi
ión a los su
esos que quedan. Como hay que ver que losángulos que formen las partí
ulas se
undarias sean mayores de 15o habrá que ha
er el boost 
orrespondiente.Además tienen que 
umplirlo a la vez. Lo primero que tenemos que ha
er es generar de forma uniformementealeatoria la desintegra
ión de D0 en el sistema CM. Para ello, hay que generar los ángulos � y � de formaaleatoria teniendo en 
onsidera
ión lo aprendido en el 
urso. Sabemos que � 2 [0,�℄ y � 2 [0,2�℄ pero que loque se deberá generar de forma aleatoriamente uniforme es � y 
os(�). Así tenemos la siguiente justi�
a
ión:Z 4�0 Nd
 = N4� = 1 �! N = 14� (6)5



� 2 [0,�℄ ; � 2 [0,2�℄f(�,�) / d
 ; d
 = sin(�) d� d� ; f(�,�)= N d
 = N sin(�) d� d�De modo que nos queda la expresion 7 
onsiderando � y � independientes.f(�; �) = f(�)f(�) = sin(�)d�2 d�2� (7)Con lo que podemos 
al
ular las expresiones siguientes:F (�) = 12� Z �0 d� = �2� = � �!�! � = 2�� (8)F (�) = Z �0 sin(�)d�2 = �
os(�) + 12 = � �!�! 
os(�) = 1� 2� (9)Bien, pues 
on las sen
illas expresiones �nales 8 y 9 generamos los ángulos para una de las partí
ulasse
undarias. Para la otra tendremos que � es el mismo, ya que la desintegra
ión a dos partí
ulas (dos 
uerpos,en general) se realiza en un plano, y � es �' = � + � por salir ba
k to ba
k en CM.

Figura 3: Esquema de la desintegra
ión del D0 en el sistema CMUna vez generados los ángulos en CM de las partí
ulas se
undarias ya se puede ha
er el boost. Para ha
eres boost se emplean las expresiones de las transforma
iones de Lorentz. Tenemos:
6



0BB� Elabplabxplabyplabz 1CCA = 0BB� 
 �
� 0 00 1 0 00 0 1 0�
� 0 0 
 1CCA0BB� ECMpCMxpCMypCMz 1CCAResumiendo, tenemos las expresiones:8>><>>: Elab = 
(ECM � �pCMz )plabx = pCMxplaby = pCMxplabz = 
(pCMz � �ECM )siendo pji las 
omponentes del trimomento (siendo j=CM ó lab y i=x, y ó z ).Como tenemos los módulos de los momentos en CM podemos 
al
ular las 
omponentes sin más queutilizando las proye

iones en fun
ión de los ángulos � y � de 
oordenadas esféri
as (en el sistema CM).8<: pCMx = pCMsin(�)
os(�)pCMy = pCMsin(�)sin(�)pCMx = pCM
os(�)

Figura 4: Esquema de la desintegra
ión del D0 en el sistema laboratorioCon esto ya tenemos 
asi todo lo ne
esario para evaluar la última 
ondi
ión. Para llegar a ha
erlo hayque 
al
ular el ángulo �lab. El ángulo �lab no hay que 
al
ularlo ya que el plano transversal no es modi�
adopor el boost. Enton
es tenemos que utilizar la proye

ión del momento en el sistema lab sobre el eje z parapoder 
al
ular el �lab. La expresion 10 muestra 
ómo ha
erlo.7




os(�lab) = plabzplab = plabzq(plabx )2 + (plaby )2 + (plabz )2 = 
(pCMz � �ECM )q(pCMx )2 + (pCMy )2 + (
(pCMz � �ECM ))2 (10)Lo mismo ha
emos para �lab' = �lab + � que 
orresponde a la otra partí
ula se
undaria (re
ordar que enCM salen ba
k to ba
k).Con todo esto ya tenemos la posibilidad de evaluar la última 
ondi
ión. En la �gura 5 tenemos loshistogramas 
on las distribu
iones angulares en los sistemas CM y laboratorio (después de ha
er el boost).

Figura 5: Tenemos las distribu
iones angulares de � y �lab que 
omo se ha di
ho no 
ambia por el boost.Después tenemos la distribu
ión del 
os(�) (rojo) y la del 
os(�') (azul) donde vemos unas distribu
ionesaleatorias y uniformes (ya que 
omo se dijo lo uniforme es el 
os(�) y no �). Después, está � y �' en CM. Porúltimo, los dos últimos histogramas 
orresponden 
on las distribu
iones angulares de �lab y �lab'Si nos �jamos en las distribu
iones angulares de � en el sistema laboratorio, es de
ir, después de boostearel sistema, podemos ver que el �+ esta muy pi
ado ha
ia delante (en el histograma � = �' = � signi�
aque la partí
ula sale en la misma dire

ión que D0. Sin embargo, puede pasar que en algunos su
esos salganpartí
ulas en sentido opuesto a D0). Esto se debe a que el �+ es la más ligera (6 ve
es menos masiva queK*�) de las dos se
undarias. Respe
to a K*� podemos de
ir, que tiene un ángulo límite y que di
ho ángulolímite ha
e que todas estas partí
ulas salgan ha
ia delante.Bien, pues evaluando esta 
ondi
ión geométri
a, resulta que es también altamente restri
tiva debidosobretodo a que un gran número de �+ salen 
on un ángulo menor de 15o. Así pues de los 340316 su
esosque nos quedaban pasan la 
ondi
ión 9530. Esto representa solo un 2.8% de los que quedaban. Resumiendoque sólo un 0.0953% han pasado las tres 
ondi
iones (se verá que esto es la e�
ien
ia del dete
tor). Comose dijo anteriormente, aquí se puede observar 
laramente que el �ujo requerido para tener mu
ha estadísti
adebe de ser muy grande o por el 
ontrario debemos de pasarnos mu
ho tiempo adquiriendo datos.8



Ya se esta en 
ondi
iones de 
al
ular la e�
ien
ia del dete
tor. Esta e�
ien
ia se 
al
ula fá
ilmente apartir de las 3 
ondi
iones anteriores. Sólo hay que 
al
ular las probabilidades de que se de 
omo buenadi
ha 
ondi
ión, es de
ir, nosu
esosa
eptadosnodesu
esostotales . La expresión es la siguiente para 10000000 su
esos:� = Ntotales � Prob
ond1 � Prob
ond2 � Prob
ond3Ntotales = NfinalesNtotales = 0;000953 (11)Ya que tenemos que:Prob
ond1 = N
ond1Ntotales = 567761710000000 �! Prob
ond1 = (56;776� 0;016)% (12)Prob
ond2 = N
ond2Nquequedandespuesde1 = 3403165677617 �! Prob
ond2 = (5;994� 0;006)% (13)Prob
ond3 = N
ond3Nquequedandespuesde2 = 9530340316 �! Prob
ond3 = (2;800� 0;006)% (14)Los errores se han 
al
ulado a partir del error de una distribu
ión binomial 
omo se vió durante el 
urso.Así tenemos: X = NiN �! �(X) = 1NrNi(1� NiN ) (15)Como se ve en la expresión 11 la e�
ien
ia puede 
al
ularse multipli
ando las tres probabilidades inde-pendientes anteriores o también se puede 
al
ular mediante la siguiente expresión (en resumen, es lo mismo):� = Nfinalesdespusdelas
ondi
ionesNtotales = 953010000000 �!�! � = (9;53� 0;10) � 10�4 (16)Bien, enton
es se puede ver lo pequeña que es la e�
ien
ia de dete

ión de este experimento. Este valortan pequeño era de espera ya que los su
esos que no logran 
umplir las distintas 
ondi
iones son mu
hos. Yesto 
ontando sólo 
on 3 restri

iones. Normalmente se tienen más de tres y no tan sen
illas.
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1.2. Desintegra
ión nu
lear a diferentes 
analesEl problema que se presenta aqui es la desintegra
ión de un nú
leo a diferentes 
anales. El nú
leo atómi
o226A
, que tiene un periodo de semidesintegra
ión de T1=2 =29 h, se desintegra mediante emisión � un 83%de las ve
es y mediante 
aptura ele
tróni
a un 17%.En la Tabla de Isótopos1, se pueden ver los siguientes diagrama de desintegra
ión del 226A
, uno para la
aptura ele
tróni
a y otro para la desintegra
ión �. El 226A
 sólo tiene 2 
anales de desintegra
ión. Estosdiagramas son los siguientes:

Figura 6: Canal de desintagra
ión � (
anal A, en nuestro 
aso)

Figura 7: Canal de Captura Ele
tróni
a, EC (
anal B, en nuestro 
aso)Los primeros problemas que se plantean son los siguientes:Obtener las vidas medias par
iales de 
ada 
anal de desintegra
ión �A y �B .Simular la desintegra
ión del nú
leo generando dos variables aleatorias tA y tB de a
uerdo 
on lasdistribu
iones de 
ada modo de desintegra
ión (distribu
iones exponen
iales). Después, obtener elespe
tro de la variable t=min{tA,tB}.Mediante un ajuste, 
omprobar que di
ho espe
tro 
orresponde a una distribu
ión exponen
ial de laforma 1� e�t=� donde � es la vida media del 226A
.1TOI 8th edition - CD version 10



Contar las ve
es que se produ
en en el MonteCarlo 
ada modo de desintegra
ión y 
al
ular los por-
entajes 
orrespondientes y rela
ionarlos 
on los bran
hing ratios de 
ada 
anal.Todos estos problemas son estudiados y 
al
ulados por un pequeño s
ript es
rito en C++ (bajo elframework ROOT ). Di
ho s
ript tiene 
omo variables de entrada:Variable Tipo Valor por defe
to ComentariosTmedia �oat 29.00 T1=2 del 226A
errorTmedia �oat 0.01 El error es la última 
ifra signi�
ativaBR0 �oat 0.83 Bran
hing ratio de �BR1 �oat 0.17 Bran
hing ratio de ECsu
esos int 100000 Número de su
esos para el MCBien, el 
ál
ulo de las vidas medias par
iales es muy simple 
ono
iendo los bran
hing ratios y por supuesto,la vida media, T1=2, del padre. Así por tanto, tendremos:BR = �i� (17)Donde � es la probabilidad de desintegra
ión. Enton
es sin más que apli
ar las expresiones 
ono
idas(ver exp. 18), podemos obtener la exp. 19: T1=2 = � ln 2 = ln 2� (18)�i = BR ln 2T1=2 (19)Los resultados del 
ál
ulo son:Canal � � (h)A 0.01984 � 0.00001 50.41 � 0.02B 0.004063 � 0.000001 246.11 � 0.08Una vez obtenido esto, el s
ript pro
ede a realizar la simula
ión MC de dos variables aleatorias. Estasvariables van a seguir una distribu
ión exponen
ial. Como se vio durante el 
urso, una variable aleatoria quesiga una distribu
ión exponen
ial se puede obtener fá
ilmente 
on la ayuda de la fun
ión a
umulativa, F(x):F (x) = Z x0 f(x)dx = Z x0 �e��xdx = � Z x0 e��xdx = �e��xjx0 = 1� e��x (20)Enton
es, tendremos que F (x) = 1� e��x = �, donde f(x) es la fun
ión densidad de probabilidad, p.d.f.,y � un número aleatório uniforme entre 0 y 1. Con lo 
ual, se dedu
e 
ómo se puede generar di
ho tipo devariable aleatoria exponen
ial: x = ln(1� �)� (21)Así pues, 
on esto 
al
ulamos las dos variables aleatorias. Los resultados para 100000 su
esos son lossiguientes: 11



Figura 8: Distribu
iones de las variables aleatorias para 100000 su
esosUna vez generadas ambas variables aleatorias tenemos que apli
ar la 
ondi
ión t=min{tA,tB} y así 
on-struir la variable t. Di
ha variable seguirá tambien una distribu
ión exponen
ial que será la que 
orresponderá
on la 
urva de desintegra
ión del 226A
, ya que es pre
isamente la simula
ión por MC de este pro
eso.Si esto es verdad, se debería de poder reprodu
ir la vida media del 226A
 a partir de un ajuste de estosdatos. Pues bien, podemos 
omprobar en la siguiente �gura 
ómo esto es 
ierto.

Figura 9: Espe
tro de la variable t junto 
on el ajuste realizadoComo se ve en los parámetros del ajuste que hay en la �g. 9 obtenemos una � que será la probabilidadde desintegra
ión del 226A
. Antes de exponer este último resultado el s
ript 
al
ula los bran
hing ratios de
ada 
anal mediante un simple 
ontador basado en la 
ondi
ión t=min{tA,tB}. Se obtiene por este método:Como se puede ver en estos resultados los bran
hing ratios se reprodu
en muy bien. Esto es un indi
ador
laro de que todo va bien.Por último, se expondrá una tabla 
on los resultados obtenidos de la estima
ión MC de la vida media yel periodo de semidesintegra
ión del 226A
. 12



Su
esos totales: 100000Canal Su
esos sele
ionados BRA 83161 0.83 � 0.01B 16839 0.17 � 0.01Estima
ión MC para el 226A
Variable Valor� 0.02403 � 0.00008� (41.61 � 0.13) hT1=2 (28.84 � 0.09) hValor o�
ial2 226A
T1=2 (29.00 � 0.01) hComo se puede apre
iar el valor estimado 
on sólo 100000 su
esos es 
ompatible 
on el resultado existenteen la Tabla de Isótopos. Esto nos demuestra la poten
ia de simula
ión del método MonteCarlo.A 
ontinua
ión se muestra la pantalla de salida del s
ript realizado para resolver este problema.

Figura 10: Pantalla de salida del s
ript desarrollado bajo ROOTPor último, se demostrará analíti
amente que la variable aleatoria de�nida 
omo t=min{tA,tB}, dondetA y tB son dos variables exponen
iales distribuidas según �1e��tA y �1e��tB respe
tivamente, se distribuyetambién exponen
ialmente 
omo �e�t. 13



Mediante 
on
eptos simples de probabilidad y té
ni
as de 
omposi
ión de variables aleatorias se puededemostrar esto. Se tiene que:P (min(tA; tB) � t) = 2Yi=1P (ti � t) = (�e��1t)(�e��2t) = �e�(�1+�2)t = 1� F (t) (22)
onsiderando las P (ti � t) independientes y siendo:P (ti � t) = Z 1t f(t)dt = Z 1t �ie��itdt = �e��it (23)Enton
es de la exp. 22 vemos que F (t) = �e(�1+�2)t y podemos sa
ar la fun
ión densidad de probabilidad,p.d.f., de manera trivial, sin más que derivar:f(t) = dF (t)dt = d(1� e�(�1+�2)t)dt �! f(t) = (�1 + �2)e�(�1+�2)t �! � = �1 + �2 (24)Aquí, se puede ver que se obtiene � = �1+�2, que tiene un signi�
ado físi
o 
orre
to. La probabilidad dedesintegra
ión del padre es igual a la suma de las probabilidades de desintegra
ión par
iales de 
ada 
anal.Sólo queda pués sa
ar 
on
lusiones. Como se ha podido ver, el 
ál
ulo por métodos de MC permiterealizar simula
iones de pro
esos físi
os muy dispares.En nuestro 
aso nos ha permitido simular la desintegra
ión de un elemento 
onsiderando sus dos posibles
anales, 
ada uno de los 
uales 
on distinta probabilidad. Los resultados obtenidos son muy buenos 
onrelativamente po
os su
esos. El error relativo 
ometido es del 0.3% 
on 100000 su
esos. Aumentando elnúmero de su
esos aumentaríamos la pre
isión ya que el error va 
omo 1pN (siendo N el número de su
esos).Como sabemos, esto es propio del MC.Tal y 
omo esta estru
turado el s
ript puede apli
arse sobre otros elementos que tengan dos 
anales dedesintegra
ión tan sólo sabiendo las variables de ini
io que se dijeron anteriormente (T1=2, error de T1=2,BRA, BRB y número de su
esos para el MC).
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1.3. Código fuenteLos 
ódigos fuente de los s
ripts (y de 
asi todos los demás ejer
i
ios del 
urso) se en
uentran disponiblesen Internet en la dire

ión http://i�
.uv.es/�
es
obar/DEA/
al
ulo_numeri
o/. Los s
ripts se laman prob-lema_1.

 y problema_2.

 para los ejer
i
ios resueltos y expli
ados aquí.
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