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Capitulo 1

Sucesiones y series

1.1. El niimero real

1.1.1. Algunas nociones intuitivas

Tenemos experiencia directa con varias clases de nimeros. A grandes
rasgos, sabemos que los nimeros se pueden sumar y multiplicar y que hay
una relacion de orden entre ellos.

Conocemos bien los nimeros naturales (N). Consideremos la siguiente
ecuacion para un nimero x:

a-x =D, a,beN

donde a y b son nimeros naturales arbitrarios. Notese que si b no es un
miultiplo de a, entonces  no puede ser un niimero natural. Decimos que x es
un nidmero racional positivo (Q) y lo representamos como

r = —.
a

Los ntumeros racionales también se pueden sumar y multiplicar; en breve
veremos cudles son sus propiedades.
Conocemos también los nimeros negativos. Consideremos la siguiente
ecuacion para z
T+ 2z =y, z,y € QY. (1.1)

Si x > y esta ecuacion no tiene solucion en Q. Decimos entonces que las
soluciones son nimeros racionales negativos. Los nimeros racionales, posi-
tivos y negativos, junto con el cero, se denotan por Q.



Si x e y son naturales y genéricos, entonces las soluciones a la ecuacion
(1.1) constitutuyen los nimeros enteros, denotados por Z.
Pero ésta no es toda la historia. Consideremos, por ejemplo, la ecuacién

r? =2 (1.2)

. Tiene esta ecuacion una solucion para x € Q7 Veamos una demostracion de
que esto no es posible.

Proposicién 1.1.1 V2 no es racional

Demostracion. Por reduccion al absurdo. Supongamos que x es racional, esto
es,
a
z= 7, a,beN. (1.3)
Podemos suponer que uno de los dos ntmeros, a o b es impar, ya que si
ambos fueran pares podriamos simplificar la fraccién. Teniendo en cuenta las
ecuaciones (1.2) y (1.3) tenemos que

CL2

TR

que implica que a® es par. Ahora, esto implica a su vez que a es par ya que,
si a fuese impar

2 & a? =20,

a=2n+1 = a®=4n’>+4n+1,

y claramente a? tendria que ser también impar.
Por hipoétesis, pues, b debe ser impar. Pero si a = 2m, entonces

a’> =4m? =20 = b = 2m?

b? es par y en consecuencia b es también par, en contra de la hipotesis.
Concluimos que x no puede ser racional. [ |

Vemos pues que hay nimeros que no son racionales, y por tanto los lla-
mamos numeros irracionales. Los nimeros racionales y los irracionales for-
man el conjunto de niameros reales (R) que definiremos rigurosamente en la
préxima subseccion.

Geométricamente, los nimeros reales pueden representarse como puntos
de una recta, donde se ha elegido un punto que representa el 0 y otro, a su
derecha, que representa el uno. Entonces hay una relaciéon biunivoca entre
los niimeros reales y los puntos de al recta.
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Nota 1.1.2

Una ecuacion del tipo
2

T =a, a <0,

no tiene solucion entre los reales. Sus soluciones forman el conjunto de los
numeros imaginarios. Nimeros reales y nimeros imaginarios son subconjun-
tos de los numeros complejos (C), donde cada ecuacion algebraica tiene el
méximo nimero de soluciones (igual al grado de la ecuacion, contando las
multiplicidades). Se dice que el conjunto de los nimeros complejos es alge-
braicamente cerrado, a diferencia de R, que claramente no lo es.

En este curso nos limitaremos a estudiar los ntimeros reales. |

1.1.2. Axiomas de definicién de los niimeros reales

Definicién 1.1.3 Un cuerpo es un conjunto F con dos operaciones, la adi-
cion (o suma) y la multiplicacion. La suma de dos elementos x,y € F es
otro elemento denotado por x +y, y la multiplicacion es otro elemento deno-
tado por x -y. Estas operaciones tienen las siguientes propiedades: para todo
x,y,z € F tenemos

a. Propiedad conmutativa,

r+y=y-+ux, r-y=19y-x.
b. Propiedad asociativa,
r+tz) =@ty +z r-(y-2)=(ry- =z
c. Propiedad distributiva,
z(y+z2)=z-y+x-z

d. Existencia de elementos neutros:
Ezxiste un elemento denotado por 0 tal que v +0 =2 Vr e F.
Eziste un elemento denotado por 1 tal que x-1 =2 Vr e F.
e. Ezistencia de negativos (o inverso de la suma). Para cada x € F existe
y € F tal que
r+y=y+x=0.

Denotaremos y = —x



[. Existencia del reciproco (o inverso de la multiplicacion). Para cada x € F,
x # 0 existe y € F tal que

Lo denotaremos como y = 1/x. |

@ es un cuerpo, pero Z no lo es, ya que la propiedad f. no se satisface.

Como axioma, asumimos que R es un cuerpo. Esto implica que podemos
usar todas las reglas del dlgebra a las que estamos acostumbrados. Veamos
como se demuestra alguna de ellas (que nos parecera natural) a partir de las
propiedades a-f.

Proposicién 1.1.4 Ley de simplificacion para la suma: St a +b = a + ¢
entonces b = c.

Demostracion. La propiedad e. asegura que existe el negativo de a, denotado
—a. Por las propiedades asociativa y conmutiva (a. y b.) tenemos que

atb+(—a)=b=a+c+(-a) = b=c

|

Otras reglas que usamos habitualmente pueden ser demostradas a partir

de las mismas propiedades. En la parte 3 de [1| podéis encontrar mas ejemplos
de este tipo de demostraciones.

Definiciéon 1.1.5 Aziomas de orden en R. Asumimos que existe un cier-
to subconjunto RT C R, que llamaremos el conjunto de los nimeros reales
positivos, que satisface las siquientes propiedades:

a. Si x,y € R entonces v +vy, x-y € RT.

b. Para todo x € R, x # 0, 0 bien x € Rt 0 bien —x € RT, pero no ambos.
c. 0 ¢ R. |

Se llaman axiomas de orden porque nos permiten definir una ordenacién en
R. Podemos decir que un ntmero real x es mayor que otro ntmero real y
si x —y € RT. También diremos, en este caso, que y es menor que x. Lo
denotaremos como

x>y, obien y<uz.



En particular, x € RT < >0 < —x <0 (ndtese que si —x = 0 entonces
x=0¢ R, en contra de la hipotesis).

La relacion de orden cumple la propiedad transitiva (ejercicio: demostrar-
lo!), pero no las propiedades simétrica o la reflexiva, y por tanto no es una
relacion de equivalencia.

Notese que tanto Z como QQ son también conjuntos ordenados. Los axio-
mas de orden permiten representar a los niimeros geométricamente sobre una
recta.

Como antes, las reglas que usamos habitualmente para desigualdades
pueden demostrarse a partir de estos axiomas. Tomamos un ejemplo:

Proposicién 1.1.6 Siz <y, 2 <0, entonces -z >y - 2.

Demostracion Tenemos que y — x € RT y que —z € R por la propiedad
b. entonces, por la propiedad a., —(y —z) -2 = —(y - 2 — x - z) > 0 luego
x-z—1y-z>0 que implica trivialmente x - z > y - 2. [

De nuevo podéis encontrar otras demostraciones parecidas en la parte 3
de [1].

Hasta ahora los axiomas que hemos asumido para R son satisfechos por
otros conjuntos de ntmeros. Hay un ultimo axioma que distingue a los
nimeros reales, ya que implica la existencia de los nimeros irracionales. Es
el axioma del extremo superior o axioma de completitud. Es importante en-
tender este axioma ya que quizd no tenemos la misma experiencia cotidiana
de él que de los otros. Serd sin embargo fundamental en la definiciones y
demostraciones que haremos a lo largo del curso y habremos de tenerlo bien
presente.

Necesitamos primero algunas definiciones féciles.

Sea S C R, § # @. Si existe un ntimero y tal que

r <y Vres,

(el simbolo“<"significa menor o igual) decimos que y es una cota superior de
Sy que S estd acotado superiormente.

Si y es una cota superior de S e y € S, entonces decimos que y es el
elemento mdzimo de S,

y = max S.

Un elemento maximo de un conjunto es tinico, mientra que cotas superiores
puede haber muchas (ejercicio: demostrarlo!). También como ejercicio, dar
ejemplos de conjuntos acotados, no acotados, con o sin elementos maximos.
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Definicién 1.1.7 Un ndmero y es el extremo superior de un conjunto S no
vacio sty es una cola superior y ningun numero menor que y es una cola
SUperior. |

Notese que un extremo superior del conjunto acotado S puede, o no, pertenecer
S. Si pertenece al conjunto, entonces coincide con el maximo.
El extremo superior o supremo es tnico (ejercicio: demostrarlo!) y lo de-
notaremos como
y = supS.

Ejemplo 1.1.8

Consideremos el conjunto de todos los ntmeros racionales x < a, a € Q.
Entonces a es el maximo y el extremo superior. Si consideramos en vez el
conjunto de todos los niimeros racionales tales que x < a, entonces a sigue
siendo el extremo superior. Esto es asi porque, supongamos que b € @), b < a
es una cota superior. Entre dos niimeros racionales siempre existe otro b/,
b < b < a, pero b pertenece al conjunto y por tanto b no puede ser un
extremo superior. Concluimos que a es el extremo superior, aunque no el
maximo, ya que a no pertenece al conjunto. |

Definicién 1.1.9 Azioma del extremo superior (o de completitud) Todo con-
jJunto no wvacio del los niumeros reales acotado superiormente, posee un ex-
tremo superior. [ |

Cuando estudiemos sucesiones veremos que hay sucesiones de niimeros racionales
(que son subconjuntos de Q), acotadas superiormente pero que no tienen ex-
tremo superior dentro de los racionales. El axioma de completitud, por tanto,
implica la existencia de los ntimeros irracionales que son definidos como los
extremos superiores de estos conjuntos.

1.1.3. Tema avanzado: El principio de induccién

Al alumno que quiera saber un poco més se le aconseja estudiar un
propiedad muy tutil de los niimeros naturales. Es lo que se llama el prin-
cipio de induccion matemdtica. Quiza estéis ya familiarizados con él pero
aqui tenéis la oportunidad de estudiarlo con mayor rigor. Podéis encontrarlo
en cualquier libro de célculo elemental, en particular en [1, 3].



1.1.4. Ejercicios a la seccién 1.1

1. Sea F un cuerpo arbitrario. Demostrar:
a. Dados =,y € F existe un tnico z € F tal que z + z = y.
b. Dados z,y,z € F, z # 0 tales que - z = y - z, entonces xr = y.

2. Sea F un cuerpo arbitrario que ademas satisface los axiomas de orden de
la definicién 1.1.5. Demostrar:
a. Dados =,y € F, se verifica una y s6lo una de las siguientes relaciones:

T <y, y<uwz, T =Y.
b. Dados z,y,z € F,six <y e y < z entonces x < 2.

3. Escribir todos los ntimeros reales x para los que:
a.4d—z<3 -2z

b.5— 2% <8.
c. (z—1)(z—3)>0.
di+-L>0

4. Si x,y,z € R son tales que 0 < a < b, demostrar que

a<x/@<aT+b<b.

(Sugerencia: elevar al cuadrado las desigualdades y luego usar el hecho de
que (a — b)? > 0.)

5. El valor absoluto de un ntmero real estd definido como

zifz >0
|x!={

—xifxz <0
Encontrar los nimeros para los que se cumple
a. |lxr — 3| =8.
b. |z — 3| < 8.

c.le—1]+|z—2| > 1.
d. |z —1] |z —2|=3.

6. Demostrar
a. |z +y| < |z| + |y| (desigualdad triangular).
b. |z —y| < |z] + Jyl.
c. |z| =yl < |z —yl.



1.2. Topologia de la recta real

Vamos a definir una topologia sobre los ntimeros reales.

Definiciéon 1.2.1 Un intervalo abierto es cualquier subconjunto de R de la

forma
I={zeR/a<xz<b} a,beR, a<b.

Lo representaremos como |a, b[ o bien (a,b).

Definicién 1.2.2 Un subconjunto U C R es un abierto si:

a. U=, o bien

b. todo punto p € U estda en un intervalo abierto, p € I, que a su vez estd
contentdo en U, es decir, 1, C U. [ |

Esta claro que cualquier intervalo abierto es un conjunto abierto, y que la
union de intervalos abiertos es también un conjunto abierto.

Ejemplo 1.2.3

El conjunto
V={zxeR/0<z<1}=]0,1]

no es un conjunto abierto, ya que no existe intervalo abierto contenido en V'
que contenga a 1. [

Ejemplo 1.2.4

R es un conjunto abierto. & es abierto por definicion [

No es dificil probar que dado un nimero finito de conjuntos abiertos, su
interseccion es también un conjunto abierto. La unién de conjuntos abiertos
es un conjunto abierto, atin cuando el nimero de éstos sea infinito.

Se dice que el conjunto de intervalos abiertos forman una base de la
topologia de R porque cubren todo R y cualquier abierto se puede expre-
sar como la unién de intervalos.

Sea S C R un subconjunto de R. Se define el conjunto complementario o
complemento de S como

R-S={zeR/z¢S}
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Definicion 1.2.5 Un subconjunto V- C R es un subconjunto cerrado si es el
complementario de un subconjunto abierto. |

Hay conjuntos que nos son ni abiertos ni cerrados. Véase el ejemplo 1.2.3.
Por otra parte, algunos conjuntos son abiertos y cerrados al la vez. Esto
ocurre con R y &, que son complementarios uno de otro.

La interseccion de un ntmero arbitrario de conjuntos cerrados es cerra-
da (atin cuando esta interseccion sea infinita), mientras que s6lo podemos
asegurar la unioén finita de conjuntos cerrados es cerrada.

Ejemplo 1.2.6

Counsideremos los intervalos cerrados

1 1
Tp=[-a+—,a——], n € N, quada > 1.
n n
Tenemos un nimero infinito de ellos. La unién de todos estos intervalos es

| — a,al, que no es un conjunto cerrado. [ |

Definiciéon 1.2.7 Sea S C R yp € R. Decimos que p es un punto de acumu-
lacion de S si cualquier intervalo abierto que contiene a p, contiene también
algin otro punto de S distinto de p. [

Ejemplo 1.2.8

a. Todos los puntos del conjunto [0, 1] son puntos de acumulacion.

b. Todos los puntos del conjunto |0, 1[ son puntos de acumulacion. Es maés,
los puntos 1 y 0 son también puntos de acumulacion del intervalo abierto,
aunque no pertenezcan a dicho intervalo.

c. En el conjunto [0, 1] U 3, el punto 3 no es un punto de acumulaciéon. W

Esta claro que un intervalo es cerrado si contiene a todos sus puntos de
acumulacion. El conjunto de todos los puntos de acumulacién de un intervalo
(sea éste abierto o cerrado) es la clausura del intervalo, y es obviamente
cerrado. La clausura de T se denota por Z. En forma més general, la clausura
de un conjunto S, denotada por S es la unién de S con todos sus puntos de
acumulacion.

Un punto puede pertenecer a la clausura de un intervalo y a la de su
complementario. Dado el intervalo Z =0, 1], su clausura es Z = [0,1], y los
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puntos 0 y 1 pertenecen tanto a Z como a la clausura del complementario
R — 7 =]—00,0]U[1, +0o0[. Los puntos del intervalo |0, 1] son puntos interiores
de 7, mientras que los puntos 0 y 1 estan en la frontera de T

Nota 1.2.9

Notad que el conjunto | — oo, 0] U [1,4+00[ es cerrado. |
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1.2.1. Ejercicios a la secciéon 1.2

1. Decid si los siguientes conjuntos son abiertos o cerrados en R. Calculad su
clausura.

a. |0,2[—{1}.
b. | — o0, +o0.
c. ]0,2].

d. {1}.

e. N.

2. Considérese la siguiente colecciéon infinita de intervalos:

In :]_E,‘i‘ﬁ[, n € N.

a. jSon los intervalos Z,, abiertos o cerrados?
b. Calculad la unién US° ,7Z,,. ;(Es un conjunto abierto o cerrado?
c. Calculad la interseccion N2 ,7,,. ;Es un conjunto abierto o cerrado?
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1.3. Sucesiones y limites
Definiciéon 1.3.1 Una sucesion de niimeros reales es una funcion
s:N—R.
|

En otras palabras, una sucesion es una secuencia ordenada de nimeros reales.
Nosotros nos ocuparemos de sucesiones cuyo dominio es todo N. Son suce-
siones infinitas, y denotaremos el término enésimo como

s(n) = s,.

El conjunto de todos los términos se denota como {s,, n € N}, o abreviada-
mente, {s,}.

Ejemplo 1.3.2 Algunas sucesiones

a. s, = 2n es la sucesion de todos los niimeros pares.
b. s, = 1 es la sucesion constante de valor 1.
c. s, = (—1)", cuyos términos son

—1,+1, =1, 41, —1,+1,...

d. s, = 1/n es una sucesion tal que 0 < s, < 1.
[ |

En el altimo ejemplo, el conjunto {s,} esta acotado superior e inferior-
mente. 1 es su maximo y extremo superior, mientras que 0 es s6lo su extremo
inferior, ya que no existe nigin nimero natural para el cual 1/n = 0, pero
podemos acercarnos a 0 tanto como queramos: basta tomar un nimero n
suficientemente grande. A continuacion veremos como formalizar este con-
cepto.

Definicién 1.3.3 Se dice que una sucesion s, tiene limite L si para cada
nidmero real € > 0 existe un nimero natural N (que dependerd de €) tal que

|sn — L| <€ para todo n > N.
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Se dice entonces que la sucesion es convergente y converge al limite L. Es-
cribiremos

lim s, = L.

n—oo
Ejemplo 1.3.4 Algunos limites

a. La sucesién s, = 2n no tiene limite. Por reduccion al absurdo: supongamos
que L fuese el limite. Entonces, para cada € > 0 existiria un N tal que

|2n — L| < ¢ para n > N.

En particular, esto significa que que

L
2n—L <e, yque 2N—-L<e = N<Ez .

Dado que € y L son fijos por hipotesis, basta tomar n > N tal que

L
N<F

<n

para llegar a una contradiccion.
b. La sucesiéon constante s,, = 1 tiene como limite 1, ya que

1-1=0<e Ve>0 independientemente de n.

c. La sucesion s, = (—1)" no tiene limite. Lo demostramos por reduccion al
absurdo. Si L fuese el limite, esto implicaria que para un e arbitrario

|—1-Lj<e = —-e<—-1-L<e
|+1—-Lj<e = —-e<+4+l-L<e=> —-e<-—-1+L<e

(Notese que las condiciones, en este caso, son independientes de N). Es facil
llegar a una contradiccion a partir de estas ecuaciones. Por ejemplo, sumemos
las dos ecuaciones en sus formas finales, dividamos por 2 y obtendremos

—e< —1<e

Basta tomar ¢ = 1/2 para ver que esto no es posible. Recuérdese que en la
definicion de limite, la condicion debe ser satisfecha para un € > 0 arbitrario.
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d. lim,, ., 1/n = 0. Queremos demostrarlo a partir de la definicion 1.3.3. Sea
e > 0 arbitrario y consideremos 1/e. Tomemos cualquier ntiimero natural

1
N > —.
€

Esta claro que

< <€ para n> N.

1
N

SEES

—= < ue

Nota 1.3.5

Es importante entender que en la definicion de limite 1.3.3 el niimero €
que aparece es arbitrario. No basta con que se satisfaga la condiciéon para

un € particular, o para un cierto conjunto de €’s. Debe ser para cualquier e.
|

Las sucesiones estudiadas en los casos a y ¢ en el ejemplo 1.3.4 no tienen
limite, pero hay una importante diferencia cualitativa entre ellas. Mientras en
el caso a la sucesion crece cada vez mas y el conjunto {s,} no esta acotado, en
el caso c la sucesion simplemente oscila entre dos valores, y {s,} = {—1,+1}
si es un conjunto acotado. Trataremos de formalizar este razonamiento intu-
itivo en la proxima definicion.

Definiciéon 1.3.6 Decimos que la sucesion s, diverge y lo denotamos como
nlggo Sp =400 (respectivamente — oo)
st para cada € > 0 existe un N tal que
S5, >€ Vn>N (respectivamente s, < —¢).

Esté claro que s, = 2n diverge a +00, mientras que (—1)" simplemente no
tiene limite.
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1.3.1. Algunos teoremas sobre limites

Lema 1.3.7 Toda sucesion convergente estd acotada.
Demostracion. Sea s, tal que

lim s, = S.

n—oo

Sea g > 0 tal que
|sp — S| <€, Vn>N.

Entonces,
50| = S| < |sn — S| <€, = |sul<e+]|S| Vn>N.

Sea A = méx {{[sy|}n<n, € + |S|} (un conjunto finito tiene siempre un
maximo). Entonces

lsp] <A V¥neN.

Teorema 1.3.8 Sean s, y t, dos sucesiones tales que

lim s, =S, lim t, ="1T.

n—oo n—oo

Entonces se cumple que:

a. lim (s, +t,) =S5+ T.

n—oo

b. lim (s, - t,) =S5 - T.

1 1
C. lim — = — st s, #0 y S#0.
n—oo S, S

Demostracion
a. Tenemos que demostrar que para cada € > 0 existe un N tal que

(30 +ta) — (S+T) <e Vn>N.

Por hipotesis sabemos que existen Ny, Ny tales que

|3n—S|<§, V>N, |tn—T|<§, Vo> N,
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Tomemos N > méax{Ny, Ny}, then
€

5 Vn>N,

(s +t0) = (S+T)| < 5w = S| + [t =T < 5 +
como queriamos demostrar.
b. Tenemos que demostrar que para cada € > 0 existe un N tal que
|spt, —ST| <e  ¥n>N.
Escribamos
|sp tn — ST = |sp(tn = T) + T (s, — S)| < |snlltn = T| +|T||5n — 5|

s, es convergente, luego por el lema 1.3.7 s, < A para un cierto A. Tenemos
que existen Ny, N, tales que

€ €

t, — T < Vn > Ny, n— S| < Vn > Ns.
Sea N = méax{Ny, Na}; entonces
€ €
ntn — ST| < |A T =¢ VYn>N.

c. Tenemos que demostrar que para cada ¢ > 0 existe un N tal que

1 1
|;—§|<E Vn>N,

pero
I 1, [sn—3S|

sn S' IsallS]
Consideremos un N; y N, tales que

|%—ﬂ<%MQVn2M,

S
Bwﬂ<%lW2M:
S S
o+ 151 < Bl 5 s> B v s,
Tomando N = max{N;, Ny}, tenemos
11, |sa—S] €.,2 1
|——=<|=——5 < =S = =€¢ Vn>N.
Sn O sal ST 277 |ST]95]

18



Teorema 1.3.9 Sean r,, s, y t, tres sucesiones tales que r, < s, < t,.
Supongamos que
lim r, = lim ¢, = L.

n—oo n—oo

Entonces se cumple que:
lim s, = L

n—oo

Demostracién. Tenemos que

0<s,—rp,<t,—r, y lim(t,—r,) =0.

n—oo

Esto significa que para cada € > 0 existe un N tal que
[t —1rnl <€, Yn>N = |s, —1,| <e, Yn>N
lim (s, —r,) =0 = lim s, = lim r, = L.
n—oo n—oo n—oo
Decimos que una sucesion s,, es creciente si
Sn < Spat, Vn € N.
Asimismo, decimos que es decreciente si
Sn = Spils Vn € N.
En general, una sucesiéon se dice mondtona si es creciente o decreciente.
Teorema 1.3.10 Una sucesion mondtona converge si y solo si es acotada.

Demostracién
(—) Ya hemos visto en el lema 1.3.7 que una sucesion convergente es acotada,
independientemente de si es mondtona o no. Luego en este sentido el teorema
esta probado.

(«-) Asumamos que la sucesion mondtona es acotada. Supongamos que la
sucesion es creciente (la prueba para la sucesion decreciente es idéntica). Sea
L el extremo superior del conjunto {s,} (recordemos la el axioma del extremo
superior en la definicién de los ntimeros reales, 1.1.9). Tenemos que s, < L

19



y queremos probar que s, converge hacia L. Dado un ¢ > 0 consideremos
L — e. Necesariamente existe un N tal que

L—e<sy<s, Vn > N

pues si no, L. — € seria una cota superior menor que el extremo superior, lo
cual es imposible. Tenemos entonces que

0<L—s,<c¢ Vn > N.
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1.3.2. Ejercicios a la secciéon 1.3

1. Demostraciones de algunos limites:
a. Con un argumento similar al utilizado en el ejemplo 1.3.4 d demostrad
que

.1 )
lim — =0, si a>0.
n—oo N
b. Lo mismo para
, n .
lim =1, si a>0.

n—oomn+1
c. Demostrad que si |z| < 1, entonces

lim 2™ = 0.

n—oo

(Ayuda: Podéis usar por ejemplo que si |z| < 1, entonces |z|"* < |z|" <
< x| < 1).
d. Demostrad que

lim vVn+1—+vn=0.

n—oo

(Ayuda: Transformad la expresion v/n + 1 — /n multiplicando y dividiendo

por vn+1+/n.)
2. Usando el teorema 1.3.8, demostrad que si

lim s, = S, lim ¢, =T

n—o0 n—oo

entonces
a. Para a,b € R se cumple que

lim (as, + bt,) = aS + 0T.

n—oo

b. Cuando T # 0 se cumple que

3. Calculad el limite cuando n — oo de la sucesién

3nZ+2n+1
4n2 + 2
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(Ayuda: dividid numerador y denominador por n? y luego usad la parte b
del ejercicio 2).

4. Demostrad que si s, es una sucesion acotada, |s,| < A para algin A € R
y si lim,, . t, = 0, entonces

lim s,t, = 0.

n—oo

., Cudl es el limite de la sucesion

v,

5. Demostrad que )
lima» =1, si a>0.

n—oo

(Ayuda: recordad que el logaritmo es una funcion creciente y que el logaritmo
de un namero mayor que 1 es positivo).

6. Decid si las siguientes sucesiones convergen, divergen, o simplemente no
tienen limite. Calculad el limite, cuando exista, basdndoos en las propiedades
y teoremas estudiados para los limites.

2
a 5 = cos(nm/2)
n
b. Sy = vn
n+1
27L
C. Sp = —
n!
d n= n cos@
n+1 2
n3 41
e Sp =
n

(Ayuda: Para el apartado ¢, podéis tratar de “emparedar'la sucesion entre
dos sucesiones que tienden a 0, a partir de n = 3. Para el apartado d podéis
usar un argumento como en el ejemplo 1.3.4 c).
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1.4. Series numéricas

Dada una sucesion cualquiera ay, podemos considerar una nueva sucesion,
la sucesion de sus sumas parciales:

n
S1 = ay, 52:a1+a27 83:a1+a2+a37”.7‘9n:§ ag,
k=1

El término enésimo es la suma de los n primeros términos de la sucesion ay.
La sucesion de las sumas parciales se llama serie infinita.

Una serie infinita, por ser una sucesion, puede ser convergente, divergente
o no tener limite. El limite de una serie se denota usualmente como

n o0
lim s, = lim E ap = E ag.
n—oo n—oo

k=1 k=1

1.4.1. Algunas propiedades de las series

Consideremos una sucesion by; tomemos las sumas finitas

Z b, Z bit1
=1 =1

y su diferencia
n

Sp = Z(bk - bk+1) = b1 — bpq1.

k=1
Esté claro que
lim s, = by — lim b,

n—oo n—oo

(para el limite, podemos sustituir b,,; por b,). Por tanto, si la sucesion b,
es convergente, también lo es la serie de las sumas parciales de

ap = bk — bk+1. (14)

En términos practicos esto implica que, dada una sucesion ay, si la pode-
mos poner en la forma (1.4), entonces podemos calcular el limite de sus sumas
parciales en términos del limite de una sucesioén ordinaria.
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Ejemplo 1.4.1 La serie geométrica s, = > p_, "
Si x = 1 esta claro que s, = n, y por tanto divergente. Asi que asumimos
que = # 1. Hagamos el siguiente “truco”:

n

(1 _ I)Sn _ Z(xk _ xk+1> - — $n+17
k=1

va que es de la forma (1.4). Se deduce que

n

1—2" T T
S, =T (

).

Solo el ultimo término depende de n. s, converge si y solo si |z| < 1, ya que
entonces 1im,, ., 2" = 0, mientras que si |z| > 1, 2™ diverge. La suma de la
serie geométrica es por tanto, en el caso |z| < 1:

1—=z l—z 1—=z

= . L5
kz::x 11—z (1.5)

1

[
Ejemplo 1.4.2 La serie armonica, s, = Y o, 1/k.

No es dificil ver que la serie ), 1/k es divergente. Nosotros vamos a
usar un pequeno truco. Esté claro que s,, es creciente, luego si consiguiéramos
demostrar que no es acotada, significaria que es divergente.

Consideremos la siguiente subsucesion de s, (subconjunto infinito de
{sn}): tomemos los términos con n = 2™, m € N. Se trata de tomar los
términos donde n es un miltiplo de 2. Bastard demostrar que esta subsuce-
sion no esta acotada. Veamos cémo se comportan los primeros términos:
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1 3

1 1 1
— 4 2(Z) =2
Sy 82+3+4>82+ (4)
L T R
S§ = S4+—-+=-+-+=>s - —
8 tTys ety g 8’7 9
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Ss6 = Ss+-—+—+—4+—+—+—+—+—>5+8=>)>3

9 10 11 12 13 14 15 16 6

m
14+ —
+2

v

SQm

Pero 1+ m/2 no es acotada, con lo cual queda demostrado que s, tampoco
es acotada y por tanto, diverge. [ |

Nota 1.4.3

El alumno que conozca las integrales puede, si quiere, consultar una prueba
distinta de la divergencia de la serie armoénica, usando la integral de la funcion
Inz en [1] 6 [4]. |

Es importante mantener en mente la propiedad de divergencia de esta
serie, que nos servirad para determinar la divergencia de otras series.

Notese que la sucesion 1/n es convergente; en realidad su limite es cero.
Esto no garantiza que la serie de sus sumas parciales sea convergente. Como
veremos méas adelante, es una condicién necesaria pero no suficiente que la
sucesion tienda a cero para que la serie de sus sumas parciales sea convergente.
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1.4.2. Ejercicios al la seccién 1.4

1. Encontrar las siguientes sumas de series:

a. Z(—l)"m", lz] <1
n=1
b S (@, o<l
’ 2

- 1
h. Z (n+1)(n+2)(n+3)

L Z (n+1)(n+2)(n+3)

(Ayuda: Para a, b y e podéis usar la serie geométrica (1.5) con un adecuado
cambio de variables. Para c, d, f, h podéis tratar de ponerlas en la forma
(1.4). i puede calcularse usando h y sumando un término que también resulta
ser de la forma (1.4))
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1.5. Citerios de convergencia

Teorema 1.5.1 Si la serie s, =Y, _, ay converge, entonces

lim a; = 0.
k—o00
Demostraciéon. Siempre se puede escribir a, = s, — s,_1. Si s, converge,

entonces s, v S,_1 tienden al mismo limite. Tomando limites en ambos lados
de la ecuacién tenemos que

lim a; = 0.
k—o0

En lo que queda de esta seccién vamos a considerar sucesiones en que
ar > 0 para todo k£ > 1, es decir, no negativas. En la seccion 1.6 volveremos
a considerar sucesiones con términos positivos y negativos.

El primer criterio de convergencia para series no negativas es obvio:

Teorema 1.5.2 Si a; es una sucesion no negativa, la serie de las sumas
parciales s, = 22:1 ay converge si y solo si estd acotada superiormente.

Demostracion. s, es una sucesion monotona creciente, por tanto basta aplicar
el teorema 1.3.10. [

Teorema 1.5.3 Criterio de comparacion 1. Si ap y by son sucesiones no
negativas, y existe una constante ¢ > 0 tal que

Qg S Cbk Vk Z 1,

entonces s, = Y ._, ax converge si T, = y ., _, by converge.
Alternativamente, si s,, diverge entonces r, también diverge.

Demostracion. r, = Y, _, by es acotada, puesto que converge. Entonces s, =
> r_; ai es también acotada, creciente y por tanto converge. |
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Ejemplo 1.5.4

Considérese la serie
n

2+ (=1)F
=
4k 4 k2
k=1
Tenemos que
2 _1\k
0< +(—1) < 3 < i
pero el tltimo término de la desigualdad es proporcional a una serie geométri-
ca, y por tanto converge. Tenemos pués que s, también converge. |

Nota 1.5.5

Notemos que el criterio de convergencia no nos da directamente la suma de
la serie. |

Ejemplo 1.5.6

Consideremos la serie
n

k+1
Sn:Zk2+2
k=1

Sospechamos que la serie puede ser divergente ya que la sucesion se comporta,
a valores grandes de k como 1/k, cuya suma es divergente. En primer lugar
nos damos cuenta que

k - k+1
k242 " k2+2
Queremos ahora comprobar que

L _ k - k? +2 -
—<c— —— <c
k k2 + 2 k2~
para alguna constante positiva c. Pero
k* +2 2
T hpss
luego podemos tomar ¢ = 3 y la serie s, es por tanto divergente. |
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Teorema 1.5.7 Criterio de comparacion 2. Sean ai y by dos sucesiones no
negativas. Supongamos que

n . P - n
Entonces, s, =Y ,_, aj converge si y solo si s, =y ,_, by converge.
Demostracion. Por hipo6tesis, para cada € > 0 existe un N tal que

|%—1|<e7 si k> N.
b,

Es conveniente tomar € = 1/2; entonces, existe Ny tal que

1 a, 3 3
- —< =, & b<?2 <=5 VYn > N,.
9 by 9 k ar Yy ag Qk, n = No

Aplicando el criterio de comparacion 1 (teorema 1.5.3) a las dos desigualdades
obtenemos la prueba en ambas direcciones. [ |

Ejemplo 1.5.8

En el ejercicio 1c de la seccion 1.4.2, vimos que la serie

n

1
Z (k+1)(k+2)

k=1
converge. Usando el teorema 1.5.7, podemos deducir que la serie
n
1
27
k=1
también converge. [ |
Teorema 1.5.9 Criterio del cociente. Sea a; una sucesion no negativa. Su-
pongamos que

LA
lim = L.
k—oo Qy

Se tiene entonces que:

(a) Si L <1 la serie converge.
(b) Si L > 1 la serie diverge.
(¢c) Si L =1 el criterio no decide.

29



Demostracion.
(a) Tomemos L < 1. Consideremos un € tal que 0 < x = e+ L < 1. Entonces,
existe N tal que

QR+1 Ap+1 Ap41
o L<e & Hoer o L <a. Vn>N.
ag ag x

Dividiendo la tltima desigualdad por z* obtenemos

Qp+1 ag
< — VYn>N.
xn+1 Ik

Esto significa que la sucesion a; /2" es decreciente, y que para k > N ten-
dremos a a
k N
—<—=c & q,<ca".
xk = N -
Usando el criterio de comparacion 1 (teorema 1.5.3), y sabiendo que la serie

geométrica >_,_, ¥ converge concluimos que ;'_, a; también converge.

(b) Tomemos L > 1. Existird un N tal que para todo n > N

Af+1 Af+1 Af+1
< | oL <L-1 & 51 e a > a
Qg g g
y por tanto
lim ay # 0,
k—oo
luego la serie no puede converger. [ ]

Ejemplo 1.5.10

Counsideremos la serie

3

"1 1
=) e kk—1)(k—2)---2-1

k=1 k=1

Usando el criterio del cociente, tenemos que

Ap+1 o k! .
ap  (k+1)!  k+1

—>0< 1, cuando n — oo,

luego la serie converge. |
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Ejemplo 1.5.11

Es facil probar con este criterio que las series

nook
r
E—, r >0 y
|
k:lk'
Ekrk, 0<r<1
k=1

convergen. (Hacedlos como ejercicio. Si no os salen, podéis consultar en [4],
pero probad a hacerlos vosotros primero). [ |

Teorema 1.5.12 Criterio de la raiz. Sea a; una sucesion no negativa tal que

lim a,lc/k = R.

k—o0
Se tiene entonces que:

(a) Si R < 1, la serie converge.
(b) Si R > 1, la serie diverge.
(¢c) Si R =1, el criterio no decide.

Demostracion.
(a) Sea R < 1,yseae>0y N €N tal que

o' ~R<lo—Rl<e = off<R+e VEZN

En particular, podemos tomar € tal que 0 < x = R+ ¢ < 1, con lo que

tendremos
1/k
ot <z, o a <

y por el criterio de comparacion 1 (teorema 1.5.3) la serie Y _, aj es con-
vergente.

(b) Sea R > 1. Entonces, para cada € > 0 existe un N € N tal que
—a,{/’ng |a,1€/k—R| <e = —a,lﬁ/k < —R+e
Tomemos 1 < x = R — ¢, asi

ak>xk, Vk > N,

y como antes, por el criterio de comparaciéon 1, la serie diverge. |
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Nota 1.5.13
Hablaremos del criterio de la integral para determinar la convergencia de

series no negativas cuando hayamos definido las integrales. El alumno que lo
desee puede estudiarlo en [1] o [4]. |
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1.5.1. Ejercicios a la secciéon 1.5

1. Sabiendo que el limite de la sucesion

1
lim (14 =)" =e,

n— oo n

determinar la convergencia de las siguientes series:

= nl N = nl
) — b. 2" — . "—
a) oo bR 2T e 3D
n=1 n=1 n=1
2. Sabiendo que
l a
lim n'/™ =1, y lim (I”Z) =0, a,b>0,
n—oo n—oo n
determinar la convergencia de las siguientes series:
- (n‘)Q = n! = 1/n n
2 o b2 e )
N 2 1 =\ A"
Ay eyt ey
n=1 n=1 n=1
. " h. — i.
g;nr “—~Inn 1;n3+1
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1.6. Series alternadas. Convergencia absoluta y
condicional

1.6.1. Series alternadas

Una serie alternada es una serie en la que sus términos tienen alternada-
mente signo positivo o negativo. Una serie alternada se puede escribir de la
forma

donde a; > 0.

Teorema 1.6.1 Criterio de Leibnitz 57 ar es una sucesion mondtona decre-
ciente con limite 0, entonces la serie alternada . _ (—1)*1a;, converge.

Demostracion. Consideremos la subsucesion de las sumas parciales pares, esto
es So,. Probemos con los primeros términos

S = ap — Qg
S4 = a;—Qag+az—ay
S¢ = a1 — Qg+ asz— a4+ a5 — ag

Dado que la sucesion es mondtona decreciente, tenemos que az — aq4 > 0,
as — ag > 0, .... v por tanto sg, es una sucesion creciente. Es facil ver que la
subsucesion de las sumas parciales impares so,_1 s una sucesion decreciente.
Por otra parte, esta claro que sg,, So,11 ¥ S, SON sucesiones acotadas, ya que

32§8n§317

y esto implica que Sa,, So,_1 tienen limite!. Sean

lim sq, = S, lim s9,_1 = S5".
n—oo n—oo
Pero
S — S/ = lim (Sgn — Sgnfl) = lim —Qop — 0
n—oo n—oo
por hipodtesis. Ambas subsucesiones convergen a un limite comtn, que es
también el limite de s,,. |

'Notad que este argumento no se puede aplicar directamente a s, ya que no es una
sucesiéon monoétona, pero si a las subsucesiones pares e impares.
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Ejemplo 1.6.2 La serie armdnica alternada.

Sea la serie

n=~k

Dado que limy_.o, 1/k =0, s, converge por el criterio de Leibnitz. [

1.6.2. Convergencia absoluta y condicional

. n . n

Una serie > ;_, aj es absolutamente convergente si > ,_, |ax| es conver-
gente. Notemos que |ag| > 0, luego es una sucesion no negativa. Para deter-
minar la convergencia absoluta de una serie podemos usar los criterios de la
seccion 1.5.

Si la serie >_)'_, |ax| no es convergente pero Y, _, ai lo es, decimos que

k=1 1%k g p k=1 Yk ) q

la serie es condicionalmente convergente. Por ejemplo, la serie armoénica al-
ternada es condicionalmente convergente.

Teorema 1.6.3 Si una serie es absolutamente convergente, entonces es con-
vergente. Ademds

00 0o
1> anl < Jal
n=1 n=1

Demostracion. Consideremos la sucesion b, = a,, + |a,|. Vamos a demostrar
primero que Y >, b, converge. Esta claro que

0 < b, <2layl.

Pero > | |a,| converge, asi que usando el criterio de comparacion 1 (teorema
1.5.3), deducimos que > | b, converge. Pero

oS S )
D an=2 b=l
n=1 n=1 n=1

y por tanto converge.

Para demostrar la desigualdad, observamos que se satisface para las sumas
parciales, y por tanto se satisface para los limites. [ |

Los criterios para demostrar la convergencia de de series arbitrarias estan
basados en el siguiente
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Lema 1.6.4 Férmula de sumacion parcial de Abel. Sean ay y by dos suce-
stones. Denotamos las sumas parciales

A=) . (1.6)

Entonces tenemos

Z apby = Apbpy1 + Z Ap(by — big1)-
=1

k=1

Demostracion. Trivial. Definamos Ay = 0, entonces, ap, = Ay — A1 y
sustituyendo,

n n

Zakbk = Z(Ak; — Ap—1)bi, = ZAkbk — Z Ap_1b, =
=1 =1

k=1 k=1

- Z Ay — Z Apbri1 + Apbnyr.

k=1 k=1

Teorema 1.6.5 Criterio de Dirichlet. Sea ap una sucesion cuya serie de

sumas parciales
n

An = Qg
k=1
es una sucesion acotada. Sea by una sucesion decreciente que converge a 0.
Entonces la serie Y _, aiby converge.

Demostracion. Usamos la formula de Abel (1.6). El primer término A,b, 1
es el producto de una sucesién acotada por una que tiende a cero, por tanto
tiende a cero cuando n — oo. Tenemos que demostrar que Y, Ay (b —byi1)
es convergente. Dado que by > by tenemos la desigualdad

| Ak (b, — by1)| < M (b, — bry1)-

Pero
n

> bk = bes1) = by —bpp — by si n— oo

k=1
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Usando el criterio de comparacion 1 (teorema 1.5.3), tenemos que

> Ax(br = biya)
b1

converge absolutamente, y por tanto converge. |
Ejemplo 1.6.6

Consideremos la serie

~ (="
Z ) s> 0.
=k
Tomemos a; = (—1)*. Es facil ver que

DICHLUESE

y por otra parte, by = 1/k° es decreciente y

lim 1/k* = 0.

Aplicando el criterio de Dirichlet, tenemos que > 7, (;—l)k converge. [ |

Teorema 1.6.7 Criterio de Abel. Sea a; una sucesion cuya serie de sumas

parciales
n
An = E ag
k=1

es convergente. Sea by una sucesion mondtona convergente. Entonces la serie
n
> 1y arby converge.

Demostracion. Usando la formula de Abel (1.6), tenemos que el primer tér-
mino A,b,.1 es convergente. Ademés, puesto que A, converge, es acotada .
Supongamos primero que b es decreciente, entonces tenemos para el segundo
término en (1.6)

| Ak (b, — brg1)| < M (b — bgs1),

y la prueba sigue como para el criterio de Dirichlet. Si b es creciente, entonces
—by, es decreciente y tenemos

| Ak (b = brs)| < M(=bx — (=brs1))-

La prueba sigue como antes. [
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1.6.3. Ejercicios a la secciéon 1.6

1. Determinar si las siguientes series convergen y si lo hacen en modo absoluto
o condicional.

o0

a-ZSH;; b,:énﬁl C'Z(ns>
o (

= Lnn = (=) : -1
D R N S R S e =0
(Tomad s > 0 en cy f).

n=2

2. Sabiendo que
Z sin n#, Z cos nf
n=1 n=1

son series acotadas, demostrad que la siguientes series convergen

ns Inn

o . 0 oo 0 o !
a. Z il , s>0 b Z oS C. ZCOSTLQ% 6 €]0, 27|
n=1 n=1

n=1

3. Probad que la serie > " a, converge absolutamente si y sélo si la se-
rie formada con sus términos positivos y la serie formada con sus términos
negativos son ambas convergentes.

(Ayuda: Podéis escribir las series de términos positivos y negativos como

Za: = %(Zan - Z |an|)
n= n=1 n=1

1

o0 1 o e}
Za; = 5(2% —Z]an]).
n=1 n=1

. o0 oo 2 sz
4. Probad quesi ) " | a, converge absolutamente, entonces > >, a7 también

converge. Dad un contraejemplo en el que > 7 a2 converge y sin embargo
[o'e) .
Y ey lay| diverge.
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Capitulo 2

Funciones de una variable

2.1. Definiciones y ejemplos

Sea X C R. Una funcidn real de variable real es una asignaciéon de un
nimero y € R a cada nimero x € X. Denotaremos a la funcién por una
letra, por ejemplo f, y escribiremos

f: X — R
v oo f@)=v

y es la imagen de x por f. El conjunto X es el dominio de la funcion f,
domf = X y el conjunto

Y={yeR / JzeX con f(z)=uy}

es el rango de f, rangf =Y. También se suele escribir Y = f(X).
En este curso, y salvo menciéon expresa una funcion serd siempre una
funcién real de variable real.

Ejemplo 2.1.1 Algunos ejemplos de funciones, sus dominios y rangos.
a. Funciones polinomicas. Son de la forma
f(2) = apz™ 4 ap_12" ' + -+ a1z + ag,

donde a; € R, y n € N es el grado del polinomio. Su dominio es siempre
X =R. El rango depende de la funciéon particular. Por ejemplo, para

f(x)=2>4+1 elrangoes Y ={ycR/y>1}.
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Si tomamos la funcion constante
f(x) =ay elrangoes Y ={ap}.
Y si tomamos la funciéon identidad
id(z) =2 elrangoes Y =R.
b. Funciones definidas a trozos. Son funciones definidas con expresiones di-

versas en distintos intervalos de la recta real. Un ejemplo es la funcién valor

absoluto
z si x €0, +o0]

f(x):\x|:{

—x sl x €] —00,0[

cuyo dominio es R y cuyo rango es [0, +00].
Otro ejemplo es la funciéon parte entera

flx)=[z]=n si z€nn+1] Vnel,
cuyo dominio es R y cuyo rango es el conjunto de los niimeros enteros, Z.

c. Funciones racionales. Son cocientes de funciones polinémicas, esto es,
f(z) ===~ ysudominioes X ={reR / ¢(x)+#0}.

El rango depende de las funciones p y ¢. Un ejemplo particular seria

flz) = ] definida para X =R — {1}.
El rango de esta funcion es

| — 00,0l U [4, +00] (Ejercicio: jdemostradlo!).

d. Funciones analiticas. Son funciones que se pueden expresar como una
serie infinita

flz) = Zakxk, ap € R.
k=1
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El dominio de estas funciones viene dado por los valores de x para los que
la serie es convergente. En el caso de las funciones polinémicas, a; = 0 para
k > n, de modo que la serie infinita se trunca a una suma finita, que es
siempre convergente.

Tomemos por ejempo la serie con a = 1 para todo k. Tenemos

o0
f(z) = E 2k, que converge para |z| < 1,
k=0
como vimos en el ejemplo 1.4.1. Es més, la suma de esta serie, cuando con-

verge, es
> T
>t
" = .
l1—2z
k=1

Es decir, esta funcion analitica es igual a una funcion racional para |z| <
1. Para |z| > 1, la funcion racional estd bien definida (aunque no la serie
de potencias), y su dominio es X = R — {1}. El rango se puede calcular
facilmente, Y = R — {—1}. |

Sean f y g dos funciones tales que rangf C dom g. Se define la composi-
cion de f con gy se denota g o f, como la funciéon

go flx) =g(f(x)),  Vazedomf
El dominio de go f es dom go f = domf, y el rango es rang go f = g(rangf).

Demostrad como ejercicio que la composicion de funciones cumple la
propiedad asociativa.

Ejemplo 2.1.2

Consideremos la funciéon /1 — z2. Esta funcion se puede escribir como la
composicion de dos funciones, f =1 — 2% y g = /2. Notese que el dominio
de f, en principio todo R, debe ser restringido al intervalo [—1, 1] para que
la expresion g o f = /1 — x? tenga sentido. Asi pues tenemos

domgo f =[-1,1], ranggo f = [0,1].
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Una funcién g es la inversa de f si la composicion de f con g es la
identidad en el dominio de f, esto es,

gof=id, id(z)=x  Vz € domf.

Notese que hemos asumido que rangf C dom g.
Si llamamos y = f(x), es facil deducir (usando la propiedad asociativa de
la composicion)

fol(gof)(z)=f(z) & fogly) =y,

es decir, f es la inversa de g. Aqui también hemos asumido que rangg C
domf.

Ejemplo 2.1.3

Consideremos la funcion f(x) = 22 4+ 1, con domf = R y rang f = [1, +o0.
Para hallar la inversa, despejamos la ecuacion

Prl=y & z=+y—1

Tenemos dos funciones,

9+(y) = +Vy—1, domg; =[1,+00[, rangg; = [0,+00]

g-(y)=—/y—1, domg_ =[1,40], rangg = [—00,0]
Entonces,
g+of=id en [0,+oo,  fogi=id en [l +oof
g-of=id en ]—o00,0], fog.=id en [l,4o00|

Luego la funcion f con dominio restringido a [0, +oco[ tiene inversa g, y con
dominio restringido a | — oo, 0] tiene inversa g_.

Notese que el hecho de que haya dos funciones inversas en dos dominios
diversos se debe a que la funcién f no es inyectiva o uno a uno, ya que
f(z) = f(—x). Dos ntimeros distintos tienen la misma imagen y para definir
la funcién inversa tenemos que escoger uno de estos nimeros. |
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2.1.1. Ejercicios a la seccién 2.1

1. Encontrad el dominio, el rango y la inversa de las siguientes funciones:

1 n 1
r—1 x-—2

a.f(r)= b.f(z)=x c.f(x)=¢e"
r+1

df(z)=vVr—1+Vi-z eflr)=——

f.f(x) = sinz

2. Sean x1, T, r3 tres numeros reales distintos.

a. Encontrad una funciéon polinémica de grado 3 tal que tome el valor 0 en
los tres puntos x1,xy y 3.

b. FEncontrad una funcién polindémica de grado 2 que tome el valor 0 en z;
y xo y que tome el valor 1 en el punto x3.

c. Sean ay, as, az tres niimeros reales. Encontrad una funcién polinémica de
grado 2 que tome los valores f(z;) = a; para 1 = 1,2, 3.

3. Una funcion es parsi f(z) = f(—x) e imparsi f(z) = —f(—x).
a. Determinar si las siguientes funciones son pares, impares o no tienen

paridad definida:

||, sinx, cosuz, x, 2, x+1, 22+ 1, e’.

b. Determinar si f + g, f-g vy f o g son pares impares, o no tienen paridad
definida en los cuatro casos obtenidos al tomar f par o impar y g par o impar.
c. Si f es una funcién arbitraria con dominio R, determinar si la siguientes
funciones son pares, impares o no tienen paridad definida.

f@)+ f(=2),  flx) = f(=2),  f(z]),  f@®),  f(2°).
d. Demostrad que cualquier funcién con dominio R puede ser escrita en

forma tnica como la suma de una funcién par y una impar.

4. Demostrad o dad un contraejemplo de las siguientes afirmaciones:

a.fo(g+h)=fog+foh,  blg+hjof=gof+hof

1 1 1 1
c. =—og d. =fo-
fog 9
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2.2. Limites y continuidad

Definicién 2.2.1 Limite de una funcién. Sea f: X C R — R una funcion.
Sea a € R (a no necesariamente en X ). Decimos que el limite de f cuando
x tiende a a es A, y lo denotamos como

lim f(z) = A

r—a

st para cada € > 0 existe un 0 > 0 tal que

|f(z) —Al<e si |r—al <d.

Ejemplo 2.2.2

Consideremos la funcion id(z) = z. Queremos demostrar que lim,_, id(z) =
a. Para ello, consideremos € > 0 y supongamos que |xr — a| < 4. Esté claro
que basta escoger 0 = € y tendremos |id(x) — a| < e. |

Ejemplo 2.2.3

Consideremos la funcion f(z) = z?. Queremos demostrar que lim, ., % = a?.

Sea € > 0y consideremos 6 = Ve + a? — |a| > 0. Supongamos que
lz —al <6, = |z|—la|<|x—a|<d = |z|<d+]al
Tenemos que

22 — a®| = |z(z — a) + a(z — a)| < |z||lz —a| + |a||z —a] < (0 + |a])d + |ald =
(0 4+ 2lal)d = (Ve+a® +|a])(Ve+ a®? —|a]) =e.
[ ]

Hay un modo de relajar las condiciones en la definicion 2.2.1 de modo
que se obtiene la definicién de lfmites laterales. Decimos que f(z) tiende a A
cuando x tiende a a por la derecha y lo denotamos

lim f(z)=A

r—at
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si para todo € > 0 existe un  tal que
|f(x) —Al<e si 0<z—a<hi.

Del mismo modo, el limite decimos que f(x) tiende a A cuando x tiende a a
por la izquierda y lo denotamos

lim f(z)=A

T—a

si para todo € > 0 existe un 0 tal que

lf(z)—Al<e si —d<z—a<0.

Es muy facil ver que si el limite lim,_., f(z) existe, entonces los limites

lim f(x)

z—>ai
existen y coinciden con el limite. Viceversa, si ambos limites laterales existen
y coinciden, entonces el limite existe.

No obstante, hay ejemplos en que los limites laterales existen y no coin-
ciden, y en ese caso le limite no existe. Consideremos la funcion del ejemplo
2.1,

flx)=[z]=n si x€nn+1], neZ.
Es facil ver que
lim =n, lim =n-—1.

r—nT T—n"

Teorema 2.2.4 Sean f y g dos funciones tales que

lim f(x) = F, lim g(z) = G.

Tr—a Tr—a

Entonces se cumple que:

a. lim(f +g)(zr) = F+G.

r—a

b. lim(f-g)(x)=F-G.

, _ 1
c. i{r}l%—F si f(x)#0 y F#0.
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La demostracion de este teorema es muy similar a la del teorema analogo
para sucesiones, teorema 1.3.8, y no la vamos a hacer aqui. |

Teorema 2.2.5 Sean f, g y h tres funciones tales que en un cierto intervalo

X

;

f(z) < g(x) < h(x) Vo e X.

Supongamos que

lim f(z) = lim h(z) = L.

r—a Tr—a
Entonces se cumple que:
lim g(z) = L
r—a
La demostracion es andloga a la del teorema 1.3.9 para sucesiones. |

Definiciéon 2.2.6 Funcion continua. Una funcion f es continua en un punto
a si el punto a pertenece al dominio de [ y si

lim f(z) = f(a).

Ejemplo 2.2.7 Funciones polindmicas y racionales.

Es muy facil (hacedlo como ejercicio) demostrar, usando el ejercicio 2.2.2 y
el teorema 2.2.4 que cualquier funcion polinémica es continua en todo R, y
que toda funcién racional es continua en su dominio de definicion. |

Teorema 2.2.8 Sea g una funcion continua en el punto p, [ una funcion
continua en el punto q y f(q) = p. Entonces, la composicion go f es continua
en el punto q.

Demostraciéon. f es continua en el punto ¢, lo cual significa que para cada ¢;
existe d; tal que

[f(@) = fl@)l <e st |z—gl <.
g es continua en el punto p, luego para cada €, existe d, tal que

lg(y) —g(p)] <€ st |y—p| <o

Tomemos y = f(x) y ¢ = d2 (€1 es arbitrario). Tenemos que para cada
€2 (que sigue siendo arbitrario), existe d; tal que si |z — ¢| < d; entonces

|f(x) = f(g)| < b2y por tanto |g(f(z)) — g(f(q))| < €2 u

46



Lema 2.2.9 Sea f una funcion continua en el punto p. Supongamos que
f(p) > 0, entonces existe un intervalo abierto |p — 0,p + 6| tal que f(x) >0
para todo x €]p — 0, p + 4.

Demostracién Puesto que f es continua, para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal
que

—e<flx)—flp)<e <&  [fp)—e<f(x)<e+[f(p si
—0<zx—p<9d &S p—oi<x<d+p.

Tomemos € = f(p)/2, y el § correspondiente a esta eleccion de e. Tenemos
que

S0 < f@) <) s op-d<a<pis

y por tanto f es positiva en dicho intervalo. |

Es obvio que lo mismo se puede demostrar para f(p) < 0.

Teorema 2.2.10 Teorema de Bolzano. Sea f continua en el intervalo cer-
rado |a,b], y supongamos que f(a) y f(b) tienen signos opuestos. Entonces,
existe al menos un punto ¢ €)a,b] tal que f(c)=0.

Demostracién Supongamos que f(a) < 0y f(b) > 0 (la demostracion es
idéntica para el caso f(a) > 0y f(b) < 0). Sea S el conjunto de todos los
puntos z € [a, b] tales que f(x) < 0. Este conjunto es no vacio, ya que a € S.
Por otra parte, S es un conjunto acotado ya que el intervalo [a, ] lo es. Un
conjunto de niimeros reales acotado superiormente tiene un extremo superior.
Sea ¢ tal extremo superior. Queremos demostrar que f(c) = 0.

Por reduccion al absurdo. Supongamos que f(c) > 0. Entonces, por el
lema 2.2.9 hay un intervalo |¢ — d,¢ + J[ en que la funcion es positiva. (Si
¢ = b, uno de los extremos, entonces el intervalo es |c — d, ¢]). Esto significa
que x tal que ¢ — § < x < ¢ es una cota superior de S menor que el extremo
superior, lo cual es imposible.

Supongamos ahora que f(c) < 0. Por el mismo lema, hay un intervalo
Je — 0, ¢+ 0[ en que la funcion es negativa. (Si ¢ = a, el otro de los extremos,
entonces el intervalo es [c,c + 0[). En z tal que ¢+ > = > ¢ la funcién es
negativa, y por tanto ¢ no puede ser una cota superior de S. Luego f(c) =0,
yc#a,c#Db.

|
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Teorema 2.2.11 Teorema del valor intermedio. Sea f continua en el inter-
valo cerrado [a,b] y f(a) # f(b). Entonces la funcion f toma todos los valores
comprendidos entre f(a) y f(b) por lo menos un vez en el intervalo [a,b].

Demostracion. Como ejercicio, aplicando el teorema de Bolzano. [ ]
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2.2.1. Ejercicios a la seccién 2.2

1. Calculad los siguientes limites del tipo lim, ., f(x):

In [(62” + \/z — zcos?(z? — 1))36]

a. lim sin donde int(qg) es la parte entera de
a1 int (2% — 227 + 3z + 3 (g) es la p g
61
b. lfm & c. lim 72
el 1'3 —1 r—3
— 1 1+h)?—1
d. lim o lim LER -1
e—ln ’.T B 1’ h—0 h

f. lim cos(Inx)
z—0t

2. Calculad los siguientes limites del tipo lim, 4 f(2):

3 3xt + b
a lfm 22— 2% +2 b. lim - c. lim —°F o7
T—00 z——00 I az—oo —xt + 102 + 5
) 4z V92 + o+ 3
d lim ——— e.llm ———
z——o0 623 — 22 Z—00 6x

3. Indicad si son continuas las siguientes funciones. En el caso de no ser
indicad en qué punto o puntos no lo son:

|23 — 1 siz < —1
a. f(z) = |z| b. f(z) = sin(2rz) st —l<a<1
202 —2x +1 siz>1

-1 six <1
c.f(ac):x_1 d-f($>_{\/_2$2+10x—8 siz>1
e. f(x) =In(sinx)

4. Dada una funcién real de variable real f continua en el intervalo [0, 1].
Asumid que 0 < f(z) < 1 para cada = € [0, 1]. Probad que existe al menos
un punto ¢ € [0, 1] para el cual f(c) = c. Este tipo de punto se llama punto
figo. El resultado de este ejercicio es un caso especial del teorema de punto
fijo de Brouwer. Ayuda: Aplicad el teorema de Bolzano a g(x) = f(x) — .

5. Si f es una funcion continua en [0, 1], sea || f || el valor maximo de |f| en
0, 1].
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a. Demostrad que se cumpl || ¢f [|=|c|- || f |-
b. Demostrad que || f+g [|<|| f || + || g [[. Dad un ejemplo en el cual

If+g A1+ gll
c. Demostrad que || b = f <[ h—g |+ g
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2.3. Nocién de derivada y propiedades

2.3.1. Definicién de derivada

Definiciéon 2.3.1 Sea D C R y consideremos la funcion f : D — R. Sea
x € D y h un nimero real tal que |x—h,x+h[C D. La derivada de la funcion
f en el punto x se denota por f'(x) y se define como

o) — ti L) = (@)

h—0 h

(2.1)
[ |

Notese que para calcular el limite estamos considerando la expresion

flz+h) = fx)
h

como una funcion de h, es decir, x es un punto fijo. La derivada de una
funcién en un punto es por tanto un numero real.

Cuando el limite (2.1) existe, diremos que la funcion f es derivable o
diferenciable en el punto x.

Ejemplo 2.3.2 Algunos ejemplos de derivadas

1. Sea ¢ € Ry f la funcion constante f(x) = c. Entonces f es derivable en
todo x y su derivada es

flx+h)—f(x) . c—c

! _ z. _ _ 7z .
fiz) = lim h = fim = = i, 0=0.
2. Sea f(x) = x. Entonces, para todo x
, fle+h)—flx) ., z4+h—x
/ et p—t _—_— g
fiz) = Jim h = im— pm 1= 1.

3. Las funciones trigonométricas. Las funciones sin x y cosx son continuas y
derivables en todos los puntos z € R. Las derivadas son

sin’ x = cosx cos’ r = —sinz.
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Por el momento tomamos estas propiedades sin demostracion. Haremos las
demostraciones cuando hayamos introducido el concepto de integral.

4. Sea f(x) = z", n € N. Entonces

fle+h)—fl@) . (@+h)"—a"
/ o — lim
fla) = ]!LLO h N ]ILLO '
Usando la formula del binomio
n __ . n‘ miin—m __ .n n—1 2

m=0

donde por O(h?) entendemos términos con potencias de h de orden mayor
o igual a dos. Esta claro que estos términos no contribuiran al limite que
queremos calcular, luego

"+ nz"th + O(h?) — z"

f'(z) = lim =nx

n—1
h—0 h

Si la funcion f tiene derivada en todo punto z € S C D, entonces podemos
definir la funcién derivada

S — R
r — fl(x).
El dominio de definiciéon de f/, S C D, es el conjunto de los puntos donde f
es derivable o diferenciable.
La funcion f’ puede seguir siendo derivable, y podemos construir las
derivadas segunda f”, tercera f” y, en general la derivada enésima que deno-

taremos como f™. Por ejemplo, es facil ver que la funcion f(z) = 2" tiene
derivadas de cualquier orden en todos los puntos de la recta real.

2.3.2. Propiedades de las derivadas

A continuacién estudiamos la relacion entre la continuidad de una funcién
y su diferenciabilidad.

Proposicién 2.3.3 Sea f : D — R una funcion diferenciable en x € D.
Entonces, f es continua en x.
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Demostracién. Tenemos que

flz+h) - flz)
- :

Tomando el limite h — 0 de esta expresion, y usando que f’(x) esta bien
definida, obtenemos que

flx+h)=f(x)+h

lim f(z +h) = f(@).
|

La proposicién inversa no es cierta. Hay funciones que son continuas en
un punto pero no son diferenciables. Un ejemplo es la funcion f(z) = |z
en r = 0. La funcicién es continua ya que los limites laterales existen y
coinciden:

lim |z + h| = lim |z 4+ h| =0.
h—0+ h—0—

Sin embargo, lo limites laterales en la expresion de la derivada son:

. |0+ h|—|0] . h . |04+ h]—|0] ., —h
lim ———— = lim - =1 m — 2 My S =
hi%l+ h hgg+ h ’ hi%l— h Pt h ’

que no coinciden y, por tanto la derivada no existe.

Teorema 2.3.4 Sean [ y g dos funciones derivables en el punto x € R.
Entonces se cumple que:

a.  (f+9)(=)=f(x)+g ()

b.  (f-9)(x) =[f(z) g(x) + f(z) - g'(x).

c. <—>,(x) = _g’(x)Z si g(x) #0.

Demostracion.
a. Tenemos que

fle+h)+g(x+h) - flx) —g()

A h B
h) — h) —
lim flz+ })L f(z) ﬂg})g(ﬂ })Z g(x) )+ (@),
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de modo que el limite existe y tiene el valor deseado.

b.

i L@ Py +h) - f@)g(x) _
h—0 h h—0

g(z +h) —g(x)

lim
h—0

f(x) = f(2)g'(x) + f'(x)g(x),

c. Recordemos que por el lema 2.2.9, si una funciéon continua es diferente de
cero en un punto, existe un intervalo abierto en el que la funcion es diferente
de cero. Esto nos permite suponer que x + h esta en ese intervalo. Asi pues,
tenemos

1 1
h—0 h h—0 g(z)g(x + h)h
- /
. i S =g+ ) )
h=0 g(x + h)g(z) h—0 h g(x)?

Como aplicacién inmediata podemos deducir la féormula para la derivada
del cociente de dos funciones. Combinando a y b, tenemos

(j)’m _ f'(@)g(z) — f(2)d'(x)

g g(z)?

Ejemplo 2.3.5

Con el teorema 2.3.4 es facil calcular las derivadas de polinomios y funciones
racionales. En particular, tomemos la funcion f(x) = 1/2" =2 ", n € N. En
todo punto x # 0 tenemos, aplicando c.

nwn—l

/ _ _ —n—1
f(x)__ 72n = —nx "

A continuacién queremos dar una regla para calcular la derivada de la
composicion de dos funciones.
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Teorema 2.3.6 Regla de la cadena. Sea g una funcion derivable en el punto
y € R y f una funcion derivable en x € R cony = f(z). Entonces la funcion
go [ es derivable en el punto x y su deriwada es

(9o f)(x) =g W) f'(x) = g (f () f'(x).

Demostracion Para demostrar este teorema usamos un pequeno “truco”. Dado
que z es fijo, definimos una funcién del parametro h en el modo siguiente:

n { (9(f(z+h)) —g(f(2))/(fx+h)— f(x)) si flx+h)— f(z)#0

g'(f(x))) si f(z+h)— f(zr)=0.

Es facil ver que ¢(h) es continua en h = 0. En el primero de los casos, basta
escribir f(z + h) = f(z) + k(h), con limy,_o k(h) = 0, ya que f es continua
en x. Observamos entonces que

¢(0) = ¢'(f(x)).

En el segundo de los casos, el valor de ¢ es independiente de h e igual a

g(f(@)).

Para h # 0 tenemos que

g(f(Hh)/i —9(f(z) _ (b(h)f(ﬁ h])l— I )7
en los dos supuestos. Por tanto,
: - g(f(@+h) —g(flz) fl+h) - flz)
(fog)(x) = lm ; = lim ¢(h) - _
=g'(f(@)f'(x).

Con estas propiedades para derivar funciones podremos calcular muchas
derivadas.
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Nota 2.3.7 Derivada de la funcion inversa.
Consideremos una funcion inyectiva f y su funciéon inversa,

gof(x)=mz,  fogly)=uy.

Supongamos que estas identidades son vélidas para x e y en ciertos interva-
los en torno a o y a yo = f(xo) respectivamente, donde las funciones son
continuas y derivables. Quisiéramos obtener una expresion para la derivada
de g en yo = f(x) conociendo la derivada f'(xg).

Aplicando la regla de la cadena a g o f, tenemos

1
(9o f)(xo) = ¢ (wo) f'(w0) = 1, = ¢ ()= 5—

f'(zo)
Esto puede hacerse siempre y cuando f'(zg) # 0. En realidad, veremos més
adelante que ésta es una condicién necesaria para la existencia de una inversa
en un intervalo abierto en torno a x. ]
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2.3.3. Exercicis a la secci6 2.3
Tabla de derivadas
En la siguiente tabla usamos la notacion:

a,neR
flz) R =R, f(z) = Lf(x)

Derivada Resultado
d
=0
d n n—1 pr
L@ = nlf@)]" f@)
d L,
Zh@ = @
%Sin(f(w)) = cos(f(2))f"(x)
%Cos(f(l”)) = —sin(f(2))f'(x)
ditanmx» = sec(f(x))*f'(x)
d e
%ef( ) = efl )f(x)
d T o x) pl!
%af( ) = In(a)a’@ f'(z)
d _ 1 'z
%arcsm(f(x)) = T (f(x))Qf( )
ieaurccos(f(x)) = _;f'(x)
dx 1—(f(2))?
4 rctan(f(z)) = 1—1—(;(95))2 f'()
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1. Calculeu les derivades (1) de les segiients funcions (podeu emprar la taula
de derivades)

a. 42° +82° — 32" +22°+ b, (Bxr —4)(42® — 2+ 2)

9 z?—1
+ 7z —exr+0b c. —
224z
2 1)t 1
q el e. it
(2z — 2)5 x—1
f. sin(32? — 2z + 1) =l
. sin(3z° — 2z . cos|In
& 2?2 +1
h. tan(2secx) i.  sin(3z%)ecs”
7in 107 k. arcsin(cosz)

1. In(arctan (7sin (e%)))

2. Calculeu les derivades de les segiients funcions sense emprar la taula de
derivades

z+1

a. b. Inzx c. €°
r—1

d. sinz e. cosx f. arcsinzx

g. arccosr h. arctanz

sinh __
B =1

Ajuda: limy,_o(1 4+ h)% = e, limy,_,
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2.4. MaAaximos y minimos

Un mdximo relativo de una funciéon f : D — R es un punto p tal que
existe un intervalo abierto I, con p € I tal que

flx) < f(p) YpelInD.

Notese que haber puntos x € D tales que f(x) > f(p), pero éstos no
estardn contenidos en el intervalo /. Por eso decimos que es un maximo
relativo, ya que esta subordinado a la existencia de un intervalo I con dicha
propiedad.

Un minimo relativo tiene una definicion analoga, con f(z) > f(p). En
general, diremos que un extremo de f es un punto que es o bien un maximo
relativo o bien un minimo relativo.

Teorema 2.4.1 Sea f: D — R y supongamos que tiene un extremo en un
punto p. Si f'(p) existe, entonces f'(p) = 0.

Demostracion. Haremos la demostracion considerando que p es un méaximo
relativo. Para un minimo relativo la demostracion es idéntica.
Consideremos la funcion auxiliar

(f(x) = f)/(x—p) si x#p
-]
f'(p) si oz =p.

Q(z) es continua en x = p, y queremos demostrar que Q(p) = 0.

Por reduccion al absurdo. Supongamos que Q(p) > 0. Entonces, por el
lema 2.2.9 sabemos que existe un intervalo abierto conteniendo a p donde
Q(x) > 0. En ese intervalo f(x) > f(p),six >py f(z) < f(p) si x < p,
en modo que Q(x) sea siempre positiva. Pero entonces, p no es un maximo
relativo.

Igualmente podemos llegar a una contradiccion si asumimos que Q(p) < 0.
Por tanto, Q(p) = f'(p) =0 [

Puede haber puntos donde f’(p) = 0, pero que no son extremos. Por
ejemplo, basta tomar la funcion creciente (sin maximos o minimos relativos)

f(z) =23, con f'(0) = 0.

[gualmente, puede haber extremos donde la derivada no existe, y por
tanto, no estan contemplados en el teorema. Un ejemplo es f(z) = || > 0,
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con un minimo relativo (también absoluto porque lo es en todo el dominio de
definicion) en z = 0.

A continuacién damos el teorema del maximo de funciones continuas (sin
demostracion) como lema para demostrar el teorema de Rolle. Una exposicion
detallada de este teorema y de su demostracion (facil pero algo larga) la
podéis encontrar en cualquiera de las referencias [1, 3|.

Lema 2.4.2 Teorema del maximo para funciones continuas. Si f es continua
en un intervalo cerrado [a,b], existe un punto ¢ en [a,b] tal que

f(c) = sup,epupif(z)}

Esta claro que el mismo teorema se puede formular para el minimo.

Teorema 2.4.3 Teorema de Rolle. Sea f una funcion continua en todos
los puntos de un intervalo cerrado [a,b], y derivable en todos los puntos del
intervalo abierto |a,b|. Supongamos que f(a) = f(b). Entonces, existe por lo
menos un punto ¢ €)a,b[ donde la derivada f'(c) = 0.

Demostracion. Por reduccion al absurdo. Supongamos que f'(x) # 0 para
todo = €]a,b[. La funcion f debe alcanzar un valor maximo M y un valor
minimo m en el intervalo cerrado [a,b]. Estos no pueden alcanzarse en un
punto interior del intervalo (donde la funcion es diferenciable) ya que la
derivada seria 0 en ese punto. El maximo y el minimo deben pues alcanzarse
en los puntos extremos del intervalo. Pero f(a) = f(b) = M = m, lo que
implica que la funcién es constante en el intervalo cerrado y su derivada en
todo punto interior es 0.

Asi pués, debe existir al menos un punto ¢ donde f'(¢) =0,a <c < b. B

Teorema 2.4.4 Teorema del valor medio. Sea f una funcion continua en
todos los puntos de un intervalo cerrado [a,b], y derivable en todos los puntos

del intervalo abierto |a,b|. Entonces, existe por lo menos un punto ¢ €|a,b|
donde

f(b) = f(a) = f'(c)(b - a).

60



Demostracién. Construimos la siguiente funcion auxiliar:

h(z) = f()(b—a) — z(f(b) — f(a)).

Observamos que h(a) = h(b) = f(a)b—af(b). Ademaés, h es continua en [a, b]
y diferenciable en ]a, b[ con

W(z) = f'(z)(b—a) = (f(b) = f(a)).

Aplicando el teorema de Rolle a h(x), existe un ¢ tal que h'(c) = 0, luego

h'(c) = f'(e)(b—a)
|

A continuacién presentamos una generalizacién del teorema del valor
medio.

Teorema 2.4.5 Teorema del valor medio de Cauchy. Sean f y g dos fun-
ciones continuas en todos los puntos de un intervalo cerrado [a,b], y deriv-
ables en todos los puntos del intervalo abierto |a,bl. Entonces, existe por lo
menos un punto ¢ €|a,b] donde

F(e)(g(b) = gla)) = g'(c) (f(b) — f(a)).
Demostracion. Construimos la siguiente funcion auxiliar:
h(z) = f()(9(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a)).

Aplicando el teorema de Rolle a esta funcion obtenemos el resultado deseado.
(Hacedlo como ejercicio). |

A continuacién tenemos una serie de teoremas que relacionan el signo de
la derivada con el comportamiento de la funcién. En todos ellos se usa como
herramienta el teorema del valor medio.

Teorema 2.4.6 Sea f una funcion continua en todos los puntos de un inter-
valo cerrado [a,b], y derivable en todos los puntos del intervalo abierto |a, b|.
Tenemos que:

a. Si f'(x) > 0 para todo x €]a,b|, entonces [ es estrictamente creciente en
[a,0] (esto es, v <y = f(x) < f(y))-
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b. Si f'(z) < 0 para todo x €|a,b|, entonces f es estrictamente decreciente
en |a, b].

c. Si f'(x) = 0 para todo = €]a,b], entonces f es constante en |a, b].

Demostracion. Comenzamos por probar a. Tenemos que probar que f(z) <
fly) sia < x <y < b. Aplicando el teorema del valor medio al intervalo
[z, y] tenemos que existe un ¢ tal que

fly) = f(z) = f o)y — x).

Dado que f’(c) > 0 y también y — z > 0 obtenemos que f(y) > f(z).

La parte b se demuestra en el mismo modo. Para la parte c, sustituyendo
f'(¢) = 0 tenemos f(x) = f(y), y, por ejemplo tomando y = b, f(z) = f(b)
para todo z € [a, b]. |

Teorema 2.4.7 Sea f una funcion continua en todos los puntos de un inter-
valo cerrado [a,b], y derivable en todos los puntos del intervalo abierto |a, b|,
excepto quizd en un punto c. Entonces tenemos:

a. Si f'(x) >0parax <cy f'(x) <0 para x> ¢, entonces existe un mdzimo
relativo en c.

b. Si f'(x) <0 parax < cy f'(x) >0 para x > ¢, entonces existe un mdrimo
relativo en c.

Demostracién. Demostramos el caso a, el otro es idéntico. Aplicando el
teorema 2.4.6 al intervalo [a,c] tenemos que la funcion es creciente, luego
f(z) < f(c) para todo z < ¢, y aplicandolo al intervalo [c, b], tenemos que la
funcion es decreciente, luego también en este caso f(z) < f(c). Por tanto, f
tiene un méaximo relativo en c. [

Teorema 2.4.8 Criterio de la derivada segunda para los extremos. Sea ¢ un
punto critico (f'(c) = 0) de f, con ¢ €]a,b]. Supongamos que la derivada
sequnda existe en |a,b|. Entonces,

a. Si f” es negativa en la,b|, entonces f tiene un mdzimo relativo en c.

b.Si f" es positiva en |a, b, entonces [ tiene un minimo relativo en c.
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Demostracion. Demostramos el caso a, el otro es idéntico. Aplicamos el teo-
rema 2.4.6 a la funcion f'. Si f’(z) < 0, la funcién f’ es estrictamente
decreciente. Dado que f’(c) = 0, la funcién f’ cambia su signo de positivo
a negativo, y aplicando el teorema 2.4.7 tenemos que en el punto ¢ hay un
méximo relativo. [

Nota 2.4.9

Notemos que si f”(c) # 0, siempre existird un intervalo en que f” tendra el
mismo signo que en ¢, y por tanto bastara comprobar el signo de la segunda
derivada en el punto ¢ para decidir si el punto es un maximo o un minimo.H

Nota 2.4.10

Si f"(c) = 0, el criterio de la derivada segunda no decide. Podemos tomar
como ejemplos las funciones

En todas ellas, la derivada segunda en x = 0 es 0. f tiene un minimo en
r = 0, g tiene un maximo y para h el punto x = 0 no es ni maximo ni
minimo. [ |

2.5. Regla de L’Hopital

La regla de L’Hopital es un teorema sobre limites de cocientes f/g, que
asumen la forma indeterminada 0/0. En la expresion de la regla de L'Hopital
aparecen las derivadas de las funciones f y g, por tanto éstas deben ser
diferenciables en un cierto intervalo.

Formularemos el teorema para limites por la derecha (lim,_,,+). El mismo
resultado se obtiene para limites por la izquierda (lim,_.,-)y, combinando
ambos, para limites propiamente dichos (lim,_,).

Teorema 2.5.1 Sean f y g dos funciones diferenciables en el intervalo abier-
to la,bl. Supongamos que

lim f(z) =0, lim g(x) = 0.

z—at z—at
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Supongamos tambiés que ¢'(x) # 0 para x €]a,b[. Si el limite

TR

a—at (@)

existe y tiene valor L, entonces el limite
f(x)

lim —=
z—at ¢ (l’)

también existe y tiene valor L.

Demostracion. Usaremos el teorema del valor medio de Cauchy (teorema
2.4.5). Las funciones f y g pueden no estar definidas en los extrmos del
intervalo. El extremo superior no es importante y podemos siempre tomar
un x tal que a < = < b. Entonces f y g estan definidas y son continuas en
Ja, z]. Para extenderlas a a en forma continua, basta tomar f(a) = g(a) =0,
de modo que su valor coincide con el limite por la derecha. Tenemos pues dos
funciones f y g continuas en [a, z] y derivables en |a, z[. Segin el teorema del
valor medio de Cauchy, existe un punto C, a < ¢ < x tal que

(f(2) = f(a))g'(c) = (9(z) — g(a)) f'(c) = [fl2)g'(c) =g(x)f (c).

¢’ no se anula en ningtin punto del intervalo abierto, y por tanto ¢'(c) # 0.
Por otra parte, g(x) # 0, ya que si g(x) fuese igual a 0, por el teorema de
Rolle (teorema 2.4.3) aplicado a la funcion g en el intervalo [a, z], existiria
un punto y, a < y < x donde ¢'(y) = 0, lo cual contradice la hipotesis de
que la derivada ¢’ no se anula en todo el intervalo |a, b[. Por tanto, podemos
escribir sin ambigiiedad

@) _ [ @) W)
@) g@  awga) e @)
ya que ¢ — a cuando x — a. |

Teorema 2.5.2 Regla de L'Hopital. Sea f y g dos funciones continuas y
diferenciables en la union de intervalos intervalos I =la — 6,a[ U Ja, a + J[.
Supongamos que

lim f(z) =0, lim g(z) =0,

r—a r—a

64



con ¢ (x) # 0 en I y que el limite
!
tfm £

a—at (@)

existe y tiene un valor L. Entonces el limite

. f(x)
o g ()

también existe y tiene el mismo valor L.
Demostraciéon. Es inmediata combinando el resultado del teorema 2.5.1 y su
equivalente para limites por la izquierda. El limite

- f(@)
)

existe si y so6lo si los limites laterales existen y coinciden. Por tanto, basta
asegurarse que las hipotesis de los dos teoremas para limites laterales se
satisfagan. Notese que no es necesario asumir que las f'(a) y ¢'(a) existan, y
tampoco que, si existe, ¢'(a) # 0 |

Ejemplo 2.5.3

Consideremos el limite )
, sinx
lim
x—0

Es de la forma 0/0, pero aplicando la regla de 'Hopital tenemos que

. sinz , COST
lim = lim
z—0 X z—0 1

= 1.

2.5.1. Limites infinitos y la regla de L’Hopital

Diremos que lim,_,, f(x) = 400 si para cada nimero M > 0 existe un
namero 0 > 0 (que depende de M) tal que

f(z) > M siempre que |z —a| <.

Sea la funcion f(x) = 1/2%, y a = 0. Sea M > 0, y tomemos § = 1/v/ M.
Entonces, si |z| < §,tenemos que 1/2% > M, asi que
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lim — = +4o0.
Tr—a Qj2

La expresion lim, ., f(x) = —oo significa lo mismo de antes con la de-
sigualdad f(x) < —M. Los limites laterales infinitos tienen definiciones ob-
vias.

Por ejemplo, la funcion f(z) = 1/x tiene limites (probadlo a partir de la
definicion como ejercicio)

1
lim — = +o0.
z—0%+ I
Diremos que lim, ., f(z) = L si para cada ntimero ¢ > 0 existe un

namero N > 0 (que depende de €) tal que
|f(z) — L| <€ siempre que x> N.

La definicion del limite lim,_,_, f(z) es la misma pero cambiando la
ultima desigualdad por x < —N.
Volviendo a la funcion f(x) = 1/x, tenemos que

La regla de L’Hopital puede también usarse para indeterminaciones del
tipo 0o/00. Supongamos que

lim f(z) = +o0, lim g(z) = +oo.

r—a

Entonces,

tim £ _ 1y 1/9()

T—a g(.f) T—a 1/f($)

Ahora tenemos que

limizo, h’mL:O
w—a f(z) z—a g(x)
con lo que hemos convertido una indeterminacién del tipo co/oo en una
indeterminacion del tipo 0/0. Aplicando ahora la regla de L’H’6pital, tenemos
que
1 o 2 /
a=a1/f(x)  ema—f(x)/f2(x)  ama f'(x) ama g(x)
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asumiendo que todos estos limites existen. Despejando, obtenemos que

tim L8 gy @)

a=a g(x)  aag'(z)
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2.5.2. [Exercicis a la secci6 2.4 y 2.5

1. Trobeu tots els extrems relatius de les segiients funcions. Indiqueu si sén
maxims o minims.

a. 8r° —15z* — 802 +702° + 120z —40  b. sin(z)

c. cos(x) d. In(z)
e. — i+ 1)co(z) + Ssin(z)cos(x) + L £ LT
. —_ = T — SIN(x ) COS\T — . _—

g\t cos 1 1 22+ 1
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2. Calculeu els segiients limits:

. 3 3
a lim S0 037) b. lim =
x—0 sin(2x) z—o0 €7
1 — 2
c. lim —s1n':z;3 * d. lim —COS(Wx/ )
z—0 sin’x z—1 Inz
. 1 2
e. lfim LT £ 1im U7)
z—0 @25’3 —1 T—00 €T
, . % , 2
g'glgli%(l 2x) h. xllr(r)lex Inz
i lim z7s j. lfim (tan z)tn(®)
z—1 z—0t
2% 2%
k. 1fm = R p——
z—00 3% z—0 3
1 1
m. lim —82% n. lfm 2827
z—oo logg z—1logg x
i (1 1 ) PR A
o. lim [ — — — p- lim —
x—00 \ T sin x z—0 SInx
, sinx L 1348
q. lim ——— r. lim
z—o0 4 + sin x a—2x2+5
i 1 2 , 22— 51+ 2
s.llm (| —>— — — t.lm —m——
e—0\1—cosx a2 z—0 x
e
u. lim TV v. lim ¢
T—00 I — \/E r—oo et
.1 . -1
w. lim x> X. lim T
z—0+ z—oo % 4 o
tan(3 | in(1
. an(3x) 2 lim © (cos( nx).—i- sin(lnx))
z—0 In(1 + z) z—0+ 2sinx
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2.6. Serie de Taylor

Definicién 2.6.1 Sea f una funcion continua y tal que sus derivadas de
orden n ™ existen para todo n € N en un intervalo abierto del punto a. El
polinomio de Taylor de orden n se define como

n k) (g
Py (x) :Z—f @)z~ ay

k!
k=0

Notemos que el polinomio de Taylor de orden n para f’ es simplemente

z —a)

, k1) (g
P @) = () () = 3 L

k=0

PP (z) es una serie numérica para cada z. Podemos preguntarnos si el limite

de la serie
lim P}’(x)

n—oo

existe, y qué relacion tiene con la funcion f(x).

Para ello, asumamos que la funciéon f(x) puede ser representada como
una serie de potencias en torno al punto a (ver el ejemplo 2.1.1 d), es decir
por una serie del tipo

fl@)=>" fulz —a)*,

en un cierto intervalo Ja — d,a + ¢, con 6 > 0. Supongamos también que la
derivada “atraviesa” el simbolo de la suma infinita. Entonces

P (a) = k! fy,

y podemos concluir que la la serie

o k) (g
Z / k'< >(x —a)" (2.2)

es sumable y su suma es igual a f(x). Decimos que (2.2) es el desarrollo en
serie de Taylor de f(x) en torno al punto a.
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En realidad, se puede probar que si una funciéon es representable por una
serie de potencias (esto es, es una funcion analitica), entonces esa serie de
potencias es su desarrollo en serie de Taylor.

No es suficiente que una funcion sea C™ (es decir, que sus derivadas de
orden n existan para todo n € N) para asegurar que es una funcion analitica.
Por otra parte, a veces una funcién infinitamente derivable puede ser analitica
en un intervalo y no analitica en otro.

Ejemplo 2.6.2

Consideremos la funcion

1
z2—1

exp lz] <1
flz) =
0 lz| > 1
Esta funcion es C*°. Los tinicos puntos problematicos pueden ser +1. Exa-
minemos el punto z = 1.

lim ex =0,
s P x?—1

y por tanto la funcién es continua en x = 1. Sabiendo que

1

I 21 _,
el (22— Dm

exp

para todo m € N, podemos ver que la funciéon es C*° en el punto x = 1. Lo

mismo se puede probar para x = —1. Sin embargo, todas las derivadas son 0
en esos puntos, asi que si la funcién fuera analitica en un entorno de 1 6 -1,
seria idénticamente 0. |

Ejemplo 2.6.3

Volviendo al ejemplo 2.1.1 d, habiamos obtenido una representacién en serie
de potencias de la funcién

D DL S B W 1}

La serie no converge fuera de este intervalo, y decimos que su radio de con-
vergencia en torno al punto 0 es r = 1.
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Ahora bien, esta funcion es C* excepto para x = 1. Calculemos su deriva-
da enésima en el punto x = 2

oy M(=1)" n (o) — (_1\n
f )(90)—(35_—1)”7 FM@2) = (=1,
con lo que tenemos
@)=Y (-D)"z-2)",  x€L3]

k=1

Comprobad como ejercicio que la serie es convergente en el intervalo indicado.
Luego la serie tiene radio de convergencia 1 en torno al punto x = 2.
.,Cudl es el radio de convergencia para x = 37
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Capitulo 3

Integracion de funciones de una
variable

3.1. La integral como definicién del area

3.1.1. Concepto de integrabilidad

Consideremos un intervalo [a, b]. Una particion del intervalo es una colec-
cion finita de puntos de [a, b], tal que uno de ellos es a y otro es b. Los puntos
de una particion se pueden ordenar

a=ty<ti <---<t,.1<t,=b.

En lo que sigue, y salvo indicacién contraria, las particiones se referiran
al intervalo [a, b] y se denotaran como P = {tg,t1,...,t,}.
Sea f una funcion acotada en el intervalo [a, b]. Sea

M; = sup{f(z)/ti1 <z <t}

La suma inferior de f para la particion P se define como
n
L(f,P)=> my(t; — ti_y).
i=1
La suma superior de f para la particion P se define como

U(f,P)= ZMi(ti —ti ).
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Notemos que la funcién f debe ser acotada en todo el intervalo para que m;
y M; estén bien definidos. Por otra parte, no exigimos que f sea continua
(una funcion continua es siempre acotada en un intervalo cerrado).

Es inmediato demostrar que, para una particion dada L(f, P) < U(f, P).
[gualmente intuitivo pero no tan inmediato es demostrar que dadas dos par-
ticiones cualesquiera, Py @)

L(f,P) < U(f,Q).

Para demostrar esto, consideremos primero dos particiones P y () tales que
@ tiene solo un punto mas que P (@ contiene a P).

P:{to,tl,...,tn}
Q:{to,tl,...,tk_l,u7tk,...,tn}

L(f, P) — L(f, Q) = mk(tk — tk—l) — m'(u — tk—l) — m"(tk — u) =
my(u—tp_1) +mp(ty —u) —m/(u —tp_1) — m" (ty — u),

donde
m' =nf{f(x) [ t_1 <z <u}, m” =f{f(z) /u<z <t}

Pero
mp <m/, me <m”,

de donde
L(f,P)—L(f,Q) <0 = L(f,P)<L(f,Q).

Igualmente podemos demostrar que U(f, Q) < U(f, P) y por tanto
L(f,P) < L(f,Q) <U(f,Q) <U(f, P).

Lema 3.1.1 Sea f una funcion acotada en el intervalo |a,b|. Si la particion
Q) contiene a la particion P, entonces

L(f,P) < L(f.Q) y U(f,Q) <U(f, P).

Demostracion. Existe una secuencia de particiones
P:P1CP2,"'CP1:Q

tales que P; tiene s6lo un punto méas que P;_;. Basta aplicar el argumento
anterior repetidamente para obtener el resultado. [
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Teorema 3.1.2 Sea f una funcion acotada en el intervalo [a,b] y sean Py y
Py dos particiones arbitrarias de |a,b]. Entonces

L(f,P) <U(f, P).

Demostracion. Consideremos la particion P = P, U P,. P contiene a P; y a
Ps. Usando el lema 3.1.1 tenemos que

[

Tenemos por tanto que U(f, P), para cualquier P, es una cota superior
del conjunto de todas las sumas inferiores, en particular, U(f, P) es mayor o
igual que la cota superior minima de las sumas inferiores. Es decir,

sup{L(f,P")} <U(f,P)  paratodo P.

[gualmente, L(f, P), para cualquier P, es una cota inferior del conjunto
de todas las sumas superiores, en particular, L(f, P) es menor o igual que la
cota inferior méxima de las sumas superiores. Es decir,

L(f,P) <inf{U(f, P")} para todo P.

Asi pues,

sup{L(f, P")} < mf{U(f, P")}.

Definiciéon 3.1.3 Decimos que una funcion f acotada en el intervalo [a,b]
es integrable en dicho intervalo si

sup{L(f, P)} = f{U(f, P)}.

Este nimero es la integral de f sobre [a,b] y se denota como

bf 0 bien bfxd:zc.
/ | 1@
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Ejemplo 3.1.4

Sea f(z) = clafuncion constante en [a, b]. Para cualquier particion se cumple
que m; = M; = c y por tanto

L(f,P)=U(f,P)=c(b—a).

Esto implica que f es integrable y que

/abcdx:c(b—a).

Ejemplo 3.1.5

Sea f la siguiente funcion

fz) =

{0 si « es irracional

1 si x es racional

Consideremos una particion P cualquiera del intervalo [a,b]. En cualquier
subintervalo [t;_1, t;] existe siempre un niimero irracional, y por tanto m; = 1.
Por otra parte, en cualquier subintervalo existe también un ntimero racional,
y por tanto M; = 1. Tenemos que

L(f,P)=0, U(f,P)=b—a para cualquier particiéon P.
Esta funciéon, por tanto, no es integrable. [ |

Teorema 3.1.6 Sea f una funcion acotada en [a,b]. Entonces f es integrable
sobre [a,b] si y solo si para todo € > 0 existe una particion P de [a,b] tal que

U(f,P)— L(f,P)<e

Demostracion
(«) Supongamos que para cada € > 0 existe una particion P tal que U(f, P)—
L(f, P) < e. Tenemos que

inf{U(f, Pl)} - Sup{L(fv Pl)} < U(fv P) - L(f7 P) <,
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de lo que se sigue que inf{U(f, P")} = sup{L(f, P')} y por tanto la funcion
es integrable.

(—)Si f es integrable inf{U(f, P")} = sup{L(f, P")}, luego, para cada ¢ > 0
siempre podemos encontrar particiones P’y P” tales que

U(f, P") — L(f,P') < e.

Tomemos una particion P que contenga a P’y a P”. Usando el lema 3.1.1
obtenemos

U(f,P)—L(f,P)<U(f,P")— L(f,P) <e

3.1.2. Propiedades de la integral

Teorema 3.1.7 Sea f una funcion integrable en el intervalo [a,b] ya < ¢ <
b. Entonces, f es integrable en los intervalos [a,c] y [c,b] y

[r=f ]

Demostracion. Si f es integrable en [a, b], aplicando el teorema 3.1.6 sabemos
que para cada € > 0 existe una particion P tal que

U(f,P)— L(f,P) < e.

Anadimos el punto ¢ a la particion P (si no lo contiene). La nueva particion
también satisfara la desigualdad anterior. La denotamos por P’. Considere-
mos a hora las particiones

P ={ty=a,...t;=c} dela,(]
sz{tj:C,...tn:b} de[c,b]

con P' = P, U P,. Se cumple que

L(f,P") = L(f, P\) + L(f, I»)
U(f7PI)ZU(f7P1)+U(f7P2)7

luego

(U(f, P) = L(f, P)) + (U(f, P2) = L(f, P»)) = U(f, P') = L(f, P') < e.
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Los términos entre paréntesis son no negativos, luego

U(f, ) = L(f, 1) <e, U(f, P2) = L(f, P») <e
y la funcion f es integrable sobre los intervalos [a, c] y [c, b]. Obsérvese que
c b
LeP)< [ FSUGR) LR < [ 1<UGP),

y sumando ambas desigualdades

Lg.p <P < | et | r<vip<ugp

para todo P. De este modo

/jf=/jf+/cbf.

Nota 3.1.8

Podéis probar como ejercicio que si f es integrable en los intervalos [a, ] y
[, b], entonces es integrable en [a, b] (ver [3]). |

Teorema 3.1.9 Si f y g son integrables en [a,b] y ¢ € R entonces f+ g y
cf son integrables sobre |a,b] y

/ab<f+g>:/abf+/abg, /abcfzc/abf

Demostracion. La demostracion no es dificil y la podéis mirar en cualquier
libro de texto (por ejemplo [3]). Se usa, como en la demostracion precedente,
el teorema 3.1.6. |

Teorema 3.1.10 Sea f es integrable en |a,b]. La funcion

0=/
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Demostracién. Sea ¢ € [a,b]. Sea M una cota superior para f
f@ <M Ve € ol

Para € > 0 tenemos

rern /awf‘ [ /Ccﬁf‘

Tenemos que
cte
—Meg/ f<Me = —Me<F(c+e)—F(c)< Me
= |F(c+¢€)— F(c)] < Me.
Basta tomar 0 = ¢/M y tenemos que

lim F(c+¢€) = F(c).

e—0t

Para el limite izquierdo se puede usar un argumento similar, y tener en cuenta

que, por definicion, si a < b
a b
[
b a

3.2. Teorema fundamental del calculo

Teorema 3.2.1 Primer teorema fundamental del calculo. Sea f una funcion
integrable en el intervalo |a,b]. Sea

F(:B):/jf, x € [a,b].

Si f es continua en [a,b], entonces F' es derivable en |a,b| y
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Demostracién. Tenemos que

vy 1. Fle+h)—F(c)
Fc) = Jim h ‘

Supongamos que h > 0.

c+h
F(c+h)—F(c):/ 1.

Sean my y My, el infimo y el supremo respectivamente de f(x) con = €
[c, ¢ + h]. Sabemos que

F(c+h)—F(c)

< M,

ct+h
mhh§/ fSMhh = my <
C
Dado que f es continua, tenemos que
Ii = lim M}, =
g T g e f(e),
lo cual implica que

F(c+h) — F(c)

lim . = f(c).

h—0t

Para el limite izquierdo podemos usar un argumento similar, y por tanto
tenemos que

F,(C):llll,L%F(c—i-h})L—F(c) ~ o).

Corolario 3.2.2 Si f es continua en [a,b] y g es tal que f = ¢, entonces

/abf = g(b) — g(a).

Demostracion. Sea F(z) = faw f. Entonces F' = f, luego F' = g + k para
k € R. Basta considera la condicion de contorno F(a) = 0, y por tanto
k= —g(a), luego

F(z) = g(z) — g(a).

Basta tomar = = b y tenemos el resultado. |
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Teorema 3.2.3 Segundo teorema fundamental del calculo. Si f es integrable
en [a,b] y g es tal que f = ¢, entonces

[ 1= ot

Demostracion. Sea P = {ty,...,t,} una particién del intervalo [a,b]. Con-
sideremos el intervalo [t;_1,t;] y apliquemos el teorema del valor medio a la
funciéon g en ese intervalo,

g(ti) —g(tica) = g'(xa)(ti — tia) = fi)(ti — tiza)

para algin z; € [t;_1,t;]. Claramente tenemos que

mi(ti —tica) < fzi)(ti — tia) < Mi(ti —tia) =
mi(ti —tic1) < g(ti) — g(tio1) < Mi(ts —tioa),

y sumando para todos los subintervalos

Zml i — tic1 <g <Zmz zi_zl):U(faP)'

Esto es cierto para toda particion P. Pero ésta es la definicién de la integral
de una funcion integrable, luego
b
_ / f
a

Teorema 3.2.4 Si [ es continua en |a,b] entonces f es integrable en [a,b].

Demostracién. Consideremos el intervalo [z, y], a < x < y < by las funciones

L(z,y) = sup{L(f, P)},  Ul(z,y) = mt{U(f, P)},

donde P denota una particion del intervalo [x,y] y el supremo y el infimo
estan calculados sobre todas las particiones posibles de este intervalo. Si la
funcion es integrable en el intervalo [z, y], entonces L(x,y) = U(x,y), pero en
general L(x,y) < U(z,y). Aunque la funcién no sea integrable, el supremo
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y el infimo (a veces llamados integral inferior e integral superior) satisfacen
las propiedades

L(x,c) + L(c,y) = L(z,y), U(z,c) +U(c,y) =U(z,y), x<c<uy.

(Probadlo, como ejercicio).
Nosotros queremos demostrar que L(a,b) = U(a,b).
Sea ahora h > 0 y sean

mp = Wf{f(t), t € [z,x + h|}
M, = sup{f(t), t € [,z + h]}
Tenemos que
mp-h < L(x,x+h) <U(z,x+h) < M, - h.
Esto es equivalente a escribir
mp-h < L(a,x+h)— L(a,x) <U(a,x+ h) — U(a,z) < M, - h.
Dividiendo por h > 0,

L(a,x+h)— L(a,x) _U(a,x+h)—U(a,zx)

< < M,
= h = h =
Pero f es continua en x, luego
Jim my, = lim M), = f(x),
y esto implica
., L(a,x+h)—L(a,x) Ula,x+h)—U(a,x)
1 = = .
B0 I h /(@)

El mismo tipo de argumento se puede usar para h < 0, y por tanto hemos
demostrado que

L'(a,z) =U'(a,z) = f(x) = Ula,z) = L(a,x)+ k.

(La derivada estd calculada con respecto a la variable x). La condiciéon de
borde nos dice que

L(a,a) =U(a,a) =0 = k=0 = Ul(a,z)=La,z).
En particular

U(a,b) = L(a,b) = lafunciéon f es integrable.
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3.3. Las funciones trigonométricas

Consideremos el plano R? con coordenadas cartesianas (z,y) y en él el
circulo unidad definido por la ecuacion

2 +y? =1

Consideremos sélo los puntos del semiplano superior, y > 0. El semicirculo
dentro del semiplano superior es la grafica de la funcion

y=fr(z)=+vl—2a%  yel[-1,+1]
El semicirculo en el semiplano inferior corresponde al otro signo de la raiz
y=f(x)=-v1-2%  yel[-1,+1]

Las funciones f. son continuas, y por tanto integrables. Llamaremos 7 al area
del circulo unidad, calculado como dos veces el area de la region comprendida
entre el eje horizontal y la grafica de f,.

1
7'(':2'/ v1—t2dt.
—1

Se puede demostrar que 7 es un niimero irracional, y hay muchas formas de
calcular aproximaciones a este nimero.

Consideremos ahora un punto x € [—1,1]. El punto con coordenadas
cartesianas P = (x,4++v/1 — 2?) es un punto sobre la circunferencia. La recta
que va desde el origen O hasta P determina un sector circular, definido
como la regién interior al circulo unidad y limitada por el semieje horizontal
positivo y la recta OP. Sea Q = (x,0). Podemos calcular el area de este
sector circular como el area del triangulo O PQ),

1
§x\/ 1— 22

mas el area del la region delimitada por el eje horizontal y la grafica de f,
en el intervalo [z, 1], esto es,

1
/ V1 —t2dt.
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Tenemos entonces que el area del sector circular determinado por x es
A(z) = %xm + /1 V1 —t2dt. (3.1)
Es facil comprobar que esta misma féormula es valida para x < 0. Por ejemplo,
A(=1) = /1 VI—dt = g A(0) = 0.
-1

De hecho, tenemos que A(x) es una funcion continua, derivable y decreciente,
v 0 < A(x) <m/2.

Consideremos ahora 6 € [0, 7]. Definimos el coseno de 6 como el punto
x € [—1,1] tal que el sector circular determinado por (z,v/1 — x?) tiene 4rea
0/2, esto es

1
A(x) :%x\/l—x2+/ \/1—t2dt:g.

El dngulo 6 es por tanto proporcional al drea del correspondiente sector cir-
cular. Denotaremos = = cos 6. El seno de # se define simplemente como

sinf = V1 — 22 = /1 — (cosf)2.

Las definiciones del seno y el coseno cuando 6 € [rr, 27] pueden extenderse
como
sinf = —sin(27 — ), cos ) = cos(2m — 6).

Estos dngulos representan sectores circulares determinados por puntos (z, —v/1 — x?),
y son asi mismo proporcionales al area.

Queremos ahora calcular las derivadas de las funciones seno y coseno.
Tenemos que

B(cosf) = 2A(cosf) =0,

luego la funcion B = 2A es la inversa del coseno. Por la regla de la cadena
tenemos que

1
B'(cosf) -cos'd =1 = cos'd= Bilcosd)’
Basta ahora calcular B’, pero de la ecuacion (3.1) se obtiene que
1 1 1
B(r) = ——, = B(cosf)=—

V1— 22’ \/1—x2:_sin9'
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Por tanto,
cos' § = —siné.

Dado que sinf = /1 — (cos )2, es facil deducir que

sin’ @ = cos .

3.4. Las funciones logaritmica y exponencial

La funcién exponencial tiene una definicién natural e intuitiva para ntmeros
racionales. Pero esta definicion no puede extenderse para todo nimero real.
Para definir correctamente las funciones exponencial y logaritmica, el con-
cepto de integral viene en nuestra ayuda.

Definiciéon 3.4.1 Definimos la funcion logaritmo, In para x > 0 como

1
ln:z::/ —dt.
1t

Veremos que las propiedades usuales del logaritmo pueden deducirse con
esta definicion. En primer lugar, es facil ver que

Inzx>0siz>1, yque Inzx<0 siz<]l.

Esto es asi porque 1/t > 0 si t > 0, y la integral se puede interpretar como
el area comprendida entre la curva de la funcién y el eje horizontal. Ademas,

/abf=—/baf,

con lo que se obtiene el signo negativo para valores x < 1.

El teorema fundamental del célculo nos asegura que la funciéon In es de-
rivable y su derivada es

1

In'(z) = —.
() = -
Consideremos ahora y > 0 y definamos la funcion auxiliar

f(x) = In(zy).
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Derivando (siempre con respecto a x) y aplicando la regla de la cadena ob-
tenemos

f(z) = (zy) -y = — = In'(x).
Esto quiere decir que
f(x)=Inz +c,

para alguna constante c. Sustituyendo x = 1 podemos calcular el valor de
esta constante:
f(l)=lny=Inl+c=c

Luego
In(zy) =Inz + Iny,

que es otra de las propiedades del logaritmo.
Es facil deducir que

Inz" =nlnx, para n un ndmero natural,

y que
x
In—=Inz—Iny.

(Demostradlo como ejercicio.)

El dominio de definicién de la funcién In es el conjunto de los reales
positivos, RT (excluido el 0). Nos interesa conocer el rango de esta funcion.
In es una funciéon creciente. Consideremos, para un niumero natural n

In2" =nln2 > 0.

Esta sucesion tiende a oo cuando n tiende a oo, y por tanto podemos deducir
que la funcién In no esta acotada superiormente. Igualmente,

1

1n(2)” —nlns <0,

2

Esta sucesion tiende a —oo cuando n tiende a oo, y por tanto podemos
deducir que la funcion In no esta acotada inferiormente. Dado que la funciéon
In es continua, podemos concluir que el rango es todo R.
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Definicién 3.4.2 La funcion exponencial se define como la inversa del log-
aritmo
expy =In"ty.
|

El dominio de exp es todo R mientras que el rango es R™. Podemos deducir
ahora otras propiedades de la funcion exponencial. Por ejemplo, su derivada

es
1 1

I — 1 -1y = - B ‘
exp'y = (In"")'(y) In'(In"'(y)) 1n—11y o

Si x e y son dos nimeros reales, entonces
exp(r +y) =expx-expy.
Para demostrar esta propiedad basta aplicar In a ambos lados de la igualdad.

El ntimero e se puede definir como
‘1
e=expl, & 1:1ne:/ ;dt.
1

Se puede demostrar que e es un nimero irracional.

Finalmente, podemos cambiar la base del logaritmo y de la exponencial.
Hasta ahora habiamos trabajado en base e.

Definicién 3.4.3 Sea a > 0, definimos
a® = exp(zlna).
[

Esta es la exponencial en base a. Notese que para a = e la definicién es
consistente, es decir
expr = ¢e*

en la nueva notacioén.

El logaritmo en base a es la inversa de la funciéon exponencial en base a.
El resto de propiedades de las funciones logaritmica y exponencial se siguen
facilmente de estas definiciones. Por ejemplo, es inmediato ver que

(a®) =a"Ina.

Luego s6lo en base e es la funcion exponencial igual a su derivada.
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