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INTRODUCCION



10 Capitulo 1. Introduccién

Desde que en 1910 Rutherford descubrié el nticleo atémico en su
famoso experimento, los fisicos han tratado de desentranar cual es la
naturaleza de la interaccién fuerte, una fuerza de un alcance cortisimo
pero de una intensidad extraordinaria.

En los anos 50 y 60 los estudios de la interaccién fuerte en hadrones
obtuvieron importantes resultados basados en el andlisis de la estruc-
tura de la matriz S empleando técnicas de relaciones de dispersion. Sin
embargo, los resultados obtenidos en base a estas técnicas carecian del
fundamento tedrico que tendria una teoria de las interacciones fuertes
basada en primeros principios.

A finales de los 60 el panorama cambié. En los estudios encamina-
dos a encontrar alguna logica entre los muchos hadrones descubiertos
aparecio la primera indicacién de que los hadrones no eran particu-
las elementales. La clasificacion de los hadrones, el espectro de masas
hadrénicas y las interacciones entre hadrones se podian explicar, al
menos cualitativamente, si se consideraba que los hadrones estaban
constituidos por quarks.

Del mismo modo que Rutherford investigo la estructura interna del
atomo bombardedndolo con particulas suficientemente energéticas (par-
ticulas ), en los afios 60 se repiti6é un experimento analogo para sondear
la estructura del protén en SLAC. En esta ocasion el proyectil era una
particula sin estructura (un electrén) acelerada hasta altas energias.

Los resultados del experimento confirmaron que el protéon era una
particula compuesta por quarks y que estos se comportaban como par-
ticulas libres a las altas energias en que se realizaron las pruebas. Esta
caracteristica fue denominada libertad asintotica.

El siguiente paso era encontrar una teoria fundamental para la in-
teraccion de los quarks que satisfaciera los resultados empiricos: lib-
ertad asintética a altas energias y confinamiento (en el interior de los
hadrones; los quarks no existen libres en la naturaleza) a bajas energfas.

En los estudios tedricos se encontré ([1, 2] y otros) que las caracte-
risticas requeridas las poseen las teorias de campos gauge no abelianos.

Por otro lado existia la evidencia de que los quarks debian poseer
un nuevo numero cuantico: el color. Esto resolvia ciertos problemas
técnicos, como la construccion de la funcién de onda de los bariones.

Finalmente la teoria qued¢ establecida cuando Fritzsch y Gell-Mann
identificaron la simetria de color con el grupo gauge sobre el que debia
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construirse: SU(3), donde el 3 es el niimero de colores que puede poseer
un quark [3]. Esta teorfa fue denominada Cromodindmica Cudntica
(QCD, en inglés).

Desde entonces, QCD ha superado con éxito varios tests y, actual-
mente, se considera la teoria fundamental de las interacciones fuertes.

La interaccion entre los quarks queda explicada con el intercam-
bio de gluones entre ellos, de manera similar a lo que ocurre en Elec-
trodindmica Cudntica (QED, en inglés) donde los electrones interaccio-
nan entre si intercambiando fotones.

La analogia termina en el hecho de que, mientras los fotones no
interaccionan entre si, los gluones si que lo hacen. Es este fenémeno lo
que genera la libertad asintotica de los quarks.

De manera cualitativa, las propiedades de confinamiento y libertad
asintética se pueden intuir al ver la evolucion de la constante de aco-
plamiento a; (acoplamiento quark-gluén) con la energia involucrada.

QCD es una teoria renormalizable, por lo que es posible, gracias
a las ecuaciones del grupo de renormalizacion obtener la evolucién en
energia de a4(E). Se observa que a,(FE) decrece conforme la energia
E aumenta. Es decir, cuando FE tiende a infinito los quarks quedan
libres. Por otro lado, cuando E es pequena a,(F) es muy grande. La
teoria deja de ser perturbativa a bajas energias porque la interaccion
es muy fuerte. Los quarks quedan confinados en hadrones con niimero
cuantico de color nulo.

Esto hace que QCD sea soluble de manera perturbativa a altas
energias, pero que, por otro lado, a bajas energias sea imposible estudiar
las interacciones de los hadrones en términos de quarks.

En esta tesis estudiaremos algunos aspectos basicos de las interac-
ciones fuertes en el régimen de bajas energias. Obtendremos resultados
para amplitudes de scattering, desfasajes, factores de forma, etc. Todo
ello restringido al caso de mesones.

Ahora bien, a energias tan bajas (siempre menos de 1 GeV) hemos
visto que QCD no es perturbativa y calcular cualquier observable es
imposible.

Sin embargo, como veremos en el capitulo 2 existe una solucién
al problema: construir una teoria efectiva de las interacciones fuertes.
Empleando los grados de libertad relevantes a esas energias (los mesones
7, K, n) e imponiendo las mismas simetrias que posee el lagrangiano de
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QCD se obtiene un lagrangiano efectivo que describe las interacciones
fuertes de dichos mesones a bajas energias: es el lagrangiano de la
Teorfa Quiral de Perturbaciones (ChPT, en inglés). Esta teorfa fue
desarrollada fundamentalmente en [4, 5, 6, 7] y ha sido aplicada con
éxito en numerosos calculos de observables.

Al ser una teoria efectiva valida sélo por debajo de cierta escala de
energia sus resultados estan siempre organizados en serie de potencias
de momentos y masas sobre dicha escala.

La misma idea utilizada en ChPT se empleé de nuevo en [8, 9]
para poder describir energias superiores. Al aumentar la escala de e-
nergia el lagrangiano efectivo tiene que incluir los nuevos grados de
libertad accesibles: las resonancias. Con esta nueva teoria efectiva el
niumero de procesos a estudiar es mayor ya que ahora contiene también
interacciones entre resonancias y los mesones 7, K, 7.

En el capitulo 3 se introduce otra herramienta 1til para la com-
prensién de las interacciones fuertes: la expansion sobre el nimero de
colores N, [10].

En el mundo real el nimero de colores es igual a tres, sin embargo,
desarrollando QCD como una serie de potencias en 1/N, la interaccién
fuerte se simplifica. Tanto es asi, que esta expansion es la tinica expli-
cacion conocida para muchas de las caracteristicas observadas exper-
imentalmente de las interacciones fuertes. Algunos de sus resultados
nos son de gran utilidad a la hora de estudiar en las interacciones entre
mesones qué contribuciones son las mas importantes.

Empleando ChPT, el lagrangiano efectivo de las resonancias y la
expansion en 1/N, es posible explicar muchos de los fenémenos de bajas
energias. El proposito de esta tesis es utilizar métodos que nos permitan
llegar a energias mas altas a partir de los lagrangianos quirales efectivos
mencionados.

En general los observables calculados por medio de lagrangianos
quirales quedan expresados en forma de series de potencias de masas y
momentos. Para aumentar el rango de energias validas es fundamental
encontrar métodos matematicos que nos permitan resumar en buena
aproximaciéon las contribuciones a todos los érdenes en potencias de
moimentos.

Para ello mostraremos en esta tesis la eficacia de dos métodos: la
ecuacién de Omnes [11, 12] y el Método de la Amplitud Inversa (IAM,
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en inglés) [13, 14, 15].

Ambos métodos se basan en la propiedades de analiticidad y uni-
tariedad que deben satisfacer las amplitudes de scattering. Es decir,
hemos vuelto a las técnicas desarrolladas en los anos 60 en el estudio
de las interacciones fuertes, pero con la ayuda esencial ahora de los
lagrangianos efectivos.

En el capitulo 4 hacemos una descripcion detallada del factor de
forma del pién [16, 17] aplicando el método de la ecuacién de Omnes a
los resultados de los lagrangianos quirales. Obtenemos una parametrizacién
que describe muy bien los datos experimentales hasta 1.2 GeV y com-
probamos que la resumacion que este método efectia de la serie de
potencias es una aproximacién muy buena [18].

En el capitulo 5 volvemos a aplicar dicho método para describir esta
vez los factores de forma pién-kaén y el factor de forma del kaén con
buenos resultados.

En el capitulo 6 trabajamos en el otro método, el IAM. En concreto
utilizamos una expresion matricial que permite trabajar con canales
acoplados. Mostramos la eficacia de este método al ser capaces de
describir de manera satisfactoria desfasajes e inelasticidad de las am-
plitudes de scattering 77 — 7w y 7w — KK, asi como los factores de
forma escalar y vectorial del pién [19].

Por 1ultimo incluimos unos apéndices con algunos aspectos técnicos
de los calculos implicados en los capitulos precedentes, asi como una
aplicacion directa de ChPT en el estudio de la polarizabilidad del kaén
mostrado en el Apéndice G [20].

Con los dos métodos de resumacion que se describen en este trabajo
hemos conseguido extender el rango de energias hasta 1.2 GeV aproxi-
madamente y describir con una base tedrica justificada un buen ntimero
de observables fundamentales para la comprension de las interacciones
fuertes a bajas energias.
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2.1 Simetrias de QCD

La Cromodinamica Cuéntica (QCD, siglas en inglés) es la teoria fun-
damental de las interacciones fuertes. Describe las interacciones entre
quarks y gluones. Desde el punto de vista experimental se encuen-
tra bien confirmada cualitativamente: medida del nimero de colores,
libertad asintodtica, etc. Cuantitativamente los mejores resultados se
han obtenido, como es légico, en la region de altas energias, donde la
constante de acoplamiento oy es pequena y la teoria se puede resolver
perturbativamente. Se han realizado numerosos experimentos con re-
sultados ajustados a la prediccién tedrica.

En la regién de bajas energias la teoria no es perturbativa debido
a que a4 es demasiado grande. La interaccion es tan fuerte que los
quarks y gluones no pueden existir como estados libres. Los estados
asintéticamente libres son en este caso los hadrones (mesones y bari-
ones).

La teoria efectiva de QCD en esta regién de energias es la Teoria
Quiral de Perturbaciones (ChPT). En ella, como veremos més ade-
lante, los grados de libertad involucrados son los mesones del octete
pseudoescalar (7, K, 7).

Como toda teoria efectiva, ChPT debe poseer las mismas simetrias
que el lagrangiano fundamental del que procede, en este caso QCD,
s6lo que expresadas a partir de diferentes grados de libertad. Veamos
por tanto cudles son las simetrias que presenta QCD.

En el caso maés sencillo consideraremos sélo tres sabores de quarks:
u,d y s, y con masas nulas. El lagrangiano de QCD restringido a estas
condiciones es

o da S
Locp = =3 GwGa” + @y " Dugr + @@ry" Dudr (2.1)
donde ¢ es un vector en el espacio de sabores (u,d,s). Su descomposicion
en helicidades left y right responde a

1— 1+~
a="— °q, an=— °q. (2.2)
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En primer lugar este lagrangiano es invariante bajo las simetrias discre-
tas siguientes: paridad (P), conjugacién de carga (C) e inversién tem-
poral (T).

Pero lo importante es que también presenta invariancia bajo la
simetria quiral global en el espacio de sabor

U(L)y x U(L)4 x SU3), x SU(3)x. (2.3)

La simetria U(1)y corresponde al nimero baridnico y se satisface triv-
ialmente. No ocurre lo mismo con la simetria U(1)4 que esté rota por
efectos cudnticos (anomalia).

Finalmente, como simetria relevante nos queda el grupo quiral SU(3) [ x
SU(3)gr. Actia independientemente sobre cada estado de helicidad de
los quarks de la forma

qr — 914,  4r — 9rqr,  9L.rR € SU(3), 5 - (2.4)

Por el teorema de Noether las corrientes asociadas

Aa
J¢ = QXW“?QX, (X=L,R;, a=1,..38) (2.5)

son conservadas (A, son las matrices de Gell-Mann).

Dadas estas simetrias, si realmente fueran manifiestas en la natu-
raleza de las interacciones fuertes deberian quedar plasmadas en el pro-
pio espectro hadrénico. En particular, los octetes mesénicos de menor
masa deberian ser dos: uno escalar y uno pseudoescalar, ambos degen-
erados en masa. Esto no sucede en la realidad debido a que la simetria
quiral estd espontaneamente rota.

La simetria que subyace bajo la estructura del espectro hadrénico
es SU(3) vectorial. Todos los estados hadrénicos estan definidos por
las representaciones irreducibles de este grupo. Por tanto, el patron de
la rotura espontanea de la simetria quiral es

SU(3), x SU (3), — SU (3),, . (2.6)

Por el teorema de Goldstone sabemos que existiran ocho bosones pseu-
doescalares sin masa procedentes de los ocho generadores de SU (3), x
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SU (3) /SU (3),, que ya no dejan invariante el vacio. Es sencillo iden-
tificarlos como los componentes del octete pseudoescalar mas ligero: el
octete m, K, n.

Pero aparte de esta rotura espontanea existe también una rotura
explicita de la simetria quiral en el lagrangiano de QCD que generara
las masas de los pseudoescalares.

Para verlo claramente escribimos el lagrangiano de QCD acoplado
a campos clasicos externos

Locp = Loep + ;qv“ (1 =) g + ;qv“ (14+75) g — G (s —iv5p) q.-

(2.7)

Siendo [, el campo left, , el right, s el escalar y p el pseudoescalar.

Este lagrangiano es invariante bajo las transformaciones locales sigu-
ientes

qr — 9149z, qr — 9RAR, (2.8)
Lo = grlugh + 900,95, Tu = grrugh +igrOugk
s+ip—>gR(s+ip)gE

Esta simetria también debera ser satisfecha en la teoria efectiva y por
tanto serd la utilizada a la hora de construir el lagrangiano de ChPT.

Podemos ver en (2.7) como fijando s a un valor dado en el espa-
cio de sabores generamos un término de masa para los quarks. Esto
rompe la simetria quiral de manera explicita y, como se vera en la sigu-
iente seccién, hace que los bosones de Goldstone (octete pseudoescalar)
adquieran masa.

2.2 ChPT

La Teorfa Quiral de Perturbaciones (ChPT) es la teorfa efectiva de QCD
para bajas energias. En ella los grados de libertad son los campos del
octete pseudoescalar mas ligero, i. e. m, K, 7.
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Para un estudio exhaustivo del tema existen abundantes referencias
en la literatura, [4, 5, 6, 7, 21, 22| entre otras, donde se muestra el
origen del lagrangiano efectivo a partir de las simetrias y también las
variadas aplicaciones fenomenoldgicas que de él se derivan.

Aqui simplemente resumimos algunos aspectos relevantes a la hora
de construir el lagrangiano y mostramos la notacién que se empleara
en el resto del trabajo.

A partir del patrén de la rotura espontanea de la simetria

SU (3), x SU (3), — SU (3),, (2.9)

conocemos la ley de transformacion de los campos pseudoescalares en
una representaciéon dada bajo la actuacién del grupo quiral.
Escogiendo la representacion matricial

U(¢) =u(¢)’ = expliv2d/f], (2.10)
donde
1 0 1
1 - ﬁ'ﬂ' +%7]8 X 7T+ X K+
r) = =06 = T —5m s KO (2.11)
K~ K’ _%778

conocemos cémo se transforma bajo SU (3); x SU (3)x:

U (¢) = grU () g} - (2.12)

Como ChPT es la teoria efectiva de QCD, su lagrangiano debe satisfacer
las mismas simetrias. Es decir, invariancia bajo paridad, conjugaciéon
de carga, inversién temporal e invariancia bajo transformaciones locales
SU (3), x SU (3)p [ver ecuacién (2.8)].

Con estas simetrias podemos construir el lagrangiano invariante mas
general posible y organizarlo como una serie de potencias en momentos
(i.e. en numero de derivadas). Debido a la invariancia bajo paridad
los términos de la serie corresponderan siempre a ntimeros de potencias
pares, esto es

L=Lo+Ly+-- (2.13)
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2.2.1 Orden p?

El primer término de este desarrollo en serie es

2
Lo = "; (DUTD*U + Ut + XU ) . (2.14)

Los campos externos l,,r, s y p aparecen en las derivadas covariantes
(debido a que la simetria es local) y en la matriz x:

DU =0,U—ir,U+iUl,, D, U'=0,U" +iUlr,—it,U", (2.15)
X = 2By(s +ip),

donde By es una constante indeterminada.

Aparecen en L, dos constantes, f y By, que no pueden fijarse a
partir de la simetria quiral. Sus significados fisicos al orden méas bajo
son sencillos de comprender. f es la constante de desintegracion del
pion definida por el elemento de matriz de la corriente axial entre el
vacio y un pion,

()78 7*) = ivafp". (2.16)

A orden p? tendremos fr = f = 93.3 MeV.
Por otro lado la constante By esté relacionada con el condensado de
quarks por medio de

<0 )GJ q
y tiene su origen en la rotura espontanea de la simetria quiral.

Pero la teorfa efectiva (ChPT) ademds de reproducir la rotura esponténea
de la simetria quiral que tiene lugar en QCD también reproduce la
rotura explicita que genera las masas del octete de mesones pseu-
doescalares.

Fijando s = M = diag(m,,, mg, ms) y p = 0 se rompe explicitamente
la simetria quiral en el lagrangiano efectivo y los pseudoescalares (7,K,n)
adquieren masa. Es mas, incluso SU(3)y se rompe explicitamente dado
que las masas de los quarks no son iguales.

0) = — f*Byo” (2.17)
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En el caso particular de conservacién de isospin (m, = mg) se ob-
tiene que las masas satisfacen la relacion de Gell-Mann-Okubo:

3M;: = 4Mj — M. (2.18)

En el resto de este trabajo siempre consideraremos que el isospin es
conservado.

El lagrangiano quiral a orden p?, Lo, reproduce de manera sencilla
los resultados del algebra de corrientes. Ademas permite calcular cor-
recciones de orden superior de manera sistematica.

2.2.2 Orden p*

Los diagramas a un loop con vértices de £, dan lugar a contribuciones
de orden p*. Pero también tendremos contribuciones de orden p* prove-
nientes directamente de L,.

Imponiendo las mismas simetrias que en el caso de £, el lagrangiano
més general posible de orden p* es el siguiente:

£i= L (DU'DT) + Ly (DU DU (DU DU
+Ls (DUtD*UD,UtDYU) + Ly (DUTDHU ) (Utx + XU
+Ls (DUDU (U + X1U)) + Ls (Ux + XU (2.19)
+Lr (U = X1U) + Ls (X UXU + UXUTY)
—~iLy (Fif DLUD,UY + Ff* D,UTD,U ) + Lo (UTF{ U Fy,, )
+Hy (Fru Fi + Frun FiY) + Hy (X'x)

donde

FIY = 0" =0 0 =il ), FR = 0t 0 i) (2.20)
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Las constantes L; y H; son arbitrarias, no fijadas por la simetria, y
son los contratérminos que absorben las divergencias producidas por
los loops con vértices de Ls.

En general, aunque, como toda teoria efectiva, ChPT no es renor-
malizable (necesita infinitos contratérminos) si que lo es orden a orden.
De este modo, a un orden dado las predicciones siempre seran finitas.

En regularizacién dimensional (con la notaciéon D = 4 + 2¢) las
constantes desnudas L; se redefinen como

¥

Li=L'(p) + —
7 ’L(lu)+ 327T2

1
( —In(4r) +v—1+In ,ﬁ) , (2.21)
€

donde los valores de las I'; son

3 3 1 3 1
M= 2 Ty=— T3=0 D[,=-, T5=-2 r:q%,zz
'™ 320 27160 ° 1Ty Ty TfT g )

5 1 1 - 1 - 5
F7_ 07 F8_£7 F9_17 FIO__Z7 Fl__ga FQ_ﬂ

Una vez renormalizadas, las constantes L] (1) dependen de la escala p.
El running con dicha escala es

I
L) = £1Ga) + 1o () 2.23)
Por supuesto los observables no pueden depender de este parametro p.
Es decir, la dependencia en p de los loops debe cancelar exactamente
la de los contratérminos en cualquier cantidad medible.

Los valores de las constantes se han obtenido experimentalmente a

partir de diferentes observables. En la Tabla 2.1 se muestran sus valores
actuales asi como el observable de donde fueron extraidos.
El lagrangiano mostrado aqui para el orden p* no contiene el término
procedente de la anomalia. Ha sido omitido porque no se necesitara en
el desarrollo del trabajo, pero se puede encontrar informacién sobre él
en [23, 24].

Como se puede ver el niimero de constantes arbitrarias del lagrangiano
quiral crece rapidamente con el nimero de potencias de momento. Para
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i | LT (M,) x 10° | Fuentes

1 104403 Koy, mm — 1

2 114+03 Kyy,mom—rr

3 | =35+1.1 Koy, mm —

4 | -0.3£0.5 Regla de Zweig

5 (14405 Fyx : F,

6 | —-0.2+£0.3 Regla de Zweig

7 | —0.4£0.2 Gell-Mann-Okubo, Ls, Lg
8 [1094+0.3 Myo — Mg+, Ls, (ms —m) : (mg —my,)
9 16.9%+0.7 (r)y

10 | =5.5+0.7 ™ — evy

Tabla 2.1: Valores experimentales de las constantes renormalizadas y

las fuentes empleadas para su obtencién

L- hay dos constantes arbitrarias. Para £, son doce las que aparecen.
El siguiente término, Lg, posee 143 constantes.

Hasta orden p* se puede reproducir una gran cantidad de fenomenologia
de las interacciones del octete pseudoescalar gracias al lagrangiano de
ChPT. Permite calcular los elementos de matriz hadrénicos presentes
en multitud de procesos. Por citar algunos, en la region de bajas en-
ergias se han descrito con éxito amplitudes de scattering, factores de
forma, constantes de desintegracion, desintegraciones semilepténicas de
kaones, etc.

Sin embargo, estos resultados quedan limitados a la regién de en-
ergias menores que 500-600 MeV.

En la préctica no es posible intentar alcanzar energias superiores
aumentando el nimero de potencias del lagrangiano quiral ya que la
proliferacion de constantes hace imposible cualquier prediccién.

Existe ademads otra razén fundamental y es que a energias més al-
tas aparecen nuevos grados de libertad en el espectro hadrénico que
no estan incluidos (al menos directamente) en ChPT. Se trata de las
resonancias.
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2.3 Resonancias

Como ya se ha dicho, ChPT es la teoria efectiva de QCD valida a bajas
energias, es decir, valida por debajo de una cierta escala A, tipicamente
cercana a las masas de las resonancias ( ~ 1 GeV). Por construccion,
en toda teoria efectiva la informacién sobre los grados de libertad pe-
sados (M > A) queda contenida en las constantes de acoplamiento
que determinan las interacciones entre los grados de libertad ligeros.
En particular, esto supone que, como veremos, las constantes L; del
lagrangiano £, recibirdn contribuciones de las interacciones con reso-
nancias [8, 9, 21].

Del mismo modo que el lagrangiano de ChPT se construye partiendo
de las simetrias de QCD es posible construir un lagrangiano efectivo que
incluya las resonancias como grados de libertad y que respete (al igual
que QCD) las simetrias de paridad, conjugacién de carga y la simetria
quiral local SU(3)r x SU(3)r.

En un mismo formalismo se pueden tratar todas las resonancias,
sean vectoriales (denotadas por V), axiales (A), escalares (S) o pseu-
doescalares (P).

En el caso de las resonancias de espin uno, vectoriales y axiales,
existe la posibilidad de representarlas por medio de un campo tensorial
antisimétrico V,,, (A4,,) o por medio de un campo vectorial usual V),
(4,).

En este trabajo se ha utilizado la formulacién por campo anti-
simétrico, si bien ambas formulaciones se ha comprobado que son equiv-
alentes a bajas energias [9].

En [8] se explica detalladamente el proceso de construccién del la-
grangiano efectivo de las resonancias (limitdndonos a estudiar sola-
mente la pieza lineal en los campos resonantes). Para una mayor clar-
idad en la exposicion, el lagrangiano resultante se puede descomponer
en una parte cinética mas una parte de interaccién

Eres = Z {Ecin(R) + ‘Cint(R)} : (224)

R=V,A,S,P

El término cinético es
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1 1

Lan(R) = —3 <VARMVVR”“ — 2M§RWRW> (2.25)
1 | ,
_iaARl,)\paz/Rfu + §M}231R1,#VR!1L

para R=V, A,y

1 1
Lan(R) = =3 (V*RV,R = MRR) + 2 {0" R0, Ry — M, RY} (2.26)

para R =S, P.
Por otro lado los términos de interaccion son

F oG ,
Lint [V] = ﬁmu i )—i—T;/(VWu“u ), (2.27)
Fa

m <Alwfiw> )

L
Lin [S] = cq (Suyut) + Cm (SX+) + CaS1 (uuut) + ¢St (X4)
Lo [Pl = idy (PX_) +idn P (x_) |

donde todas las constantes son reales, y deben ser fijadas experimen-
talmente.

La notacion empleada representa los octetes de resonancias en gen-
eral por R, i.e. V, A, Sy P,y los singletes por Ry, i.e. S;y Py, (con
indices Lorentz en los casos de vector y axial). Los campos externos [,
y 1, se introducen a través de la derivada covariante V,, definida como

V,.R=0,R+ [F#, R], (2.28)
donde

1
Tu=5 {ut [0, — ir,u+ [, — il ut} . (2.29)

Recordemos que U(®) = u(P)?2.
En los términos de interaccion aparecen una serie de cantidades que
se transforman como octetes y que corresponden a
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u, = wrD,Uu’", (2.30)
Y+ = utyut +uxytu,
Y= uwFut HutFR

Los octetes de resonancias son matrices 3 X 3 en el espacio de sabores.
Por ejemplo, el campo V,,, es

0
Gemo e K
Viw=| p L+ KO (2.31)
*— 77*0 2w
K K Vo

En resumen, tenemos una teoria efectiva de QCD que incorpora explici-
tamente los campos de las resonancias y que, por tanto, es valida a en-
ergias algo més altas que ChPT. Describe, de acuerdo con las simetrias
de QCD, las interacciones entre los mesones pseudoescalares incluyendo
los intercambios de resonancias entre ellos.

2.3.1 Contribucion a las constantes de £,

Dado que este lagrangiano con resonancias es de orden p? en potencias
de momento, su contribuciéon a cualquier proceso entre mesones pseu-
doescalares por medio del intercambio de una resonancia comenzara en
orden p*.

Como ChPT es una teoria efectiva a una escala mas baja, su término
L, del lagrangiano debe contener informacién sobre las resonancias.

Tomando la teoria efectiva con resonancias e integrando los campos
pesados (V, A, Sy P) en el funcional generador obtendremos otra teoria
efectiva con sélo el octete (7, K, 1) como grados de libertad. Como pre-
sentara las mismas simetrias que ChPT contendra los mismos términos
que L4 pero en el lugar de las constantes L; habra factores dependi-
entes de los acoplamientos de las resonancias (Fy, Gy, etc.). En [8] se
explica mas detalladamente este asunto.

Para simplificar la situacion consideremos sélo las resonancias vec-
toriales y axiales. Efectuando la integracion en el funcional generador
de las resonancias, su contribucion a las constantes L; es
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Li(M,) | Ly
L7 [04£03 |06
Ly | 14£03 |12
Ly | -35+1.1-3.6
Ly | 6.9+ 0.7 |69
Lty | 5.5+ 0.7 | -6.0

Tabla 2.2: Comparacion entre los valores experimentales y la con-
tribucion debida al intercambio de resonancias. Las unidades son de
1073

GQ
LY = 8MV5’ LY =2LY, LY =—6LY, (232
FyGy F? F3 1
LV LV+A - _ 4 TA HV — —*LV ]
? 2MZ 10 4ME N 4M3’ ! 2 10

Las constantes Ly, Ls, Lg, L7 v Lg no reciben contribucion de las reso-
nancias vectoriales. Utilizando la informaciéon experimental disponible
los parametros My, Fy y Gy quedan fijados. My es aproximadamente
la masa de la resonancia p. Fy se obtiene del proceso p — ete™ y Gy
del radio electromagnético del pién. F4 v M, se deducen de las reglas
de suma de Weinberg [25] tal y como se muestra en [9]. Las constantes
renormalizadas Li(p), Ly(p), Li(u), Ly(n) vy Liy(1) quedan saturadas
por la contribucién debida al intercambio de resonancias, para una es-
cala yu = M,. Ver Tabla 2.2.

Este fenémeno se conoce con el nombre de dominio de los mesones
vectoriales (VMD) porque significa que en los procesos en los que inter-
vengan resonancias vectoriales (y axiales) su contribucién serd la mas
importante de todas.

Las resonancias escalares y pseudoescalares contribuyen a las restantes
constantes L;. Sin embargo la posibilidad de fijar los acoplamientos cg,
Cms Cdy Cmy A ¥ d,, a partir de los datos experimentales es complicada.
En [8] se obtienen algunos de estos valores empleando argumentos de
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nimero de colores grande (N,) y suponiendo saturacién por intercam-
bio de resonancias de ciertas L;. Sin embargo la situacién en este sector
no estd resuelta.

Volviendo de nuevo al caso del intercambio de resonancias vecto-
riales se puede comprobar [9] que aplicando restricciones obtenidas de
QCD a altas energias para el factor de forma del pién y la desintegracién
m — ev7y tenemos que

I

ok
Utilizando también las reglas de suma de Weinberg se obtiene ademas
que [9]

Fy =V2f., Gy (2.33)

Fa=fr,  Ms=V2My (2.34)

y, por tanto,

v Ly L ny Lt (2.35)
o2 6 8 6 16 M2

2.3.2 Campo vectorial

Repitiendo el proceso de construccion del lagrangiano con resonancias
invariante quiral, pero empleando ahora campos vectoriales en lugar de
antisimétricos resulta

LV = ‘Ccin + Lint (236)
donde
e v 2Y7r 1
Lon= —7 (Vi V1 = 2MEV, VP (2.37)
_ fV 3 uy ZgV 5 v
Lin, = _Tﬂ <VW T > - ﬁ <v;w [u“,u ]>

siendo
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Vi =V, V, = V.V,

La primera diferencia con el caso antisimétrico es que este lagrangiano
es de orden p3. El intercambio de una resonancia dard lugar a una con-
tribucién de orden p® y no de orden p* como en el caso anterior. Clara-
mente las constantes L; no recibirdan contribucién de este lagrangiano.

Se demuestra sin embargo en [9] que ambos formalismos son equi-
valentes si se anade el término £, de ChPT y se imponen restricciones
de QCD a cortas distancias. Es decir,

ﬁ[ - £2 + Ci + ‘Cres (238)
L= Lo+ L+ Ly

son equivalentes.

Las restricciones de cortas distancias fijan las constantes de acoplo
de los lagrangianos £} v LI En el caso antisimétrico se encuentra que
todas las constantes de orden p* son nulas, L} = 0.

Un ejemplo sencillo de esta equivalencia es el del factor de forma
del pién. Siguiendo [9] obtenemos para Ly

FvGV S 2L]
Fl) =1+ = qp =+ (2:39)
y para Ly
2L fvgy 8P
F]](S) =1 + f2 S+ f2 M‘Q/ s (240)

La consistencia con QCD a altas energias asegura que el factor de
forma del pién obedece una relacién de dispersién con una sustraccion
como maximo (en realidad hay una fuerte evidencia de que no necesita
ninguna) y su estructura debe ser
s

MZ —s’
Por tanto L{ = 0, mientras que L = fygy /2. Considerando que
fv = Fv/My y gy = Gy /My ambos formalismos conducen al mismo

resultado, tanto en la expresién del factor de forma del pién como en
la de LY.

F(s)=1+k (2.41)
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Como sabemos, QCD es la teoria fundamental de las interacciones
fuertes. Los grados de libertad involucrados son los quarks y los gluones.
La estructura del lagrangiano de QCD procede de la simetria gauge
SU(3) en el espacio de color sobre la que esta construido. Los campos
de quarks en dicho espacio se representan como ¢*, donde i es el indice
de color, mientras que los campos de gluones (correspondientes a la
representacion adjunta de SU(3)) se representan como matrices (G#)"
con dos indices de color.

De esta forma se obtiene el lagrangiano de QCD

1 .
Locp = —G,GLY + > Gy (0" Dy — my) g (3.1)
7

4
donde

G = 'GY — 0"GH + g, f°GYGY
a
Dt = ot — z'gs)\Qij (3.2)
siendo las matrices A* los generadores de la representacién fundamental
de SU(3) y f® las constantes de estructura de SU(3).

Es facil ver a partir de estas expresiones que los vértices quark-
quark-gluéon y gluon-gluén-gluén son proporcionales a la constante de
acoplamiento gy, mientras que el vértice de cuatro gluones es propor-
cional a g2.

Sin embargo, obtener a partir del lagrangiano de QCD una de-
scripcion para todos los fenémenos de las interacciones fuertes es hoy
por hoy imposible. Ni siquiera caracteristicas fundamentales como am-
plitudes de scattering y constantes de desintegracién pueden ser de-
scritos.

't Hooft [26] fue quien propuso por primera vez la posibilidad de
expandir QCD en potencias de 1/N,, (N, es el numero de colores). Es
decir, generalizé6 QCD a N. colores y un grupo gauge SU(IV,).

Posteriormente se realizaron numerosos estudios en los que se com-
probo cémo QCD se simplifica en el limite N, — co. Entre estos tra-
bajos destacan en particular los de Witten [27, 10, 28]. Este capitulo
estd basado fundamentalmente en [10, 29].
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= —( —

Figura 3.1: Autoenergia del gluén

Los resultados cualitativos obtenidos a partir de QCD para N,
grande indican que la expansién en 1/N, es un asunto que merece ser
investigado en detalle.

De hecho, muchas caracteristicas de la fenomenologia de las inter-
acciones fuertes tienen en la expansién en 1/N. la tnica explicacién
conocida. Algunos ejemplos son la supresién del mar gg en nucleos,
la ausencia de mesones exoticos Gqqq, la regla de Zweig, que las desin-
tegraciones a muchas particulas finales estan dominadas por estados
intermedios de dos cuerpos, etc.

Veremos como la expansion en 1/N, explica cualitativamente de
manera sencilla estas cuestiones.

3.1 QCD en 1/N,

Vamos a ver de manera sencilla, siguiendo a [10], qué tipo de dia-
gramas estan favorecidos y cudles suprimidos cuando N, es grande.

Los campos de gluones son matrices N, x N, en el espacio de color.
Por tanto tienen N? —1 ~ N? componentes. Por otro lado, los campos
de quarks tienen sélo N, componentes. Es decir, para N, grande hay
muchos mas estados de gluones que de quarks, lo que se traducira en
una mayor importancia de la contribucion de los gluones frente a la de
los quarks.

En lo que a color se refiere, se podrian representar los gluones como
un par quark-antiquark. Esto conduce a la tipica notacién de linea
doble para representar al gluén en los diagramas de Feynman y permite
realizar el contaje de potencias de N. de una manera més sencilla.

En la figura 3.1 se muestra el diagrama de autoenergia del gluén en
la notacién tradicional y en la de linea doble.

En esta tultima, cada linea representa la propagacion de un valor de
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Figura 3.2: Comparacion entre diagramas planos y no planos para la

s
s

autoenergia del gluon

color dado. Se ve en el diagrama cémo, después de fijar los indices de
color iniciales y finales queda todavia un loop interior por el que pueden
correr N, colores distintos.

Teniendo en cuenta que hay dos vértices vemos que el diagrama va
como ¢2N, para N, grande. Ahora bien, queremos que la autoenergia
del gluén sea bien comportada cuando N. — oco. Para ello redefinimos
gs como gs/+/N,. De esta forma el diagrama serd de orden 1 en 1/N,.

De acuerdo con esto los vértices gluon-quark-quark y gluon-gluén-
gluén seran de orden 1/4/N,, mientras que el vértice de cuatro gluones
serd de orden 1/N.,.

Si en la autoenergia del gluon ponemos un loop de quarks en el
lugar del loop de gluones el contaje de potencias es (1/y/N,)? para los
vértices mas N2 = 1 por el loop de quarks, en total el diagrama resulta
de orden 1/N,. Es decir, esta suprimido por un factor 1/N,. respecto al
de la figura 3.1.

Consideremos ahora los diagramas de la figura 3.2.

La tnica diferencia entre los de arriba y los de abajo es que los
primeros son planos y los segundos no (un gluén pasa por debajo del
otro).

6
Para el primero el contaje es (\/#ﬁ) L N* = 1, del mismo orden

Ne'Ve
que el de la figura 3.1.

6
Para el segundo tenemos (J%) N, = ﬁ Al no ser plano el nimero

de loops de color ha pasado de cuatro a uno y ademads no hay vértice
central.
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Figura 3.3: Diagrama béasico del correlador de dos puntos

Lo que acabamos de ver para el caso particular de la autoenergia
del gluén es extensible a todo tipo de diagramas.
En general tenemos las dos reglas de seleccion siguientes:

1.- Los diagramas no planos estdn suprimidos por el factor 1/N2.

2.- Los loops de quarks internos estdan suprimidos por el factor 1/N,

Es decir, en el limite N, — oo los diagramas son planos y sin loops
internos de quarks.

En la préctica estas consideraciones se aplican a elementos de matriz
de operadores invariantes gauge, como por ejemplo los bilineales gq o
gv"q. En el caso del correlador de dos puntos (J(x).J(y)) (donde J(x)
es cualquier bilineal de quarks) los diagramas dominantes son de orden
N, como se ve en la figura 3.3.

En este caso los diagramas dominantes seran planos, sin loops in-
ternos de quarks y manteniendo en los bordes del diagrama siempre las
lineas de quarks.

Se puede ver que, en general, para cualquier niimero de corrientes
(i.e. (J-J---J)) la contribucién dominante es de orden N.,.

3.2 Mesones en 1/N.

Para estudiar los mesones en el limite N, grande consideraremos los
elementos de matriz de operadores que tengan los nimeros cudnticos
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dn dn

S = )

n

Figura 3.4: < JJ > representado como intercambio de mesones a nivel

arbol

correctos para crear un meson. Dichos operadores son bilineales locales
de quarks, como Gq o §y*q, que denotaremos como J(z).

Es posible demostrar que J(z) actuando sobre el vacio sélo creara
estados de un mesén (en el limite N. — oo0). En [10] se demuestra
facilmente comprobando que si se corta por el medio el diagrama de
la figura 3.3, incluyendo todas las correcciones gluénicas que respeten
la planaridad del diagrama, el estado intermedio resultante nunca con-
tendra mas de un singlete de color. Es decir, el quark, el antiquark y
los gluones estaran acoplados en un tnico singlete de color: constituyen
por tanto un unico meson.

De acuerdo con esto tendremos que el correlador (J.J) sera de la
forma

a2
TR = F 33
n n
donde a,, = (0]J|n) y la suma es sobre estados de mesones. En la
figura 3.4 se muestra de manera diagramatica.

De aqui podemos extraer algunas conclusiones. Como ya habiamos
visto, (JJ) era de orden N,, lo que supone segtin (3.3) que a,, ~ v/N..
Es decir, las constantes de desintegracion de mesones son de orden
V/N.. Por otro lado, para que el limite N, — oo de (3.3) sea correcto
se obtiene que las masas de mesones son de orden 1 en una expansién
1/N..

Por otro lado, el comportamiento a altos momentos de (J.J) se sabe
que es logaritmico. Esto obliga a que el nimero de mesones intermedios
sea infinito. Si fuera finito, el término de la derecha de (3.3) irfa como
1/k? para k?* — co.

En resumen, el correlador (J(x)J(y)) se reduce, en el limite N, —
00, a una suma de diagramas a nivel arbol en los que J(z) crea un
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N
VN VN VN
v
UN + o VN +
VN VN VN

Figura 3.5: < JJJ >y < JJJJ > representados como intercambio de

mesones a nivel arbol

mesén con amplitud a,, que se propaga segtn 1/(k* —m?) y se aniquila
en J(y).

Es posible generalizar esto a correladores con un ntimero arbitrario
de corrientes. En la figura 3.5 se muestra esto esquematicamente para
tres y cuatro corrientes.

Como las dependencias en N, de los correladores y las amplitudes

a, son conocidas se obtiene facilmente que el vértice de tres mesones
es de orden 1/4/N, y el de cuatro de orden 1/N..

El vértice de tres mesones es el responsable de las desintegraciones
del tipo A — BC. Vemos que estan suprimidas por 1/1/N,, o equiva-
lentemente, que en N, = oo los mesones son estables. Esta es la razén
por la cual los propagadores de (3.3) no contienen partes imaginarias.

Del correlador de cuatro corrientes extraemos la conclusion de que
la amplitud de scattering AB — C'D esta suprimida por el factor 1/N,
(tanto si consideramos la propagacién de un mesén intermedio como si
no). Por tanto, para N, = oo los mesones son libres y sin interaccién
y, ademas, estables.
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3.3 Fenomenologia

En [10] se cita una serie de aspectos fenomenoldgicos de QCD que
apoyan la idea de que una expansién en 1/N, = 1/3 funciona. Aqui
reproducimos algunos de ellos.

1.- La supresién del mar de gq en fisica de hadrones. La ausencia
de mesones exoticos Gqqq.

Esto se explica por el hecho de que existen muchos mas estados de
gluones (N?) que de quarks (NV,). Por tanto, en N, = co el mar de gq
desaparece.

En cuanto a los mesones exoéticos, basta recordar que para N, = oo
los mesones no interaccionan, de manera que dos mesones gg no se
pueden unir para formar un mesén exdtico.

2.- La regla de Zweig.

Los procesos A — BC en los que es necesario crear un par gq estan
suprimidos por un factor 1/N, respecto a los procesos que no tienen
que crear dicho par (los que cumplen la regla de Zweig).

3.- Las desintegraciones de mesones a muchas particulas finales
estan dominadas por desintegraciones resonantes a dos particulas in-
termedias.

En la expansion en 1/N, es sencillo de comprender. Supongamos
que tenemos la desintegracion A — 4B directa y la A — C'B donde
C — 3B, indirecta. El vértice A — 4B es de orden 1/N3/2, mientras
que el A — CB es 1/\/N,. El proceso a dos particulas intermedias est4
favorecido.

Ademas de los que acabamos de mencionar existen mas aspectos de
QCD cuya tnica interpretacion existente se basa en los resultados de
la expansién en 1/N.,.
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3.4 ChPT

Dado que ChPT es la teoria efectiva de QCD a bajas energias pode-
mos analizar cuales son las dependencias en N, de sus parametros.

A orden p? el lagrangiano de ChPT contiene sélo dos pardmetros:
f Ty BO'

Como vimos en (2.16) f. es la constante de desintegracion del pién
dada por

(O[J4 m) = iv2 frp". (3.4)

Por tanto, por lo explicado anteriormente, f. equivale a las a,, de (3.3),
es decir,

fr ~ /N (3.5)

La constante B, estaba relacionada con el condensado de quarks,

(of7'd

Dado que el elemento de matriz es proporcional a N, y f2 también, se
obtiene que By no depende de N..

Con estas dependencias en N, la amplitud de scattering satisface

lo obtenido en la seccién anterior. Por ejemplo, para el scattering mm
tendremos que la amplitud es

0) = —f2 By 6" (3.6)

1
T — T —
IE: N’

(3.7)

y tiene la dependencia correcta.
Concluimos que el lagrangiano de orden p? dado en (2.14) tiene una
dependencia global de orden N, debido al factor f2 multiplicativo.

2
Lo = JZT (DUTD*U + Uty +X'U) . (3.8)

En el caso del lagrangiano de orden p*, ec. (2.19), las dependencias son
algo mas complicadas.

Los términos con una sola traza implican un solo loop de quarks,
mientras que los de dos trazas tienen un loop de quarks adicional. Segin
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hemos visto en las secciones previas los términos con dos trazas estaran
suprimidos por un factor 1/N, respecto a los de una sola traza. Sabi-
endo que la dependencia global del lagrangiano debe ser N, (como para
el orden p?) deducimos que las constantes Ly, Ly, Ly, Lg y Ly deben
ser de orden uno, mientras que L3, Ls, Lg, Lo y L1y deben ser de orden
N..

Sin embargo, esto no es del todo correcto [6, 29]. Existe la identidad

(AB'AB') = —2 (AA'BB') + ; (AA") (BB') + <ABT>2 . (3.9)

valida para matrices arbitrarias 3 x 3 sin traza A y B. Tomando A =

D, UU'y B= D,UU" en (3.9) resulta:

(D, UD U D'UDUY) = —2(D,UD"U'D,UD'UT)

- ; (D uD"U") (D,UD"UY) + (D, UD,U") (D"UD"UB.10)

El operador <DMU D,U'DFUDYU T> tiene una sola traza y, en principio
puede aparecer en L4 con un coeficiente ¢ de orden N.. Al eliminar
este operador de £, por medio de la identidad (3.10) el coeficiente ¢
darfa contribuciones a Ly, Ly y L3 de la forma 6Ly = ¢/2, 6Ly = cy
0L3 = —2c¢. L3 ya era de orden N,, asi que permanece igual. Li y Lo
son ahora de orden N, debido a ¢. Sin embargo la combinacion 2L; — Lo
es de orden uno.
Finalmente tendremos:

e Orden NCI Lla LQ, Lg, L5, Lg, Lg y LlO-

e Orden 1 : 2L1 - LQ, L4, L6 y L7.

Con esto tenemos caracterizado el orden de todos los coeficientes de
ChPT hasta orden p*. No es posible calcular sus valores a partir de
QCD, pero la expansién en 1/N,. nos dice cudles son los dominantes.
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3.5 Resonancias

A modo de ejemplo nos centraremos en el caso del lagrangiano de
las resonancias vectoriales que vimos en el capitulo anterior

Fy 1Gy
LiilV] = —= Vo, /) + — (V, utu”) . 3.11
V] = oo V) + X ). (@)
Queremos conocer cual es la dependencia en NN, de los acoplamientos

Fv y Gv.
En el caso de Fy utilizamos el elemento de matriz de la corriente
vectorial entre la resonancia p y el vacio

(p IV ()] 0) = —V/2Fy Mye® (5.)) (3.12)

De la misma manera que ocurria en (3.4) este elemento de matriz es de

orden /N,, por tanto,
Fy ~ /N, (3.13)

El acoplamiento Gy lo podemos estudiar a partir del vértice p — 7.
La amplitud de este proceso, obtenida a partir del lagrangiano (3.11)
es

i Gy

T = EES (pﬂ—f — pﬂo)u Eu (ﬁ, )\) (314)

Como veiamos en la figura 3.5 el vértice de tres mesones es de orden

1/v/N.. Como f, ~+/N,. obtenemos que

Gy ~ /N, (3.15)

En general, todos los acoplamientos que aparecieron en el lagrangiano
de las resonancias del capitulo anterior se ve que son de orden /N,
8, 29].

Todas las dependencias en N, de los acoplamientos vistas aqui seran
de gran importancia para obtener los resultados que mostraremos en
los siguientes capitulos.
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Por la propia estructura del lagrangiano de ChP'T hemos visto que,
en general, los célculos para determinados observables no van més alla
del orden p* (i.e. un loop). En algunos casos particulares se ha llegado
hasta el orden pb (dos loops), como por ejemplo en la amplitud de
scattering 77 [30] o en el propio factor de forma del pién [31, 32, 33]. En
estos mismos trabajos se muestra como la validez de estas predicciones
queda restringida a energias por debajo de los 400-500 MeV. Para poder
describir estos observables a energias superiores tenemos que utilizar
algo mas que simplemente ChPT.

Existen métodos en la literatura que intentan extender este rango
de energias empleando técnicas de relaciones de dispersién que resuman
las contribuciones de todos los 6rdenes bajo unas determinadas condi-
ciones. Es el caso del Método del Inverso de la Amplitud (IAM) [13, 34],
que veremos en el capitulo siguiente, o el de la ecuacion de Omnes
(11, 12].

Este ultimo es el tema central de este capitulo.

El método de la ecuacién de Omnes se aplica en este trabajo al
calculo del factor de forma del pion.

La definicién, en el limite de isospin conservado (m, = my), para
dicho factor de forma F'(s) es la siguiente:

(w0~ |dy"u|0) = V2 F(s) (pr- — pro)*, (4.1)

donde s = (py- + pro)%.

La estructura Lorentz estd determinada por la conservacion de la
corriente vectorial. Asimismo, los nimeros cuanticos de isospin () y
espin (J) estan fijados a [ = J = 1.

Los datos experimentales de F'(s) proceden de fuentes distintas
segun el valor de s. Para s por encima del umbral de produccién de dos
piones (s > 4m?2), F(s) se extrae de la desintegracién 7= — 7~ 7%, y
del proceso ete™ — 7t~ (de su componente I=1). Para s negativo la
fuente es el scattering eldstico e~ 7.

En este capitulo veremos cémo extender el rango de energia de
ChPT aplicado al factor de forma del pién.

Primero incorporaremos la contribucién debida al intercambio de
la resonancia p (resonancia vectorial 17 7). Para ello emplearemos el
lagrangiano quiral efectivo que contiene a las resonancias como grados
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de libertad, ec. (2.27). Esto nos incorpora una resumacion de términos
locales a todos los 6rdenes en la aproximacion de VMD. En el limite de
nimero de colores muy grande (N, — o0) es la contribucién dominante.

Pero, para poder obtener una descripcién vélida en el pico de la reso-
nancia p, hemos de obtener una resumaciéon también para la interaccién
de los dos piones del estado final. Esta contribucién no es dominante en
el limite N, — oo, pero resulta fundamental para reproducir los datos
experimentales correctamente.

Empleando la ecuacién de Omnes, basada en las propiedades de
unitariedad y analiticidad del factor de forma, efectuamos dicha re-
sumacion.

Finalmente obtenemos una descripcién de F'(s) con las propiedades
analiticas y comportamiento asint6tico (s — 00) correctos y sin pardmetros
libres.

En las siguientes secciones se desarrollan todas esas ideas siguiendo
los trabajos [16, 18].

4.1 Resultados de los lagrangianos quirales
efectivos

A energias préximas al umbral de produccién de dos piones (s =
4m?) el factor de forma del pién estd bien descrito por ChPT. A orden
p* intervienen los diagramas de la figura 4.1 y la expresién del factor

de forma es [7]:

L§ 5
PO = 1 2 S [ s )+ S A s )]
(4.2)

siendo

8m% 5 op+1
Al fs.mi /) = In (mb /) + =28 = 2 ob n (PPT0) (43)

op —

las funciones que resultan de las integrales de los loops, donde op =
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™ T, K e
-/\A< W™
0 o, KO °
,K
™ _
T
& WM<
0
s
0

Figura 4.1: Diagramas involucrados en el calculo del factor de forma

del pién a orden p* en ChPT.

\/1—4m%/s es el factor de espacio fdsico habitual *.

En el caso de ChPT restringida a SU(2) x SU(2)g existen calculos
analiticos a dos loops [32, 33].

La constante renormalizada Lg(p) cancela la dependencia en p de las
funciones de los loops. A partir de los datos experimentales se deduce
el valor de dicha constante. Para ello consideremos la expansion en s,
alrededor de s = 0, del factor de forma

F(8)=1+ ()" s+, (4.4)

donde (r2)™ es el radio elctromagnético del pién. La expresién (4.2)
de ChPT a un loop nos dice que

. 2 2
() 126%(@ B 32732]22 lz In (Z?) +1n (";5) + 3] . (45)

Por tanto, a partir del valor experimental [35]

*Ver Apéndice A
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Figura 4.2: Diagrama de intercambio de la resonancia p.

(r*)™ = (0.439 + 0.008) fm’ (4.6)
se puede fijar Lg(p). Para p = M, resulta ser

Ly(M,) = (6.9+£0.7) - 107°. (4.7)

Ahora bien, siendo generosos, el resultado a un loop en ChPT reproduce
los datos experimentales tinicamente hasta una energia de unos 450
MeV. Maés alla hay que considerar 6rdenes superiores y, sobre todo, la
contribucion de la resonancia p que domina claramente este canal.

Para esto ultimo empleamos el lagrangiano quiral con resonancias
explicado en el capitulo anterior para calcular el diagrama de la figura
4.2 y se obtiene [8, 9] para el factor de forma la expresién

FvGV S
M s

F(s)V =1+ (4.8)
La evidencia empirica y los prejuicios tedricos sugieren que (basado en
QCD a altas energias) el factor de forma del pién obedece una relacién
de dispersién sin sustracciones. Esto supone que F'(s) va a cero cuando
s — 00. Aplicando esto a F(s)" (donde resonancias de masa superior
no han sido consideradas) obtenemos la condicién

FyGy
= 1 (4.9)
y, en consecuencia,
M2
F(s)V = e £ = (4.10)
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que es la expresién habitual de VMD. Si desarrollamos F'(s)" en po-
tencias de s

2
F(s)V:1+—]\22 + (]\22> 4. (4.11)
p p

observamos que lo que tenemos es una suma infinita de términos lo-
cales. VMD implica que las contribuciones locales a todos los érdenes
en ChPT estan saturadas por el intercambio de resonancias y, por tanto,
corresponden a (4.11).

En el limite N, — oo las contribuciones de loops desaparecen [10]
y s6lo quedan términos locales. Por tanto, en dicho limite, (4.10) es la
resumacién de los términos dominantes en 1/N..
Comparando (4.2) con (4.11) en el limite N, — oo obtenemos una
prediccién para Lg

FVGV 2 -3
Ly = =T =7.2-1075 4.12
YT o2M2 T 2M2 (4.12)

Este valor es compatible con el extraido del radio electromagnético del
pién en (4.7) tal y como apunta VMD.

Combinando las expresiones (4.2) y (4.10) obtenemos una mejor
descripcién para el factor de forma del pién (fijando p = M,)

_ M, s
- M2—s  96m2f2

F(s) A2 5,2 [M2) + 3 Al /s, mie/M2)]

(4.13)

La férmula de VMD nos da el término dominante en 1/N, que suma un
numero infinito de contribuciones locales de ChPT a todos los érdenes
en potencias de momentos. Las contribuciones de loop dadas por las
funciones A(m3 /s, mp/M7) son las correcciones de orden siguiente en
el desarrollo en potencias de 1/N..

Estas funciones son las que contienen ademas la interaccion entre
los dos piones finales que también resumaremos a todos los 6rdenes.
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4.2 Ecuaciéon de Omnes y su solucion

El factor de forma del piéon es una funcion analitica en el plano
complejo s excepto en un corte en el eje real positivo desde 4m? hasta
+o00 donde la parte imaginaria es discontinua.

Esta parte imaginaria corresponde a las contribuciones de los esta-
dos intermedios colocados sobre la capa de masas,

ImF(s) = ImF(s)or + ImF(8)sr + - - +ImF(s) g +---  (4.14)

En la regién s < 16m2 = (552MeV)? nos encontramos en el caso
elastico donde sélo el estado intermedio de dos piones contribuye.

Segun el teorema de Watson [36], en esta regién, la parte imaginaria
satisfacef

ImF(s) = o, T} (s)F(s)*, (4.15)
donde T}(s) es la amplitud en onda parcial con isospin y momento
angular iguales a uno, I = J = 1, dada por

1 Lo+t 0_—|p1] 0 -
Tl(s):—/ dzz(m'm ‘T‘Wﬂ' ) (4.16)
64m J-1

siendo z = cos 3, el coseno del angulo que forman las particulas 1y 3
en el sistema centro de masas.
La amplitud T} (s) en términos del desfasaje resulta ser

o, Tl (s) = el sin 6! . (4.17)
Sustituyendo en (4.15) tenemos que la parte imaginaria de F'(s) es

ImF(s) = " sin 61 F(s)* . (4.18)

Como la funcién espectral ImF(s) es real se concluye automéaticamente
que la fase del factor de forma F(s) es el desfasaje d;(s). Teniendo esto
en cuenta se satisface que

¢ sin 01 F(s)* = tand! - ReF(s) . (4.19)

tVer Apéndice B
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La ecuacién de Omnes es una relacion de dispersién con n sustracciones
de la forma

n=1 k gk s" [ dz tand;(z) ReF(2)
Pl =5 L gy 2 [ e tand] L (42
®) lg) k! dsk (0)+ T Jam2 2" z— 55— i€ (4.20

El factor de forma satisface exactamente esta ecuacién por debajo del
umbral ineldstico (s < 16m2). Sin embargo, la contribucién de los esta-
dos intermedios siguientes (47,67, ..., KK...) estd bastante suprimida
por espacio fasico y por expansion quiral, por lo que la solucién de la
ecuacién de Omnes se espera que sea una buena aproximacion incluso
para s > 16m2.

La solucién de (4.20) resulta ser [11, 12]

F(s) = Qu(s) exp{“”" I d”)} (121)

T Jam2 2" 2 — S — i€
donde
n-1 k gk
InQ,(s) = kz::l T e In (0). (4.22)

La derivacion de la solucién se muestra en el Apéndice C.

4.3 Exponenciacion

Como acabamos de ver si queremos aplicar la solucion de Omnes al
factor de forma del pién necesitamos calcular el desfasaje 61 (s).

Para ello empleamos la amplitud de scattering 7w — 7w, que al
orden mas bajo en ChPT es

2
s —ms
T(s) = 7 (4.23)
La componente de isospin igual a uno es
t—u
T'=T(t) = T(u) = —5— . (4.24)

™
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Teniendo en cuenta que

S
t=(p1—ps)’ = —507%(1 - z),

s

u=(pr—ps)’ = _503(1 +2), (4.25)
podemos obtener por medio de (4.16) la amplitud en onda parcial T} (s)
a orden p?

so2

T!(s) = 967;}2 : (4.26)

A bajas energias el desfasaje se obtiene facilmente de T} (s);

80'3

51(s) = o, T} (s) = 96%}2 : (4.27)

La integral de Omnes (4.20) genera la funcién del loop definida como

—sA(m2/s,m2/u?) /(967 f?)

salvo por un polinomio que depende del niimero de sustracciones apli-
cadas. Por ejemplo, para 6} (s) dado arriba son necesarias como minimo
dos sustracciones (ya que 0;(s) ~ s cuando s — +00). La integral de
Omnes con dos sustracciones da como resultado

F(s) = Qa(s) a(s), (4.28)
donde
2
Qa(s) :exp{967§2f2 li—SZL’r—J?’aniH} (4.29)

= exp {_967.;.32f2 [A(mi/s,mi/;ﬂ) - (1117/:? + 1>‘| } ’
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donde o = /1 — 4m2/s.

El polinomio antes mencionado aparece en el segundo término del
exponente. Por tanto, la integral de Omnes proporciona una resumacién
en forma de exponencial de las correcciones logaritmicas.

La funcién @,(s) puede determinarse parcialmente igualando el re-
sultado de Omnes con el de ChPT a un loop mostrado en (4.2). Esto
fija los dos primeros términos en la expansién de Taylor de @, (s) alrede-
dor de s = 0. Sin embargo, queda todavia una ambigiiedad a érdenes
superiores. Esto significa una indeterminacion orden a orden entre la
parte polindmica del factor de forma del pién que debe estar en @, (s)
y la que debe estar en la exponencial.

Comparando con el ejemplo para dos sustracciones, vemos que para
n tendriamos que

F(s) = Qn(s) Qu(s), (4.31)
donde

Qu(s) =14 a5 +ags® +---+a,_15" ",

S

—WA(mi/Sami/ﬂ%

Qnu(s) = exp{

+bi(p)s +-- -+ bn_l(u)s”_l} . (4.32)

Los polinomios a;s’ y b;s* tenemos la libertad de escoger colocarlos en
Qn(s) o en Q,(s).

Para resolver la ambigiiedad igualamos esta expresion, a bajas en-
ergfas, con el resultado (4.13) donde los términos locales ya estaban
resumados. Esto obliga a bajar el polinomio b;s* a la funcién Q,(s)
obteniéndose

2 2
s s M
P P



4.3 Anchura de la p 53

Q,(s) = exp{ A(m? /s, mfr/MPQ)} : (4.33)

_ 5
9672 f2

Tenemos, por tanto, que el factor de forma resulta

S

M2
F(s) = Ve = S oxXp {—WA(mi/s,mi/Mg)} : (4.34)

Esta expresién para el factor de forma del pion satisface todos los req-
uisitos previos a bajas energias y, ademas, tiene la fase correcta a orden
p*. Vemos ahora cémo efectivamente esta expresién suma por un lado,
en el propagador de la p, los términos dominantes en 1/N, y por otro
lado los subdominantes debidos a la interaccién entre los piones finales
en la exponencial.

Sin embargo, la ec. (4.34) tiene defectos obvios. Hemos utilizado
una aproximacién a orden p® para el desfasaje d](s), que es una de-
scripcion muy pobre en la parte de altas energias de la region de in-
tegracién. Incrementando el ntimero de sustracciones aumenta la con-
tribucion, en la integral de Omnes, de la zona de bajas energias de la
regiéon de integracion. Dado que nuestra parametrizacién ha fijado un
nimero infinito de sustracciones, el resultado (4.34) debe predecir bien
el factor de forma incluso a energias no demasiado bajas. De acuerdo
con esto, utilizar 6{(s) a orden p! en lugar de a orden p*> mejoraria
solamente el comportamiento a bajas energias donde (4.34) da ya una
aproximacién bastante buena. Sin embargo, estamos més interesados
en obtener una extrapolacion que se pueda utilizar en el pico de la p.

4.3.1 Anchura de la p

Para poder describir el pico de la p es necesario que tengamos una
expresion de su anchura.

La anchura de la p fuera de la capa de masa (off-shell) se puede
obtener facilmente con el lagrangiano efectivo quiral de las resonancias
8, 9]. Para ello se calcula la autoenergia de la p a un loop y haciendo
una suma de Dyson se introduce en el denominador del propagador de
la p.

El resultado del calculo del diagrama de la figura 4.3 es
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N

m°, K°

Figura 4.3: Autoenergia de la p al orden mas bajo

Euoue = [guopype — GuePvPo — (,u ~ V)] 2(3) s (435)
siendo
(s) = : B ! (4.36)
MZ(M? — s) ]ME<A43——S)7
donde
) . 1.
B= =M [A(m2 /s, m?/1?) + < A(m /s, mi /i) . (4.37)

(16m2f3) 7 2
Aqui la funcién A(m2 /s, m%/u?) es divergente. Su expresién es igual a
—2a (p,m, m), donde « (p,m, m) estd definida en el Apéndice A. Para
renormalizarla se necesitaria construir un lagrangiano con resonancias
de orden superior. Sin embargo, como estamos interesados en la parte
imaginaria, que es finita, no nos ocuparemos de esto.

Sumando (4.35) al propagador de la p vemos que sélo contribuye al
término no local y que resulta

A = AR 4 (GuoaDuDe — GuePuPe — (104 V) Dgumm s (4.38)
donde
Asum - ! ! ! —+ - (439)

+ B
M2(M2 —s)  M2(M2—s)  M2(M?—s)

La suma de la serie es
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1 1
. == . P (
MZ2(M? —s—iB/M2)  MZM? — s —iM,I',(s))

Agumn = 4.40)

de donde obtenemos la anchura de la p

M,s 1
L) = golr {9<3_4m§)a§+29(s—4m§<)a§<} (4.41)
M,s 1
= s Im | Alm2 /s m2 /M) 4 5 Al /s, mi/AL2)]

En el Apéndice D se muestra que el resultado es el mismo si se emplea
el formalismo con campos vectoriales.

As= Mg, obtenemos Fp(MpQ) = 144 MeV, que es una buena aprox-
imacion al valor experimental ' = (150.7 & 1.2) MeV.

La ecuacién (4.41) muestra que, por debajo del umbral KK, la
anchura de la p es proporcional al desfasaje del scattering n7 a orden
p* Ty(s) = M,o1(s).

Introduciendo I',(s) en el propagador de la p en (4.34) y expan-
diendo en s la expresion resultante se comprueba que la parte imag-
inaria generada por la anchura y la parte imaginaria contenida en la
exponencial son iguales a orden p?. Esto sugiere identificarlas como
una sola contribuciéon y desplazar la parte imaginaria de la funcién
A(m% /s, mp/M?) desde la exponencial al propagador. Incluyendo también
la pequeiia contribucién debida al estado intermedio KK obtenemos
nuestra expresion definitiva

M? -5
_ P 2 2 /272
F(s) = —5— R AT eXp{967r2f2 [ReA(mﬂ/s,mﬂ/Mp)

p

+ ;ReA(m%/s,m%/M,f)] } . (442)

Este cambio no modifica el resultado a orden p*, que todavia coincide
con ChPT, pero hace que el desfasaje pase por w/2 para s = Mg.
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Gréficamente podemos ver en la figura 4.4 que (4.42) ajusta los
datos experimentales [38] ¥ perfectamente incluso a energias bastante
altas (hasta 1 GeV aproximadamente). Los tnicos pardmetros que
aparecen en (4.42) son m,, mg, fr y M, para los que hemos tomado
sus valores experimentales. Por tanto, se puede decir que (4.42) es una
prediccién sin parametros libres.

A bajas energias el factor de forma esta completamente dominado
por la contribucién polindémica generada por el propagador de la p. Sin
embargo, la resumacion de logaritmos quirales es crucial para obtener
la normalizacién correcta en el pico de la p. La exponencial produce
un aumento del 17% en |F(s)| para s = M.

4.3.2 Desfasaje

A partir de la expresion (4.42) obtenemos también una prediccion
para el desfasaje 01 (s):

51(s) = arctan {]\m} . (4.43)
Para s < M7, esta expresién se reduce al resultado de orden p* de
ChPT mostrado en (4.27). Como se ve en la figura 4.5, la mejora
conseguida gracias a (4.43) proporciona una descripcién muy buena de
los datos experimentales [39, 40] sobre un rango de energias bastante
amplio. A grandes energias, el desfasaje se aproxima al limite asintotico
01(s) = arctan{—¢ M7 /(967 f2)}. Si solamente estd incluido el estado
intermedio de dos piones, £ = 1y dj(s — oo) = 167% teniendo en
cuenta también la contribucién de KK, se tiene que & = 3/2, lo que
baja ligeramente el valor asintdtico a d; (s — oo) = 161°.

Otro test para comprobar que el desfasaje es el correcto es recon-
struir el factor de forma del pién a partir de d;(s) mediante la solucién
de Omnes

'Los datos a s > 0 se han extraido de eTe™ — 77 ~; por tanto en el pico de la
p hay una pequena contaminacién debida a la resonancia w. Esta contribucién es
bien conocida y genera una distorsién en la forma del pico, que puede ser facilmente
incluida en la férmula tedrica [17]. El efecto no se puede apreciar a la escala de la

figura. Ver Apéndice E.



4.3 Desfasaje o7

2llllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

1.5

log(|F(s)[")

".“ErIIIIIIlIIIIIIIIIlIIII

—-400 -200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400

s/Vl|s| (MeV)
Figura 4.4: Factor de forma exponenciado comparado con los datos

experimentales. Datos: [38]
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Figura 4.5: Desfasaje obtenido comparado con los datos experimen-
tales. Datos: [66]
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F(s) = exp {:é [mF(O)]“ﬂ}exp{f / d“%)} L (444)

s 2"z — 8

con

I F(0)* = Cl(k)ldlj(s) : (4.45)

s=0

Los valores experimentales de [In F(0)]*) son

In FO)Y =2 (r}) =1.98GeV 2,

|

In F0)]® =2¢, — <é <r2V>)2 —4.13GeV™t. (4.46)

Tomando para ¢y el valor dado en [32].

El resultado mostrado en la figura 4.6 es la soluciéon numérica para
la integral de dispersién (4.44) con una, dos y tres sustracciones (re-
spectivamente las curvas inferior, superior e intermedia).

El ajuste obtenido a los datos es bastante bueno, y mejora con
el nimero de sustracciones. Esto es debido al hecho comentado en
la seccion anterior de que aumentando el niimero de sustracciones la
contribucién proveniente de bajas energias (la regiéon mejor entendida)
es mas y mas importante. Esta grafica muestra que la prediccién dada
para el desfasaje por la parametrizacion exponenciada es correcta.

4.4 Comparacién con el calculo en ChPT
a orden p°

La expresién exponenciada para el factor de forma del pién (4.42) se
obtuvo partiendo del factor de forma en ChPT a orden p*, por tanto la
primera prediccién se produce a orden pb. En esta seccién se compara la
contribucién de orden p° generada en (4.42) con la obtenida por célculo
exacto en ChPT [32]. Bdasicamente se muestra el trabajo realizado en

[18]
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Figura 4.6: Resultado numérico de la integral de dispersién con una,

dos y tres sustracciones (lineas inferior, superior e intermedia respecti-
vamente). Datos: [38].
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4.4.1 Término de orden p° en ChPT

En el célculo exacto y analitico [32] del factor de forma del pién en

ChPT con SU(2), x SU(2)g la expresion dada se muestra con la ayuda

de ciertas funciones. Aqui modificamos ligeramente la presentacién

para poder mostrar de manera mas clara la comparacion con la parametrizacion
exponenciada. Escribimos sélo el término de orden p°®, denotado por
FC?PT<S), como una expansiéon en potencias del logaritmo

1
L(s):ln1+0

(4.47)

-0
para valores de s por encima del umbral de dos piones. Siendo o =
or =1/1—4m2/s.

Tendremos una expresion de la forma

F&(s) = ap + a1 L(s) + as(L(s))? + as(L(s))*. (4.48)

Hay que recordar que el calculo a un loop sélo contribuye a los dos
primeros términos ag y ai, por tanto as y as proceden estrictamente
del orden p®.

Tomando el resultado de [32] las funciones a; son, a dos loops, las
siguientes

iz P = 2\ ([~ — & 31
g = (12 2f2) fl (167T82f2)2f2+<1(::2f2> {l€2—€1—|—26_2;] £<1+30'2)

22 3191 ., 223 16 iz 1
Sl e e -~ (3T 4+ 15) + —(Tx? — 151z + 99
504 T 6az0” Ta16 " 9 magloret 19 (e T +99)

7T2( 302 + 78z — 128) + 8r2(2? — 2 2)(1 L L )
722\ v v AT 102 3272 48702

+i

m?2 2 lg 305\ w203
- G- +-2 7% — 1512 + 99
<167r2f2> {( 1y 2:c> ERRR T z+99)




62 Capitulo 4. Factor de forma del pién

13 1
20,2 2
+871° (2 — 3 3:—2)167“:0}] 9(3—4m7r) ,

m? \? — — ds 303\ 2% o ,_,
() (-7 525 2 e

13 21?2 — 3x0? —T
2( 2 . 3 2
T (I 3 v 2) 4872203 ] T [36x02 (m — 162" + 120z — 476

+512/2)] 0 (s — 4m2)} (4.50)
m2 2 s
_ s 3 2 _ ;
as —»<16W2f2> { s (00— 160% + 1200 — 476+ 512/x) | +i |5

<x2 - 133x - 2)} 0 (s — 4m72r>} , (4.51)

m2 \°/, 13 1
= ™ ) pe— 452
s (167r2f2> (I 3" > 6x203 (4.52)

Donde z = s/m?. /; son los acoplamientos independientes de la escala
de ChPT en SU(2)r x SU(2)r a orden p* definidos en [5, 32], v f1 v f5
a orden p% Como puede verse as es real (su parte imaginaria aparece
a orden p%), mientras que ag, a; y as son complejos.

Otra caracteristica importante es que estas funciones a; son diver-
gentes en el umbral de dos piones (i.e. cuando ¢ = 0). Obviamente
F, (gGh) pr(4m?2) no es divergente, dado que las divergencias de las funciones
a;, combinadas con las potencias en ¢ que aparecen en la expansion de
L(s) para valores pequenos de o, se cancelan entre si. Estas divergen-
cias se originan en los loops intercambiados en los canales t y u. Esto
implica que no se espera que aparezcan en la resumacién exponencial,
dado que esta ultima suma sélo la interaccion de estado final de los
piones en el canal s.
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4.4.2 Término de orden p° en la parametrizacién
exponenciada

Expandiendo en potencias de momento obtenemos el término de
orden pb dado por (4.42). Ahora, siguiendo el procedimiento empleado
para el calculo en ChPT expandimos la expresién resultante en poten-
cias del logaritmo L(s) de la forma

F9)(s) = bo + b1 L(s) + ba(L(s))* + bs(L(s))? . (4.53)

Las funciones b; son

2 T2(s) 1 1 ( <m2 ) 5 >2
bp = |~ — L2+ |sln[~—% | +8m2 — =5
[M;} M2 2 (9672 2 M2 3

L T -2 NP
g6r2 22 \* " \z) T T 3T

i 25%03 rso® | m? g 5
i — sln | —Z m2— —s
96r f2M2  (9672f2)2 M2 "3

x 0 (s —4m?2) | (4.54)
s2g3 m?2 8m2 5  96m%f?
by =0 g (D) e 0
(9672 2)? M2) T s T3 e
—imo> 6 (s — 4m72r)} , (4.55)
1 s2%08

by = 0. (4.57)
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Como se esperaba, los valores de las funciones b; no son divergentes
en el umbral de produccién de dos piones. Por tanto, la comparacién
directa entre las funciones a; y las b; no tiene sentido para ¢ = 0. Si

(

que podremos comparar F%)(4m?2) con FS), (4m2) porque estas dos

cantidades si que son finitas.

4.4.3 Comparacion

Ahora que hemos introducido las férmulas necesarias podemos pro-
ceder a la comparacion de ambos resultados.

De la manera en que estan escritas las funciones a; y b;, es decir,
con sus expresiones analiticas completas, no se ve ninguna semejanza a
primera vista entre ellas.

Para comprender mejor la fisica que hay detras de estas férmulas
es conveniente ir al limite quiral (m, = 0) donde el parecido se hace
mas evidente. En este limite las funciones a; son finitas en el umbral
de modo que las podemos comparar directamente con las funciones b;.

Comenzamos con la potencia mas alta del logaritmo, az y b3. En
este caso el limite quiral es facil,

a3 =Dby=0. (4.58)

El simbolo "significa que la funcion estd en el limite quiral.
Los coeficientes para la segunda potencia del logaritmo son también
iguales (aunque ya distintos de cero),

. N 1 S 2

Este resultado es importante porque significa que, en el limite quiral,
la parametrizacion exponencial resuma correctamente los logaritmos a
orden p%. Este hecho no ocurre en resumaciones basadas en los aproxi-
mantes de Padé [0,1], tales como las obtenidas por medio del método de
la amplitud inversa (IAM) [13, 41, 42] o la parametrizaciéon Gounaris-
Sakurai [43].

En el término subdominante (i.e. el lineal en el logaritmo) tenemos
las primeras diferencias. Los valores para las funciones son
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S T 1 lg 7 s ]
S (R N D B & R NI G
“ _<167r2f2> _ {18 <€2 £1+2>+108} i300)] -

2r -
~ 5 1 m?2 5 9672 f2 T
b= (o) |2} -2 — i g(s)(4.60
! <167r2f2> _36{“(1\43) 37 M2 } i30(s){1-60)

Para establecer una buena comparaciéon tenemos que manipular la parte
real de dj, en particular las constantes £;. En [32] podemos encontrar
como reescribirlas en términos de las constantes ¢} usuales de Gasser
y Leutwyler [5], y también cémo pasar a las constantes de SU(3), x
SU(3) g denotadas como Lf. La equivalencia es

m2

VR R E r T T r 1 ™
Aplicando ahora la hipétesis de dominio vectorial (VMD) de acuerdo
con [8] a la escala > = M7 (hay que recordar que para obtener la
expresion exponenciada del factor de forma se aplicé VMD) obtenemos

— — ly 1207%f% 1 m?2
by—li+—=————-—In|[—%5]. 4.62

2ty T e Tt (4.62)
De esta manera, la parte real de d; queda ahora, en la aproximacién de
VMD, como

2
s 1 m?2 7 24072 f2
R LR I § PN T I A O 4,
Red, (167r2f2> 36{“(2\43) 37 M2 } (4.63)

El logaritmo de masas se reproduce correctamente, sin embargo queda
todavia una diferencia con b; dada por

2
~ S 1 (=2  144n%f?
b= () T 4.64
b <16772f2> 36{ 3 M2 } (4.64)

p

$Ver Apéndice F
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Esta diferencia procede de la contribucién debida al intercambio de una
resonancia p en el canal t en la interaccién de estado final entre los dos
piones. Conviene recordar que la interaccion de estado final resumada
en la exponencial, viene del desfasaje a nivel &rbol 61 (s) calculado a
partir de la amplitud de scattering w7. Para obtener dicha contribucion
serfa necesario incluir el término de orden p* en 41 (s).
Finalmente comparamos los términos polinémicos. Los limites quirales

para ag y by son

2 — —_—
s o4~ T\ fo2411 11
o = [—0 Bl S P e I g
“ (167r2f2> l{f2+27<2 1+2> 30 T 6430 270

+¢{<ez—el+g26> 17;+175;} e(s>] , (4.65)

P { 1 Lo, <1n <m3,> 5)2
o =8 |7~ — ) -
ME (96m2f2)2 T 2(96m2f2)? MZ) 3
R S S R
906m2 f2 M2 MZ) 3

. 1 - m2\ 5
+is? [48Wf2M3 (9672 f2)2 (111 (J\/[,)2> - 3>] O(s). (4.66)

Para establecer comparaciones numéricas tomaremos los siguientes va-
lores experimentales para las constantes ¢; [32]

7, =—-17+10,

ly =6.1+0.5,

I =29+24,
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l, =434+009,

lg =165+1.1. (4.67)

Con estos valores se obtiene que
Gy = [(1.16 4+ 0.16 + 0.53 F,) +i(1.59 + 0.4)| 57,

by = (3.84+ 1.521)s%, (4.68)

donde s tiene que estar expresada en GeV?Z.

Como se puede ver las partes imaginarias coinciden. Las partes
reales son iguales para f, = 5.1 & 0.3. Este valor es compatible con
las estimaciones previas que existen en la literatura. Algunas de estas
estimaciones son [32] f, ~ 4.8, [43] f, = 6.9, [31] f, = 6.6, [41, 42]
fo=3.7.

Después de toda esta coleccion de formulas se puede concluir que
la parametrizacién exponenciada es, en el limite quiral, una buena ex-
trapolacién para ChPT a energias mas altas. La prediccién hecha para
el término de orden p° es bdsicamente igual al resultado de ChPT (el
término de orden p?* es exactamente igual por construccién). Es difer-
ente solamente en la parte real de a; (es decir, dado que las funciones
son complejas, en una de seis), donde ya se esperaba debido a los ar-
gumentos dados anteriormente.

Una vez hemos visto la fisica subyacente, analizando el limite quiral,
podemos estudiar numéricamente las expresiones completas (sin ningin
limite) para a; y b;.

Debemos recordar que las funciones a; son divergentes en o = 0, de
modo que en ese punto la comparacién entre ChPT y la exponencial
tiene que hacerse para la suma total a orden p°® y no término a término.

Los valores son

FOL (s = 4m2) = 0.0227 + 0.0009

FS)

(s =4m2) =0.0216. (4.69)
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Son completamente equivalentes. Para Fé?ﬁPT hemos tomado la con-
stante f, igual al valor obtenido previamente.

Se ha tomado f, = 0 como sugieren todos los autores. Esta eleccién
estd justificada porque la contribucién de f, al radio electromagnético
del pion es despreciable, dado que este radio esta saturado por la reso-
nancia p (i.e. la constante Lg)

Cuando aumentamos la energia /s la diferencia entre Fé?l)PT y Féfl))
también aumenta. Para /s ~ 0.7 GeV la parte real en la expresién
exponencial es sélo un 15% mayor que en la de ChPT, alcanzando el
33% alrededor de 1 GeV. En la parte imaginaria la comparacién es
incluso mejor manteniéndose la diferencia sobre el 3% para /s = 1
GeV.

Sin embargo, a energias tan altas la expansién en ChPT no es valida
en absoluto. Sélo hay que recordar que aproximadamente a 0.7 GeV
la correccién de orden p? tiene el mismo valor que la contribucién a
nivel 4rbol (a orden p?), y lo mismo ocurre a 0.8 GeV esta vez entre los
érdenes p* y p°.

El estudio numérico nos permite concluir que la pieza m&s impor-
tante a orden p°® es el polinomio, seguida por el término lineal en el
logaritmo, luego por el cuadratico y por ultimo el ctbico.

Un punto delicado de la parametrizacion exponenciada es el de-
splazamiento de la parte imaginaria desde el exponente hasta el propa-
gador [16] como vimos anteriormente. Sino se hace este desplazamiento
y se mantiene la parte imaginaria en el exponente, los términos con log-
aritmos no se modifican en absoluto (i.e. las funciones by,bs y b3 serian
las mismas). Sin embargo, la parte imaginaria de la funcién b, cambia
sustancialmente. En el limite quiral su valor pasa de Im ISO =1.52s%a
Im 130 = 0.88 %, una diferencia del 50%. Por tanto, las correcciones de
orden superior son resumadas de manera mas eficiente haciendo este
desplazamiento de la parte imaginaria; tal y como se esperaba de la
suma de la serie de Dyson de la autoenergia de la p.

4.5 Resonancias p' y p”

Desde finales de los anos 80 existe la evidencia bien justificada ex-
perimentalmente de la existencia de las resonancias p’ y p”. Los valores
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aceptados para sus masas son M, ~ 1450 MeV y M, ~ 1700 MeV.

Dado que en este trabajo hemos obtenido una parametrizacién para
el factor de forma del pién que describe bien los datos experimentales
hasta 1 GeV, el siguiente paso natural es incorporar al formalismo las
siguientes resonancias en el canal [=1, J=1. Esto equivale a incluir
nuevos octetes en la construcciéon del lagrangiano quiral de las resonan-
cias. Légicamente, la estructura de dicho lagrangiano sera la misma
que en el caso de la p, pero anadiendo dos nuevos términos, para la p/
y la p” con acoplamientos Fy,, G\, y Fy;, G}, respectivamente.

Por tanto, el factor de forma del pion en el limite N, grande es

G F{,Gf
F(s): 1+ V2V 28 v2v 23
JE Mp—s JE Mp,—s
FIGY, s
: 4.70)
2 (
fz Mp// — S
Imponiendo que F(s) — 0 para s — oo obtenemos la condicién
Gy FG, FGY
IE + Iz + Iz =1, (4.71)
que denotamos por simplicidad como
a+pB+y=1. (4.72)

Por otro lado, el incluir méas resonancias afecta también al compor-
tamiento a bajas energias. Recordemos que la constante Lg estaba
saturada por la contribucién procedente del intercambio de la p. Ahora
recibird contribuciones también de p’ y p” de la forma:

af? N Bz f2
2M2 " 2MZ,

Ly = +

= 502 (4.73)

p

Las condiciones (4.72) y (4.73) imponen restricciones a los valores de
los parametros a, 5y 7.

Todo el procedimiento de exponenciaciéon a partir del factor de

forma del pién a orden p* en ChPT se repite aqui exactamente igual,
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resultando una expresion final que incluye a las nuevas resonancias de
la forma

2 M?,
o= l WE s M s T, )
. M2,
fYMg,, —5— z'Mp//Fp“(S)]

S

96

(4.74)

— 1
X exp { {ReA (mi/s, mfr/Mg) + §ReA (m%/s,m%/Mg)] } :
m

Iz

Como vemos, aqui ya se han incluido las anchuras de desintegracién.
Sus expresiones son igual que la calculada para la p, sélo se diferencian
en los valores de los acoplamientos. En (4.74) estas anchuras corre-
sponden a

M /S 1
Fp7p/’p//(5) = ’}/p’p/’p//9%+j]€2 |:0'7?:. 9 (8 — 4m72r) + 50?{0 (S - 4771%()] .
(4.75)
donde
2 / 1"
Vo = =5 {GY. GE G} (4.76)

™

Nétese que aqui no hemos empleado la condicién (2.33) segtn la cual,

i
=75
Sin embargo, veremos que los valores que obtengamos la satisfaran.

Empleando la expresion (4.74) hemos realizado un ajuste de los
datos experimentales [38, 44, 45] tomando como pardmetros libres «,
B, My, My, My, vy, ¥y v Y- El pardmetro vy esta fijado por la
condicién (4.72).

Para realizar el ajuste hemos eliminado de los datos de [38] los
puntos correspondientes al pico de la interferencia p — w, es decir, el

Fy = V2fx, Gy (4.77)
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intervalo 0.72 < /s < 0.8 GeV. Dado que (4.74) no contiene la con-
tribucién de la w (puesto que sélo tenemos canal I=1) y esos puntos
tienen un error muy pequeno, intentar el ajuste con todos los datos no
tenia sentido. Hecho esto, el ajuste se ha realizado con los datos del
detector OLYA dados en [38], més los del detector DM2 dados en [44],
mas los de ALEPH dados en [45].

Por medio del programa MINUIT efectuamos el ajuste obteniendo
los siguientes valores de los parametros:

a= 1.02£0.05,
g= —0.154+0.07,
vy= 1l—a—=0.13+0.09,
M,= T72+6 MeV,
M, = 1470 £210 MeV , (4.78)
M, = 1800 + 140 MeV,
v, = 1.04%0.09,
Yy = 0.41+0.09,
Ypr = 0.09£0.09.

En la figura 4.7 se puede ver que el ajuste es relativamente bueno, con
un x2 = 1.4. En esa figura no sélo se han representado los datos que
hemos utilizado sino que se muestran todos los dados en [38, 44, 45].

A partir de (4.78) podemos obtener los acoplamientos de las tres
resonancias.



72 Capitulo 4. Factor de forma del pién

Fy = 13249 MeV, Gy = 67 £ 3MeV,
F, = —31+14 MeV, |, =42 £ 5MeV,
F! = 6050 MeV, " =20+ 10MeV.  (4.79)

Debido a que la p es la resonancia dominante en este canal, sus acoplamien-
tos Fy y Gy coinciden con los dados en (2.33) a partir del compor-
tamiento de QCD a altas energfas [9], esto es

Fy =V2f, =132 MeV, Gy = fr/V2 =66 MeV.  (4.80)

Los valores para las masas de p, p’ y p” estan de acuerdo con los dados
previamente en otros ajustes [46, 44, 45].

No ocurre lo mismo con las anchuras de desintegracién. Estas se
obtienen a partir de (4.74) y resultan:

T, (M,)= 149+ 13 MeV,
T,y (My)= 600+ 270 MeV,

Fp// (Mp//) = 2504 250 MeV . (481)

La anchura de la p coincide con la dada por el PDG [47], mientras que
la de la p’ se diferencia en 1.00. El error en la anchura de la p” es tan
grande que el valor en realidad no sirve mas que como una estimacion.

Por ltimo nos queda comprobar que el comportamiento del factor
de forma (4.74) a bajas energias es el correcto. Para ello calculamos el
valor de Ly por medio de (4.73), resulta ser

Ly = (74403)-1073. (4.82)

Un poco mas alto que el valor experimental Lg™? = (6.9 £0.7) - 1073 y
que el dado en [32] L? = (6.6 4+ 0.6)- 1073 pero compatible con ellos. De
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Figura 4.7: Factor de forma comparado con los datos experimentales.
Datos: tridngulos [38, 44], circulos [45]

hecho, en la figura 4.7 el comportamiento a bajas energias es totalmente
correcto.

Por tanto, después de estos tests podemos decir que la parametrizacion
(4.74) para el factor de forma del pién es una buena extrapolacién a
energfas aun mayores de la exponencial obtenida en (4.42).

4.6 Resumen

Utilizando nuestro conocimiento actual sobre teorias efectivas hadroénicas,
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informacién de QCD a cortas distancias, la expansién en 1/N,, analiti-
cidad y unitariedad, hemos derivado una expresion simple para el factor
de forma del pién, en términos de m,, mg, M,y fr. La prediccion re-
sultante (y libre de pardmetros) da una buena descripcién de los datos
experimentales hasta energias del orden de 1 GeV.

Nuestro resultado principal, dado en (4.42), contiene dos compo-
nentes basicos. El propagador de la p proporciona la contribucién
dominante en el limite de nimero de colores grande; suma un ntimero
infinito de términos locales en la expansion quiral a bajas energias.
Las correcciones de los loops quirales, correspondientes a la interaccién
de estado final entre los dos piones, aparecen al siguiente orden en la
expansion en 1/N,; la exponencial de Omnes permite realizar una re-
sumaciéon de estas correcciones de unitariedad, extendiendo el dominio
de validez més alla del original del calculo en ChPT.

Requerir consistencia con la suma de Dyson de la autoenergia de la
p, fuerza a desplazar la fase imaginaria desde la exponencial hasta el
propagador de la p. Mientras que este cambio no modifica los resultados
rigurosos de ChPT a bajas energias, si que regula el polo de la p y hace
que el desfasaje resultante pase por 7/2 en la masa de la resonancia p.

Como se ve en las figuras 4.4 y 4.5, el factor de forma experimental
del pién esta bien reproducido tanto en médulo como en fase. Aunque
la contribucién de la p es el efecto fisico dominante, la resumacion de
Omnes resulta imprescindible para obtener la correcta normalizacién
en el pico de la resonancia.

A continuaciéon, dado que la expresién exponencial contiene con-
tribuciones a todos los érdenes en potencias de momento, hemos com-
parado su término de orden p° con el que aparece en el célculo a dos
loops del factor de forma del pion en ChPT para observar si la expo-
nencial suma correctamente los logaritmos o no.

En el limite quiral hemos probado que la resumacién es correcta al
menos cualitativamente. Reproduce el factor correcto para el logaritmo
dominante y un valor compatible con los existentes en la literatura para
7.

Numéricamente observamos que ambas contribuciones a orden p°
difieren s6lo en unos pocos tantos por ciento en las partes reales y
menos del uno por ciento en las imaginarias para la regién de energias
donde ChPT tiene sentido (1/s < 500 MeV). Esto demuestra que la
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parametrizacién contiene las contribuciones mas relevantes a érdenes
superiores. Las contribuciones no incluidas (loops y resonancias en los
canales u y t) no son tan importantes cuantitativamente.

La diferencia observada en las funciones a; y b; entre ChPT y la
exponencial pueden corregirse introduciendo di(s) a orden p* Por
supuesto, en ese caso la correspondencia entre F((;(Z)PT y Fég% seria ex-
acta.

Obviamente la parametrizacién aqui presentada no es la tnica que
existe en la literatura. Muchos estudios detallados sobre el factor de
forma del pién se han llevado a cabo previamente [13, 31, 32, 41, 42,
43, 46, 48]. Todos los ingredientes que hemos utilizado se pueden en-
contrar en la literatura. Sin embargo, cuando uno combina todos estos
elementos es cuando aparece una descripcion tan sencilla para F'(s).

Por 1ltimo hemos realizado una extrapolacion de la parametrizacion
exponencial a energias mayores incluyendo las resonancias p’ y p”. El
ajuste de los datos experimentales que se obtiene es satisfactorio y los
parametros caracteristicos de las resonancias resultan compatibles con
los ya existentes en la literatura.
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En el capitulo anterior hemos comprobado cémo la funcién de Omnes
nos permite elaborar una parametrizaciéon para el factor de forma del
pion que resuma las contribuciones de 6rdenes superiores y describe
muy bien los datos experimentales.

La idea ahora es extender este formalismo a otros canales. En par-
ticular lo aplicaremos a los factores de forma de pién-kaén y al del
kadn.

5.1 Factor de forma pion-kadén

Como en el caso del pién, definimos el factor de forma a partir del
elemento de matriz de la corriente vectorial. Ahora el estado final es
K y resulta,

1 Agr " A
<K+7r0|ﬂ7“s|0> = ﬁ [(pK — P — :q> Fy(s) + TKq“ Fs(s)| .
(5.1)

Debido a que las masas de kaén y pién son distintas, la corriente vec-
torial no se conserva. Por tanto, el elemento de matriz no es transverso
a gy, el cuadrimomento del par K.

La estructura Lorentz de (5.1) contiene un primer término transverso
a ¢, y que corresponde a espin uno (J=1), donde Ag, = m3j —m2,y
un segundo término longitudinal en ¢, con espin cero (J=0).

La dependencia en s = ¢? estd contenida en los factores de forma,
denotados por Fy (s) para el vectorial y Fs(s) para el escalar.

Hay que comentar también que el factor de normalizacién 1/ V2
pasa a ser v/2 cuando el estado final es KO7.

5.1.1 Factor de forma vectorial

La expresion del factor de forma vectorial se encuentra calculada a
orden p* en ChPT en [7]. Su expresién es
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Fu(s) = L gy {s (M 5) + Mz (3)) = (Eicels) + LoD} + 2.
(5.2)

Las funciones de loops Mpg(s) y Lpq(s) estdn definidas en [6] y repro-
ducidas en las ecuaciones (6.41), (6.42) y (6.43).
El siguiente paso, siguiendo el paralelismo con el factor de forma del
pion, es anadir la contribucién debida al intercambio de resonancias.
En este proceso la resonancia involucrada es la K* y su contribucién
es

FvGV S
f7 Mg —s

Teniendo en cuenta la condicién FyGy/f? = 1 procedente de las re-
stricciones de QCD a altas energias, nos queda

(5.3)

s
Mz, —s’
Asumiendo VMD para la saturacion de la constante Lg podemos es-

cribir el factor de forma vectorial incluyendo ahora ChPT a orden p*
mas la resonancia K*.

(5.4)

Mz 3
= M2 o
K*_S 2f7r

Fy(s) {5 (Mjn(s) + My, (5)) = (Lica(s) + Licy(s))} -

(5.5)
A partir de aqui la resumacién es totalmente equivalente a la realizada
en el caso del factor de forma del pién.
Para energias /s < mg + m, el proceso es eldstico y podemos
aplicar Omnes. La amplitud en onda parcial K7 para I =1/2y J =1
es

1

T2y —
1) = g

s, mic,mz) (5.6)

™
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)2
El desfasaje d;""(s) resulta

1
52 (5) = )32 s, m2,m2). 5.8
Coincide exactamente con la parte imaginaria de (5.2) satisfaciendo el
teorema de Watson [36].
Por tanto, repitiendo el procedimiento visto en el capitulo anterior
obtenemos una expresién exponenciada para Fy (s)

Fy(s) = ]\KK:S exp {2?}2 [sMp (s) — LKW(S)]} : (5.9)

Esta expresion satisface los requisitos del limite de bajas energias y
tiene la fase correcta a orden p?.

El siguiente paso es regularizar el polo de la resonancia y para ello
calculamos la anchura por medio del lagrangiano quiral de las resonan-
cias.

La suma de la serie de Dyson de la autoenergia de la K* nos da que
su anchura de desintegracion es

Mg
1287 f2s2

para my +mg < /s < mg + m,.

En el caso s = M. resulta ser I'y (Mg = 0.892 GeV) = 55 MeV,
muy proximo al valor experimental [' = 49.8 + 0.8 MeV.
Al introducir I'y(s) en el propagador de Fy (s) en (5.9) se observa de
nuevo (como con el pién) que, al expandir en potencias de momentos, la
parte imaginaria procedente del propagador y la procedente de la expo-
nencial son iguales a orden p*. Actuando de la misma manera que en el
caso del factor de forma del pién podemos identificar ambas contribu-
ciones y regular el polo simplemente desplazando la parte imaginaria
de la exponencial al propagador.

Anadiendo ademas la contribucién del estado intermedio K7 nos
queda la expresion final siguiente

FV(S) )\3/2(s,m§<,m3r) (510)

MI,Z(*
M2, — s — iMg.Ty

Fy(s) = (s) {3 [sRe { M. (s) + M, |

217
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—Re {Licx(s) + Licy(s)} | } : (5.11)
donde
Ty(s) = 1;\;}:}2812 P\?’/z(s, m3., m2)0 (5 — (mg + m,r)2)
+ N3 (s, m2, m2)f (s — (mg + mn)2)} : (5.12)

La comparacién con datos experimentales del médulo de Fy (s) se hard
mas adelante de manera indirecta a partir de desintegraciones del 7.
El desfasaje si que se puede comparar directamente a partir de los
datos.
La prediccién que (5.11) da para el desfasaje 6%/2(3) es

1/2 MK*F\/(S)
61/ (S) = arctan {]\412(*—5 . (513)

La figura 5.1 muestra como la prediccion describe bastante bien los
datos desde el umbral hasta 1.2 GeV.

A grandes energias nuestra prediccién alcanza un limite, que es de
167° considerando sélo como estado intermedio el K7 y de 155.6° si
incluimos también el K7. En ambos casos el resultado es compatible
con el experimento.

5.1.2 Factor de forma escalar

Segun podemos ver en [7] la expresion del factor de forma escalar Fg(s)
a orden p* en ChPT es

2
AKTI’

Fs(S) = 14— (55—22K7r_3

1 _
2 JEEC

2
AKT(

-+ (38 - 22[{7r - ) an(S)

2412
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Figura 5.1: Desfasaje K7 para 1=1/2, J=1. Datos: tridngulos [72],

circulos [40].
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s 4L7
donde
m>2 m>2
L_n—L Xpo :m%—l—mé, (5.15)

v Jpg(s) estd definida en (6.41).

Igual que antes hemos de calcular la contribucién debida al inter-
cambio de resonancias para poder ir a energias mayores. En este caso
la resonancia involucrada es la KJ(1430) y su contribucién, calculada
con el lagrangiano quiral de las resonancias [8, 9] es

4eqem, s
2 2 _
f7i Mg —s

Cm — Cq 2 2
1 . 5.16
[ + ” (m7r + mK)} ( )

En [8] se dan como valores de los acoplamientos ¢, y ¢, los siguientes

lcgl = 0.032 + 0.013GeV,
lem| = 0.042 4 0.007GeV,

CdCm > 0. (5.17)

Estos valores se obtuvieron suponiendo que las constantes L5 y Lg del
lagrangiano £a de ChPT estan saturadas por las resonancias escalares.

En el limite N. — oo y suponiendo saturacion de Lj por la reso-
nancia K, el factor de forma escalar es

4eqCm s
2 2 _
= M K;

Fle(s)=1+ - [1+Cm_cd (mi—i—mﬁ()} . (5.18)

SCq

La condicién de que Fs(s) — 0 cuando s — oo impone que

4eqCom

Iz

=1 (5.19)
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(de donde se deduce la condicién dada en (5.17)) y, por tanto, podemos
reescribir el factor de forma escalar segiin (5.18) en términos sélo de ¢g.

M?2. 2 2 2
F(s) 0 [1_< _fw) e - i

= — —_—— 5.20

Incluyendo ahora las correcciones en 1/N, procedentes de los loops y
dadas en (5.14) obtenemos una expresién que incorpora ChPT maés la
contribucion de la resonancia:

M?2. 2 2 2
Fg(s) = e I L My + M

1 A2\ _
+872 (53 — 20k — 3;”) J ()
A2\ -
+24f2 (35 — 2% r — 5”) T ken(3)
S
AL (Bptr — 24 — 3p1y) (5.21)

donde se ha fijado p = M,,.

Esta expresién describe mejor el factor de forma que la procedente
de ChPT a orden p*. Sin embargo queremos resumar también las cor-
recciones de loops en forma exponenciada, como en los casos anteriores.
De nuevo emplearemos la ecuacién de Omnes, para lo cual hemos de
obtener primero el desfasaje correspondiente.

Nos restringimos a la regién eldstica /s < mg + m, para poder
aplicar Omnes. La amplitud en onda parcial I = 1/2, J = 0 del
scattering K es

A2
<5s — 2% gr — 3 Kﬂ) : (5.22)
S

1
12y
To™"(s) = Tog 2

A partir de esta expresién es facil ver que (5.14) satisface el teorema
de Watson. El desfasaje 58/ *(s) a orden p? es
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A

55%(s) = (58—2Em — ) SAW(S m3,m2),  (5.23)

1287 f2

que, como cabia esperar, coincide con la parte imaginaria del factor de
forma a orden p* en ChPT (5.14).

Aplicando la ecuacién de Omnes del mismo modo que en las sec-
ciones anteriores obtenemos la siguiente expresién exponenciada para
el factor de forma escalar

]\/[2* 2 2
Fs(s) = . [1 — <1 — f) w exp {Rely + iImF,} .

(5.24)
Incluyendo la pequena contribucién del estado intermedio K7 ten-
dremos que ReFy e ImF} son las partes real e imaginaria de la compo-
nente de orden p* de (5.14) sin considerar la constante LZ. Es decir,

2

AKW) 7K7r(5)

S

1
F4: 8f7%<58_22K7r_3

2
AK7r

<38 — QEKTI' — > 7[(,7(8)

L1
242

iy — 2
4AKW (Bptw — 2pr — 3pin) (5.25)

Hasta aqui todo ha sido igual que en los casos anteriores. Las diferencias
llegan al introducir una anchura al propagador de la resonancia. Si
procedemos calculando la autoenergia de la K y sumando la serie de
Dyson, la expresiéon a la que se llega es

3

Po(s) = — >
s(s) 327 f My s

e (5 =2 = i) + e (2 + )
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X>\1/2(Sa m%{v m2)9 (5 - (mﬂ' + mK)2>

™

‘|‘8647rﬁr%9 [Cd (35 — Tmy — mi)) + 3¢ (Sm%( — 3m72r)]2

X AY2(s,m2, m2)0 (s — (my, + mK)2> (5.26)

Para los valores de ¢; y ¢, dados antes la anchura de la resonancia
toma el valor I's(Mg;) = 1.3 GeV, demasiado grande y alejado del
valor experimental I'e,, = 287 £ 23 MeV. Otro indicio de que esta
expresion no es la apropiada es su comportamiento asintético. Cuando
s — 00, I's(s) ~ s? lo que se traduce en un mal comportamiento para
el desfasaje de (5.24) (después de haber introducido la anchura en el
propagador).

Por otro lado, con esta anchura no es posible realizar, como en los
casos anteriores la identificacién entre las contribuciones imaginarias
procedentes del propagador y de la exponencial. No son iguales para
ningun valor de ¢; y ¢;,.

Por todas estas razones la parametrizacion que utilizaremos sera

Mz. 2 2 2
Fyls) = — G 1_<_f7r2>m+2mx
M — s — iMggT's(s) Acs M-
x exp {ReFy +ilmF},} . (5.27)

donde no hemos bajado ImF} al propagador.
Para la anchura utilizaremos la expresiéon dada en [49]

Mie; _ N'2(s,mie, m3)

Fs(s) =To s AM2(MZE. m3%,m2)’
07 ) s

(5.28)

El objetivo es realizar un ajuste de los datos experimentales del des-
fasaje 5(1)/ 2(3) [50] para determinar los valores de My y I'g. La prediccion
dada por la expresion (5.27) para el desfasaje es
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My+T
(53/2(5) = arctan (K"S(s)) + ImF; . (5.29)

Empleando esta expresion el ajuste es muy malo ya que ImF}; practicamente
satura los datos experimentales. Esto se debe a que ImF}, crece como

s y nos encontramos en un proceso en el que s es bastante grande: el
umbral estd ya a 633 MeV y, por tanto, cerca del limite de predictibil-
idad de ChPT. Es por esto por lo que es aceptable aplicar a ImF) una
resumacion del tipo Padé de la forma

ImF.
ImFy — ———2% (5.30)
|1 —ImFy|
para conseguir un buen comportamiento en s — co.
Por tanto, sustituyendo en (5.29) resulta
Mp=I'g(s ImF,
(53/2(5) = arctan K2° s(5) o 5 - (5.31)
MK(’)‘ — S 1+ (IH1F4)

Ajustamos con esta expresion los datos experimentales y obtenemos
que el mejor ajuste corresponde a unos valores de

Mg: = 1.396 +0.006 GeV,

To= 0.2740.02 GeV, (5.32)

El ajuste obtenido es muy bueno *, como se puede ver en la figura 5.2.

El interés de este factor de forma radica principalmente en su con-
tribucion a la determinacion de la masa del quark extrano, m,. Un canal
muy apropiado para obtener mg es precisamente el que aqui estamos
utilizando: (7,J) = (1/2,0). Un conocimiento detallado de la funcién
espectral escalar-escalar (o equivalentemente, de la parte imaginaria del

*Los errores mostrados en la figura 5.2 estdn deducidos a partir del tamano de los
puntos de la grifica dada en [50] ya que los autores no proporcionan en el articulo los

valores medidos. Probablemente esto produce una sobreestimacién de los errores.



88 Capitulo 5. Otros factores de forma

factor de forma escalar) es fundamental para poder determinar mg a
partir de las reglas de suma de QCD [49].

De acuerdo con todas las consideraciones anteriores, nuestra ex-
presion final para el factor de forma escalar K es

() By
4c% M2
0

zImF4
1+ (ImFy)*J

ME..
0
MQS — S — iMKgrs(S)

Fs<8) =

X exp {ReF4 + (5.33)

5.1.3 Anchura de desintegracién 7= — K 7'v,

La anchura de desintegracién 7= — K~ 7°v, permite medir experimen-
talmente el médulo del elemento de matriz de la corriente vectorial,
dado en (5.1) entre el vacio y el estado K~ 7.

A partir de los factores de forma Fy (s) y Fs(s) que hemos obtenido
podemos realizar una prediccién de la anchura 7= — K70, y com-
pararla con el experimento.

La amplitud de dicho proceso es

1
_ . — n . — ol=
T = \/§GF sin 0. [@, " (1 — v5) u,] <K T ‘s%u‘()> ) (5.34)
donde G es la constante de Fermi y 6. es el angulo de Cabibbo.
Sustituyendo el elemento de matriz por su expresiéon (5.1) y re-
solviendo el espacio fasico, llegamos al resultado para la anchura de
7~ = K 7%,.

G%sin?f, [m ds 2
F - —70 r) = 7}7 ¢ / 2 _ )\1/2 2 2
(17 = K~ 7'v,) 2567 S ponert G52 (mT s) (s,mK,mw)

x {(m? +25) [X (s,me, m2) |Fy(s)* — A%, [Fs(s)[’]
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Figura 5.2: Desfasaje Km para I=1/2, J=0. Datos: [50].
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+2 (s +2m2) A, [Fs(s)[*} .

Empleando los factores de forma de las secciones anteriores se com-
prueba que (5.35) reproduce el valor experimental
BR (77 = K 7%,) =52-10"° (5.36)

si se toma ¢g = 0.014 GeV.

Recordemos que, para que Fg(s) tuviera un buen comportamiento
en s — oo se debia satisfacer que

deqcm
e

lo que, para el valor de ¢y dado arriba, significa que ¢, = 0.155 GeV.

—1, (5.37)

En [8] se dan las expresiones de la contribucién de la resonancia a
las constantes L;. En particular se suponen L; y Lg saturadas por la
resonancia para, dando la vuelta al argumento, obtener ¢4 v ¢,,.

Con los valores deducidos aqui para ¢4 y ¢, resulta

2

CdCm _
L = = 2T =11-1073, (5.38)
P MR, AME.

muy préximo al valor experimental LE = (1.4 4 0.5) - 1073, con lo que
se comprueba que nuestra sustitucién de Lf por su parte resonante en
(5.21) estd justificada.

Una vez reproducido el valor del BR (7~ — K~ 7’v,) podemos com-
parar la distribucién en energia de nuestra expresién (5.35) para la an-
chura con los datos experimentales. Esto se muestra en la figura 5.3,
donde comprobamos que nuestra prediccion es bastante buena. La linea
sélida de la figura corresponde a 1/I" dI"/d+/s segun (5.35), mientras que
la linea de trazos representa la contribucién puramente vectorial, i. e.
se ha tomado Fs(s) = 0.

En el valor total de la anchura la contribucién debida al factor de
forma escalar supone alrededor de un 40% del total. En la figura 5.3
vemos como esa contribucion es mas o menos constante en todo el rango
energias.

(5.35)
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Figura 5.3: Distribucién en momentos de la anchura 7= — K~ 7%v,.
Datos: [51, 52].
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5.2 Factor de forma del kaon

De modo analogo a los distintos factores de forma mostrados hasta
ahora, el factor de forma del kaén lo podemos definir también a partir
del elemento de matriz de la corriente vectorial entre el vacio y el estado
K°K~ de la siguiente manera:

(KOK~ [iyd| 0) = 3 Fic(s) (pwo — pic- )" (5.39)

Igual que en el factor de forma del pién, el estado final (ahora los dos
kaones) corresponde a [ = .J = 1, de acuerdo con la conservacién de la
corriente vectorial.

Para obtener la expresiéon de Fi(s) a orden p* hemos de trabajar
un poco con los factores de forma dados en la literatura. En [7] encon-

tramos los factores de forma para los estados finales KT K~ y K e
Denotados por F.(s) v F,(s) respectivamente sus expresiones son

F.(s) =1+ H(s)+2Hgk(s),

F.(s) =—H(s)+ Hxxk(s), (5.40)
donde

. —S
192722

2L
3f2
La funcién A(m%/s,m%/u?) ya fue definida en (4.3).

Extrayendo de ambos, F.(s) v F,(s), la componente I = 1 corre-
spondiente al estado K°K~ obtenemos Fg(s) a orden p* en ChPT.

Hpp(s) A(mp/s,mp/p?) + =25 . (5.41)

Fie(s) = Fu(s) — Fu(s) = 1+ 2H,n(s) + Hyx(s). (5.42)

Comparando con (4.2) comprobamos que, a orden p*, el factor de forma
del pién y el del kaoén coinciden.

Ahora bien, el umbral de dos kaones se abre practicamente a 1
GeV, de modo que intentar cualquier tipo de prediccion sobre el factor



5.2 Factor de forma del kaén 93

de forma del kaén s6lo con ChPT no tiene sentido. Necesitamos una
resumacion de ordenes superiores si pretendemos decir algo sobre los
datos experimentales. Sin embargo, en este caso no podemos aplicar la
funciéon de Omnes puesto que para ningun valor de /s se satisface la
condiciéon de unitariedad elastica, al tener abierto el canal w7 mucho
antes que el elastico K K.

Basandonos en el hecho de que a bajas energias los factores de
forma de pion y kaon coinciden haremos la hipdtesis de que ambos son
iguales también a energias superiores (esto es, supondremos simetria
SU(3) exacta). Emplearemos para Fi(s) la expresion resumada que
utilizamos ya para el factor de forma del pién y dada en (4.42). Recorde-
mos que (4.42) constaba de un propagador y una exponencial. La parte
del propagador es sencilla de calcular también en el caso del kaon y se
comprueba que efectivamente coincide con la dada para el pién. Esta
pieza resuma los términos locales dominantes en 1/N. del factor de
forma asumiendo VMD.

Por tanto, la hipdtesis de identificar ambos factores de forma se
reduce a suponer que las correcciones de estado final, subdominantes en
1/N,, son las mismas en ambos casos y que su resumacioén corresponde
a la exponencial de (4.42).

De acuerdo con todo esto tomaremos que Fk(s) es

2
Mp -3

_ 2 2 /22
F(s) = M2 — s — ML (5) eXp{967r2f2 {ReA(mﬁ/s,mﬂ/Mp)

+ ;ReA(m%/S,m%/Ms)] } (5.43)

donde A(m%/s, mp/M?) esta definido en (4.3) y la anchura I'(s) en
(4.41).

Para ver como funciona la hipétesis hemos de contrastarla con los
datos experimentales. Estos datos corresponden a la distribucion en
energias de la anchura de desintegracién 7= — KK v, tomados en
ALEPH [52] y CLEO [53]. Los comparamos con las curvas obtenidas a
partir de
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G%eos? 0, 5 [ ’
I(t— = KK v,) = %mi/ ds (1—$>
7687 4m%(

2s
X <1 + m2> o |Fr(s)) (5.44)

T

empleando para Fi(s) las expresiones del factor de forma del pién.

Dado el rango de energias en que nos encontramos (1-1.8 GeV) es
l6gico suponer que las resonancias p’ y p” jugaran un papel importante
(recordemos que en realidad la resonancia p sélo contribuye con su
cola). Por esta razén utilizaremos para Fk(s), ademdas de (5.43), la
expresion (4.74) con la que en el capitulo anterior ajustamos el factor
de forma del pién.

En la figura 5.4 se muestra la comparacién entre las predicciones y
los datos. La linea de trazos corresponde a la expresién (5.43), donde
s6lo esta incluida la p, mientras que la linea continua corresponde a
(4.74) e incorpora p’ y p” con los pardmetros resultantes del ajuste
mencionado. Por su parte, los datos del histograma son los de ALEPH
[52] y los puntos pertenecen a CLEO [53]. La falta de estadistica hace
que los errores sean muy grandes y que extraer cualquier conclusién
resulte dificil.

Ambas curvas son compatibles con los datos, lo que sugiere que la
hipétesis de identificar Fi(s) con las resumaciones efectuadas para el
factor de forma del pién es, al menos en primera aproximacion, correcta.

Mas diferencias entre los resultados incluyendo o no las resonancias
Py p” se observan en sus predicciones para el valor de la anchura de
desintegracién 7= — KK~ v;,.

Incluyendo sélo la resonancia p se obtiene para la fraccion de desin-
tegracién un valor de

BR (7~ — K'K™v,) =088-107%. (5.45)
p

Mientras que si anadimos p’ y p” el valor sube a

BR(7 = KK v,)  =19-107", (5.46)
ptp'+p
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Figura 5.4: Distribucién en momentos de la anchura 7= — KK~ v,.

Datos: histograma [52], puntos [53].
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lo que demuestra que la contribucion de estas resonancias es muy sig-
nificativa.
El valor experimental es

BR (7~ — K"K v,) = (1.55+0.28) - 10~*. (5.47)

Este valor es mas cercano al dado por las tres resonancias juntas que
al dado solamente por la p.

Podemos concluir, por un lado, que identificar ambos factores de
forma parece razonable y, por otro, que la contribucién de las resonan-
cias p/ y p” es muy importante.

Cuando se alcance mayor estadistica en los datos sera posible de-
terminar mas exactamente el papel de la p’ y la p” en este proceso.
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6.1 Introduccion

En el capitulo anterior hemos visto como calcular el factor de forma
del pion a energias mas altas que las alcanzables en ChPT. Uno de los
ingredientes fundamentales para llevar a cabo este calculo es la intro-
duccién de los grados de libertad de las resonancias: los siguientes en
masa después del octete pseudoescalar. En el caso del factor de forma
del pién la resonancia era la p, y, posteriormente también la p’ y la
p". Dado que en toda teoria efectiva (y ChPT lo es) los acoplamientos
entre los grados de libertad ligeros contienen informacién sobre los gra-
dos de libertad pesados no incluidos en la teoria, era posible obtener
valores para las L; partiendo de los parametros del lagrangiano quiral
de las resonancias y de la saturacién de las costantes L;. De este modo
obteniamos el valor de Lg a partir del intercambio de la p.

En este capitulo el procedimiento es, en cierta manera, en direccion
opuesta: dado que las constantes L; contienen informaciéon de las res-
onancias obtendremos ahora la aportacion fenomenoldgica de las reso-
nancias a ciertos procesos partiendo de los valores de las L;.

Existian en la literatura dos métodos de cardcter no perturbativo
que permiten extender el uso de ChPT a energias mas altas.

El primero es el Método de la Amplitud Inversa (IAM) propuesto
inicialmente en [13] y desarrollado posteriormente en [14, 15]. Se basa
fundamentalmente en la unitariedad elastica impuesta sobre el inverso
de la amplitud de scattering, que impone a todos los 6rdenes la relacién

Im7T ' = -0, (6.1)

donde o corresponde al factor de espacio fasico del proceso en cuestién.
La condicién de elasticidad obliga a considerar un solo canal, lo que
hace imposible la mezcla entre distintos canales necesaria en algunos
Casos.

A partir del ajuste de las L; a los datos experimentales, este método
describe correctamente las ondas parciales (I, .J) = (0,0), (1,1) y (2,0)
para el scattering 7 y las (I, J) = (3/2,0) y (1/2,1) para el scattering
7K. Ademads genera como polos en la amplitud 7' las resonancias p,
K*yo.

Sin embargo, hay problemas en los canales (0,0) y (1,0) para los
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que las resonancias f(980) y a¢(980) no aparecen.

El segundo método que extiende ChPT esta desarrollado en [54].
Aplicado sélo a los canales J = 0, utiliza un formalismo de ecuaciones
de Bethe-Salpeter (BS) para canales acoplados. Emplea para ello las
amplitudes de scattering de los canales involucrados calculadas a orden
p? en ChPT. Una vez unitarizada, la amplitud en canales acoplados
resultante describe bien desfasajes e inelasticidades en los canales (0, 0)
y (1,0) hasta energias del orden de 1200 MeV. Ahora si aparecen las
resonancias ag y fo. HEs més, se prueba que su aparicion se debe al
acoplamiento con el canal KK , no considerado en el IAM.

En este método los problemas aparecen al tratar de describir canales
en J =1, donde el IAM es mas efectivo. Aqui la contribucién de las L;
es fundamental, por lo que, al no estar incluida en el formalismo, este
da resultados erréoneos.

Dado que los resultados de ambos métodos son complementarios se
formulé en [55] un formalismo que englobara a ambos, basicamente es
el TAM reescrito para canales acoplados. Con €l se describen con éxito
en [56] todos los canales mencionados anteriormente y se generaban las
resonancias fy, ag, p, K*, ®, 0 y k. Sin embargo, las amplitudes de
scattering 7w, 7K y KK que se utilizaban eran aproximadas.

Este capitulo, basado en el trabajo [19], emplea este formalismo
(IAM con canales acoplados) pero empleando las amplitudes de scat-
tering exactas a orden p* en ChPT.

Las amplitudes 77 y 7K se pueden encontrar en las referencias [5]
y [57]. o

La amplitud KK la calculamos explicitamente. En principio este
calculo no parece ser de mucha utilidad. Por ejemplo, el umbral de dos
kaones se encuentra casi a 1 GeV y, ademas, para I = 0,1 aparecen las
resonancias fo(980) y ao(980) que se acoplan fuertemente al par KK.
De hecho, una vez calculada la amplitud de scattering, se observa que
la contribucién de orden p* es mayor que la de orden p? ya en el umbral
de produccion de dos kaones.

Esto nos dice que esta amplitud tal cual no es de utilidad a la hora
de confrontarla con los datos experimentales.

Sin embargo, introduciéndola en el método IAM con canales acopla-
dos aporta una contribucién crucial para generar la resonancia f,(980).

En las siguientes secciones veremos cémo con estos ingredientes
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podemos obtener las amplitudes de scattering para los canales (I, J) =
(0,0), (1,1) vy (2,0), generando las resonancias p y fo y describiendo
bien los datos experimentales hasta una energia de aproximadamente
1.2 GeV.

Finalmente, empleando en la ecuacién de Omnes los desfasajes obtenidos
para mm — 7w se obtiene una prediccion para los factores de forma del
pion vectorial y escalar. En el caso escalar no hay datos experimentales
con los que comparar, pero si que se observa cémo la aparicién de la
resonancia fy estd ligada a la existencia del canal acoplado K'K.

6.2 Meétodo de la Amplitud Inversa (IAM)

6.2.1 Caso elastico

La estructura analitica de una amplitud en onda parcial en el plano
complejo s posee ciertas caracteristicas. Presenta un corte en el eje
real desde el umbral s, hasta 4+o0o. Por tanto, por simetria de cruce
presenta otro corte (denominado corte izquierdo) en el eje real negativo,
desde s = 0 a —0), ademas de un cierto nimero de polos y ceros no
determinados a priori.

Ahora bien, por unitariedad elastica sabemos que para s > s, y §
menor que el primer umbral inelastico se satisface que

ImTU =0 |T[J|2 s (62)

donde I denota isospin y .J espin.

En el caso de que dicha amplitud se haya obtenido a partir de ChPT
sabemos que estara organizada como una serie de potencias de momen-
tos y masas

Ty=T2 +T% 4 ... (6.3)

donde el superindice indica la potencia de momentos.
La condicién (6.2) también se puede desarrollar en serie de potencias

Im7T% =0,
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T =o(TP)?. (6.4)

De esta manera, empleando una relacion de dispersion, es posible obtener
el término T}? a partir de los anteriores (salvo constantes de sus-
traccion).

Ahora bien, las amplitudes de scattering presentan polos cuyo sig-
nificado fisico son las resonancias. Una expansién en momentos al estilo
de ChPT no es posible cerca de una resonancia. Sin embargo, donde la
amplitud 7T7; posee un polo su inversa TI_J1 tiene un cero. Por tanto es
posible expandir 7}, en momentos alrededor de un polo de T}.

Veamos cémo se aplica la relacién de unitariedad (6.2) al inverso de
la amplitud

1 Im T
m():_nlg:_m (6.5)
TIJ |T1J‘

Es una relacién similar a (6.2) pero con una diferencia fundamental: nos
dice que la parte imaginaria del inverso de la amplitud para s > s, es
conocida a todos los 6rdenes (siempre en el caso eldstico, por supuesto).

Esta es la base del IAM. Vamos a aplicar esto al caso particular de
las amplitudes obtenidas por medio de ChPT siguiendo la demostracién
dada en [15].

Partiendo de (6.4) podemos escribir TI(?,) y T I(ﬁ)
relacion de dispersién

en funcién de una

T)(s) =ao+ass, (6.6)

S
T (s) =bg+bys—+bys®+ — + CHTY),

™

’ I dz T 737 (2)
(

mitme)2 23 2 — 8§ — i€
donde CI(TI(?) es la contribucién del corte izquierdo dada por

30 dx ImT}y
T Jooo 2° Z—8— 1€

(6.7)

La estructura analitica del inverso de la amplitud es la misma que la
de Ty salvo por posibles polos (ceros en Tyy).
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Definimos ahora la funcion

(13
G(s) = 6.8
(5) = (63)
y la reescribimos en términos de una relacién de dispersion
G(s) =Go+Gis+Gys
3 oo dz ImG
+2 dz G2 | cyey+cp. (6.9)

T Jmitm)? 2% 2 — s — i€

CP es la contribucién de los polos que pudiera tener G(s). Ahora bien,
debido a (6.4) y (6.5) obtenemos que

ImG(s) = —o (T\2)? = ~Im T'Y, $> Sy. (6.10)

Es decir, conocemos Im G(s) exactamente de manera que podemos cal-
cular la integral sobre el corte derecho (de s, a +00).

Expandiendo las constantes de sustraccién G; de la ecuacién (6.9)
en serie de potencias de momentos obtenemos

T(2) 2

G(s) = (71, ~ ag+4a; s — by — by s — by s*
Try
§3 oo dz Im 7)) (2)

— CI(T'Y) + CP

T Jmi+ma)?2 23 2 — s — i€

~ T 7 (6.11)

donde se ha aproximado en el corte izquierdo Im G(s) ~ —Im T I(ﬁ)(s) y
se ha despreciado la contribucién de posibles polos.

De esta manera se llega a la expresion del IAM para la amplitud de
scattering
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(133

2 14
Ty 117
Esta expresién, por supuesto, satisface la condiciéon de unitariedad
elastica (6.2) y a bajas energfas coincide con ChPT.

Ty ~ (6.12)

Try =TS + T +- - (6.13)

La derivacion de T7; se puede realizar igualmente empleando términos
hasta orden p® en ChPT. En ese caso la ecuacién equivalente a (6.12)
sera,

<T<2>>
2 1 2 6
TI(J) - TI(J) + ( 1J )2/TI(J) - TI(J)

que también satisface (6.2).

En el resto del trabajo emplearemos el equivalente de (6.12) para
canales acoplados.

A lo largo de la deduccién de (6.12) se han efectuado ciertas aprox-
imaciones. La validez de las mismas se analiza en detalle en [15]. Aqui
s6lo resaltaremos brevemente algunas cosas. Por eJemplo la a (prox—
imacion de tomar en el corte izquierdo que ImG(s) ~ —Im7T}; no
introduce un error demasiado grande ya que la diferenma es orden p° y
la integral esta suprimida. Para verlo consideremos la integral sobre el
corte izquierdo

Ty~ (6.14)

0 (4)
/ dz Im 1y (%) () (6.15)
o 23z —s—1€
Dado que z < 0 y s > 0 en la region fisica de interés, el denominador
nunca se anula. Comparando esto con la integral para el corte derecho
en la que el denominador se hace muy pequeno para z = s se puede con-
siderar en primera aproximacion que la contribucién del corte izquierdo

frente a la del derecho es despreciable.
También se ha despreciado la posible contribucién de polos en G(s).

Por otro lado estd el problema de multiplicar por (TI(?,))2 en la

definicién de G(s). Salvo excepciones, la onda parcial TI(?,) es cero
para valores de I, J generales (es distinta de cero en (0,0), (1,1), (2,0),
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(3/2,0), (1/2,0), (1/2,1) ). En esos casos no es posible aplicar el IAM
y se utiliza simplemente ChPT.

Introduciendo el IAM con canales acoplados se resuelve este prob-
lema y, lo que es mas importante, podremos introducir estados inter-
medios que nos permitan calcular la amplitud 77, fuera de la regién
elastica.

6.2.2 Canales acoplados

El TAM con un solo canal funciona muy bien para aquellos procesos
en los que la contribuciéon dominante proviene del scattering elastico.
Sin embargo, en general, para un proceso de scattering dado, estados
intermedios diferentes del inicial o final intervienen a través de los loops.
En aquellos casos en los que la aproximacién eldstica no es vélida hay
que extender el IAM a canales acoplados.

El objetivo por tanto es, partiendo del teorema de Watson [36],
obtener una expresién similar a (6.12) pero extendida al caso de canales
acoplados. Seguiremos el procedimiento mostrado en [56].

La ecuacién (6.2) nos daba el resultado del teorema de Watson para
s por encima del umbral y un solo canal.

Supongamos ahora que tenemos un proceso de scattering entre un
estado inicial ¢ y un estado final f. Denotaremos con un subindice k a
los posibles estados intermedios. En este caso el teorema de Watson se
puede escribir en notaciéon matricial de la forma

Imﬂf:ﬂkakkTgf, (616)

donde oy, es una matriz diagonal y real que contiene los factores de
espacio fasico correspondientes.
Podemos reescribir (6.16) usando matrices

ImT=ToT". (6.17)

T ahora es una matriz donde cada componente es una amplitud de scat-
tering distinta, con isospin y espin definidos, aunque por simplicidad
no aparezcan explicitamente como subindices en la ecuacion.
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Despejando ¢ en (6.17) podemos ver que también con matrices cono-
cemos la parte imaginaria de la amplitud inversa a todos los 6rdenes,
es decir

Im7' = —0. (6.18)
Podemos escribir en consecuencia que

T =[ReT™ —io] . (6.19)

Igual que ocurria en el caso elastico la expansion en serie de potencias
de momentos del inverso de la amplitud tiene la ventaja de que se puede
extender a regiones en las que aparezcan resonancias.

Si la amplitud 7' la expandimos como

T'=T+Ty+---, (6.20)
entonces la expansién matricial de 77! es de la forma
T =T =TT 4] (6.21)

Esta forma de escribirla tiene el inconveniente de que necesita la inversa
de la matriz T5, que no siempre es invertible.

Para evitar este problema técnico multiplicamos por 757, ' a la
izquierda de (6.19) y por Ty 'Th a su derecha. Resulta

T =T, [LReT ' Ty — iTyoTy| 1o, (6.22)

donde como vemos nos hemos evitado utilizar la inversa de T5.
Haciendo uso de la expansién (6.21) para T~! obtenemos que

ToReT ' Ty =Ty, —ReTy + - - (6.23)

Sustituyendo este resultado en (6.22) y teniendo en cuenta que

Im T4 = T2 O'T2 s (624)

llegamos a

T="T Ty —T) " Ty, (6.25)
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que es la expresion final del IAM con canales acoplados.

Esta expresion satisface unitariedad a todos los érdenes (recuérdese
que ChPT la satisface sélo orden a orden).

Esta extensién a canales acoplados convierte al IAM en un método
mucho més poderoso. Ahora es posible obtener secciones eficaces de
transicion, ademas de las eldsticas, asi como inelasticidades y desfasajes.

Ademas de resolver el problema de estar restringidos a la regién
elastica que tenia el IAM con un sélo canal, se soluciona también el
problema que presentaba el caso elastico cuando la amplitud 75 era
cero. En ese caso ocurria que, como Ty # 0, la amplitud 7" dada por
(6.12) presentaba un cero doble. Sin embargo, en (6.25) es facil ver que
si por ejemplo (T3)11 = 0, basta con que (73)12 # 0 para que la amplitud
resultante tenga el comportamiento correcto y sea Th1 =~ (T4)11.

Se prueba ademés en [56] que el IAM con canales acoplados engloba
al método utilizado en [54] que describe con éxito el sector escalar
(J = 0) hasta energias del orden de 1.2 GeV.

6.3 Unitarizaciéon de las amplitudes 77w y
KK

Como hemos visto en la seccién anterior, nuestro propdsito es uti-
lizar el método de unitarizacién introducido en [55] para obtener las
amplitudes de scattering 77 y KK que satisfacen unitariedad.

Esto ya se ha hecho en [55] y mds extensamente en [56]. Sin em-
bargo, en ambos trabajos las amplitudes de scattering a orden p* em-
pleadas eran aproximadas. Basicamente se utilizaba la amplitud de
orden p? mas la parte polinémica del orden p*. Es decir, no se cal-
culaban las contribuciones a orden p* dadas por los loops. La parte
imaginaria se calculaba a partir de unitariedad.

En este trabajo vamos a emplear las amplitudes completas a orden
p* en ChPT. Para ello tomaremos de la literatura las amplitudes de
scattering 7w y K7 [57] y calcularemos la de K'K.

A partir de los términos de orden p? y p* de estas amplitudes

obtendremos las amplitudes finales unitarizadas (con espin e isospin
definidos) por medio de la expresién deducida en [55], i.e. la ecuacion
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(6.25)

T = "D [ D] ) (6.26)
En nuestro caso 70, TS v 70 gson matrices 2 x 2 para I = 0, 1
y simples nimeros para I = 2 donde solo el canal 77 estd implicado
(i.e. se reduce al IAM simple). Hemos etiquetado los estados interme-
dios como 1 para w7 y 2 para KK. Por tanto, la componente T 1(1]"])
serd la amplitud unitarizada del scattering 7m — 77, la Tg"]) sera
analogamente la de 77 — KK, v la T0" la de KK — KK.

La componente Tl({"]), la que describe el scattering 77 es la que
compararemos con los datos experimentales para (I,.JJ) = (0,0), (1,1)
y (2,0).

Veamos a continuacion las expresiones de las amplitudes involu-
cradas TZ(LJ) y T4(I’J) obtenidas de ChPT.

6.3.1 Amplitud de scattering mm — 77

Las componentes [TQ(I’J)]H y [Tf"])]n que necesitamos en (6.26) las

obtenemos a partir de la amplitud de scattering 77 — 77 a orden p* en
ChPT calculada en [57]. En la notacién habitual esta amplitud resulta
ser

Tor (s, t,u) = A(s,t,u) + B (s, t,u) + C (s, t,u), (6.27)
donde A (s,t,u) es el término de orden p?

2
A(s tu) = 2 (6.28)

2
™

B (s,t,u) es el término de unitariedad de orden p*

1 m;lr T 1 2 4 T 1 2 gqr
Bsitu) = T () + 5 (87 = m) J(s) + o8 Ti(s)

1

1 2
+5 (t ~ Zmi) Ten(8) 1 (s — ) | My (8) + 5 M (1)
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+(t & u) } : (6.29)

y C (s,t,u) es el término polinémico de orden p*

C(s,t,u) = 7 {LT [(t - 2m3r)2 + (u - 2m,2,>2} + (4L +2L5) m2 (s - Qmi)

+(8LL + 4Lg)m§}.

En todas estas expresiones m,, mg, m, y fr son las cantidades fisicas.
Su expresién en funciéon de las cantidades desnudas del lagrangiano ..,
M, 1y, ¥ fo se puede encontrar en [6]

En este caso particular, son relevantes unicamente las relaciones
siguientes

8 2 16m2
m2 =m?2 ll + o — = ddlv (2Lg +2Lg — Ly — Li) + b K 2Ly —
fo N
4m3|' T T 8m2 T
f= = Jo [1 — 2Ur — P+ 5 7 (Ly+ Ly) + fOQKLJ :
Siendo
2 2
mp mp
1 ) 6.32

No se necesita ninguna relaciéon mas puesto que en el término a orden
p? sblo aparecen m, y fr.

Las funciones de los loops Jpp v Mpp que aparecen en el término
B (s,t,u) estan definidas en [6] como

. 1 m2 op—1
‘]PP(S) 167T2 {1_1 <u2 ) +0P ln <0P+1)} 5

1 (5 4m% 1 m? o crp—l
Mpp(s) =—— 42 2y (22 )5
pr(s) 96w2{6 s 2 (;ﬂ)‘L ap+1 }3

(6.30)

L})

(6.31)
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donde op = /1 — 4m3%/s.

En el limite de ChPT en SU(2) la expresion (6.27) reproduce el
resultado dado en [5].

Una vez tenemos determinada la amplitud dada en (6.27) tenemos
ahora que proyectar sobre isospin definido para poder utilizar (6.26).
En este trabajo vamos a estudiar los casos I = 0, 1 y 2. Estas ampli-
tudes TU) se calculan a partir de (6.27) de acuerdo con las expresiones

TO (s, t,u) = 3Txr (s,t,u) + Trx (£, 8,u) + Trr (u,t,5),
T (s,t,u) = Top (t,8,u) — T (u,t,s),

T? (s,t,u) = Trn (t,8,u) + Try (u,,5) . (6.34)

Ahora, para obtener las componentes de isospin definido a orden p? (i.e.
[Tél)]ll ) s6lo hay que sustituir en (6.34) la funcién T, por la funcién A
dada en (6.28). Andlogamente, para obtener [T 4(1)]11 hay que sustituir
en (6.34) Ty, por la suma B + C.

Finalmente quedard proyectar sobre espin definido (J) para tener
las componentes [TQ(I’J)]H v (T4 que emplearemos en (6.26) para
los casos (I, J) = (0,0), (1,1) y (2,0). Esto se vera mas adelante.

6.3.2 Amplitud de scattering 77 — KK

De modo analogo al caso del scattering 7w — 77, necesitamos también
la amplitud de scattering 7w — KK para obtener las componentes
[TQ(I’J)]H y [T4(I’J)]12 que hemos de utilizar en (6.26).

En [57] encontramos calculada a orden p* en ChPT la amplitud
7T KT — 7t K*. Esta amplitud tiene isospin definido I = 3/2 y es la
unica necesaria para, por simetria de cruce, obtener la correspondiente
anmm — KK paral =0y 1.

El resultado para la amplitud dado en [57] es

T3 (s,t,u) = Ty (s, t, u)+TT (s,t,u)+TL (s,t,u)+TY (s,t,u). (6.35)
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T, es la pieza a nivel arbol (orden p?), T} contiene los términos proce-
dentes de los diagramas tadpole (orden p*), T los términos polinémicos
de orden p?* (i.e. los términos lineales en ;) y finalmente T} representa
las correcciones de unitariedad.

Una por una estas piezas son:

- Orden p*:

2 2
my +my — s

T2 (S,t,U) = 2f2

(6.36)

- Términos de los diagramas tadpole:

T (s,t,u)

_ {,uﬂ [103 —Tm? — 13m§(} + UK [Qmi + 6m3 — 43}

1642

+ py [577172T + Tm3, — 65” .

- Término polinémico:

TF (s, t,u)

- Correcciones unitarias (contribuciones de loops entre dos vértices):

TY (s,t,u)

2 farg (- 2m2) (¢ - 2m2)

+2L5 {(s —m? — m%f + (u —m2 — m%f]
+L5 [(u —m2 — mﬁ()Z + (t — mer) (t — 2m§()]

+AL; [t (m2 +mi) — 4m2mi] (6.38)

+ 2LIm?2 (mfr —m3 — s) + 8 (2L + Lyg) mfrmf(} :

1 r r
- 15 {t (u—s) [2ML.(t) + M (1))

(6.37)
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+2 (s =) { L (u) + Ligy(w) = w (M (u) + M, (w)) |
+ (e = m2)? (M) + M, )|
+; (m% - mfr) {erK(U) (5U —2m7 — Qm%)

Ky () (0= 2m2 = 2m)] + o) (s = 2 = i)

+;J;K(u) [11u2 = 12u (m} + mic) +4 (m] + m{%ﬂ

3

2 27'1'71'

3. 1, 8
+ Z‘]KK(t)tz + ijnn(t)mi (t — 9m§<>} :

Como en el caso del scattering 77 las masas y la constante f, toman
sus valores fisicos. En el scattering 7K sélo hay que anadir a las men-
cionadas en la secciéon anterior la siguiente relacion

2 162 1
mi =i |1+ Sy + (2LE+L§—LQ—L§)
3 Iz 2
Sm%{ T T
+ % orr 1| (6.40)
0

La definicién de up se encuentra en (6.32).

En (6.39) aparecen varias funciones procedentes de los loops. Estas
funciones aparecen en [6], las reproducimos aqui por completitud. En
comparacion con el scattering m ahora las particulas que circulan por

+§J}}n(u) <u _3 (mfr + m%()>2 + EJT (1)t (225 —m

")

(6.39)
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los loops tienen en algunos casos masas distintas por lo que las funciones
son mas complicadas.

Comenzamos definiendo la funcién Jpg(s). Las restantes se deducen
a partir de esta.

_ 1 A X ms v s+ v)% —A?
Trol) = s {2+ (5 - 3) o = Y EE0E

donde

v = X(s,mp,my) = (s — (mp + mQ)z) (s — (mp — mQ)2> ;

2 2
X =mp+mg,

A =mp—mp. (6.42)

Las funciones que aparecen en (6.39) son

A _
Kpo(s) =5 Jrals), (6.43)

A?
Lpg(s) = " Jpq(s)

1 _ A? - 1 1
Mpg(s) = 125 (s —2%) Jpq(s) + @JPQ(S) - gk’PQ T 5882
siendo
2
keq =% (up = nq)

JPQ(S) = ij(S) —sJ pQ(O) . (644)
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Una vez tenemos la amplitud 7°/2 (s,t,u) bien definida podemos proyec-
tar sobre los estados de isospin definido. Como los kaones poseen isospin
1/2 esta vez la amplitud sélo contribuird a I = 0 y 1, de acuerdo con
las expresiones

TO) (5,t,u) =

| S

(T2 (u, 5, 8) + T2 (8, 5,u)| |

TO (s, t,u) = \}5 (7% (u,5,8) = T (t,5,u)] . (6.45)
[gual que en el caso anterior, estas amplitudes nos dan las piezas de
orden p? y orden gf*. Proglectando después sobre espin tenemos las
componentes [T2 Ji2y | |12 que necesitamos en (6.26).

Las amplitudes correspondlentes al scattering inverso KK — 7w
no es necesario calcularlas puesto que son idénticas a las del proceso
ar — KK.

6.3.3 Amplitud de scattering KK — KK

Para calcular la amplitud KK necesitamos evaluar dos amplitudes.
Estas dos amplitudes independientes con isospin definido no pueden
conectarse por medio de la simetria de cruce debido a que los kaones se
encuentran agrupados en dos dobletes diferentes de isospin. Recorde-
mos que en el caso de la amplitud 7K ocurria lo contrario, era posible
obtener la amplitud / = 1/2 a partir de la [ = 3/2.

Mostraremos aqui con cierto detalle el calculo que realizamos en
[19] para obtener las dos amplitudes independientes K*K~ — KTK~
yKtK- - K Ure que hemos mencionado y que denotaremos por Ty,
y T, respectivamente.

Las correspondientes amplitudes con isospin definido T pueden
escribirse en términos de T,.. y T, de la siguiente manera:

TO (s, t,u) = Tols,t,u) + To(s,t,u),

TW (s, t,u) = Tol(s,t,u) — Tu(s,t,u). (6.46)
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e
N

TU TP
Figura 6.1: Diagramas a orden p*

Procedemos ahora a describir el célculo de estas amplitudes a orden p?.
Las contribuciones a orden p? a las dos amplitudes KK son

112 4
Teco(s, t,u) = {Sﬁﬁ( + —m%( — u} ,

1 72 4
Tcn,2<57t7 u) - 27‘]62 [Sm% + gm%( - U] . (647)
0

donde el subindice 2 significa orden p?.

A orden p* fo = fr = 93.3 MeV and g = myg = 495.7 MeV. Pero
cuando vamos al siguiente orden estas igualdades no se satisfacen. Esta
es la razén por la que mantenemos la distincién entre masas desnudas
y fisicas.

A orden p* tenemos que calcular los diagramas mostrados de manera
esquemdtica en la Fig. 6.1. En ella T representa las contribuciones
procedentes del lagrangiano £, de ChPT con seis campos y un loop del
tipo tadpole. El diagrama T representa los loops construidos a partir
de L5 con cuatro campos en cada vértice. Llamamos a este término
contribucion de unitariedad por ser el que hace que la amplitud sea
unitaria a orden p*. Este término contiene contribuciones de los loops
en los canales s, ¢ y u tal y como muestra la Fig. 6.2

Por tltimo, T} representa la contribucién polinémica procedente
del lagrangiano £, de ChPT.

Cuando tenemos en cuenta la renormalizacién de la funcién de onda,
Fig. 6.3, y la relacion entre las masas y constantes de desintegracién
desnudas y fisicas, aparecen otras contribuciones de orden p* a partir
de las amplitudes a nivel arbol.
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=|
~|
~|
|
S

S cand t cana u

Figura 6.2: Diagramas para los canales s, t y u

Figura 6.3: Renormalizacion de la funcién de onda

La relacién entre mg y my y la relacién entre fy v fr a orden p* se
puede obtener de [6] (ver los apartados anteriores).

La amplitud final a orden p* se obtiene sumando todas las contribu-
ciones mencionadas. La expresamos dividida en cuatro partes: Ty, T},
TY vy TF donde los subindices indican el orden en potencias de mo-
mento.

En T] y T} hemos incluido, ademds de las contribuciones de la Fig.
6.1, las contribuciones de orden p* procedentes de la renormalizacién
de la funcion de onda, las masas y las constantes de desintegraciéon. Los
términos con las constantes L; han sido incluidos en T} y el resto, los
loops del tipo tadpole, en T} .

La amplitud para KTK~ — K™K~ es:

2m2. —
Too(s, t,u) = mejZU (6.48)
T, = 7;(8m§( +m2 — 3u) + i(&zmi + 3u)
ced T 988 fin? ” 288 fin?
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A,
288 fir?

+ (20m3, — m2 — 6u). (6.49)

—20mj — 28* — 2su + u(3m2 4+ u) + m% (8s + 11u — 4m?2)

TV, =
cod 192 fAm?
An 2 2 Ak 2
+288f;§7r2(13mK —m; — 6u) + 576 fir? (32m3, — 15u)

T

1 2 2
+576f7‘$772 (22m3 + 2m; — 15u)

B (s)

Bi(s)
384 fan?

+ 5(8my + s(s — u) — dmit)

By (s)

T 1608 fin?

(8m3, — 9s)?

Br,(s)

* 768 fim?

BT
(4m3, —35) + s>ty + i () (u — 2m%)?(6.50)
32fan?

8
TE, = Llﬁ(—8m}1{ + 82 + 2 + 4m3u)

4
—i—LgF(sz + 12 + 2u® — dm3u)

+Ly—(—8mj + 5% + 2 + 4m3.u)

4
It
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16m2.u Sm2-u 32ms
—Ly ff Lyiﬁi~+@Lﬁ+Lg—?§é (6.51)
La amplitud para KTK~ — K°K? es:
2m2 — u
T, ="K =~ .52
cn,2 2]? (6 5 )
A" A’
T _ - 2 2 K 2
Ty = 576f7‘}7r2(_4mK +m; + 6t) + W(lOmK — 3t)
A )
576f4 5 (20mj —m?2 — 6u). (6.53)
v 24m3. — 6m2s — 2s* — 2su + u® + 2mi-(4m2 — 7t)
et 384 fir2
AL 2 2
—l—W(BSmK — 2m7r — 65 — 15’LL)
A 4
BT‘
+15?)Erif]fg7r2(8m§((s — 4m?2) + s(7s — 4t) + 8m2(s + 2t))
BL(t) Bi(s) 2 2
384f47r2< u)(t — 4m?2) + 96 fir2 (—8miy + s(s —u) + 4mi (s + u))
B (t) 2 2 Bi (v) 2
+384f;$7r2 (—8miy +t(t — u) + dmy(t + u)) + 61 fin2 (u—2m3
Bis) ., .o Bl

+— T (8m3, — 9s)? (3s — 4m3,)?

4608 12

768 fin?



118 Capitulo 6. Amplitudes de scattering 77 y KK

B, (1)
(3t — 4mE)?.
g iz 3~ 4mic)
P 8 2\2
Tcn,4 = LlF(S - QmK)

4
+Lo—(—8mf, + t* 4+ u? + 4m3%s)

f4
2 4 2 2 2
+L3F(_8mK + s° +t* + dmiu)
4 4m?
+L437M(—24m}§ +12mYs) — Ly—kC
16m,
+(2L6 + Lg) — K (6.55)

En estas formulas hemos empleado las siguientes funciones de los loops:

A — —m2 | 1w (M2 6.56
b=—mp +1In )| (6.56)

B};Q(S) =

A2 (s mpymgy) <m§, +md — s+ AV/2(s,m3, mg)>

2s mp +mg — s — A/2(s,mp, mp)

2 2 2 2

—mg +

f2-In (m) L i R (m) . (6.57)
I 2s mp

A(s,mp, mg) esté definido en (5.7).
En el limite de masas iguales (6.57) se reduce a

Bp(s)=2—1In (ﬁ) —o(m3,s) In (W) . (6.58)

(6.54)
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donde

2
dmy

(6.59)

2
= 1 —
U(mP7S> s

Las funciones (6.56) y (6.57) proceden de las integrales de Passarino-
Veltman con uno y dos propagadores [58]*.

Es interesante resaltar que la constante L; no aparece en T} . Esto
mismo ocurre también en las amplitudes de scattering a orden p* 7w —
mmand Km — Kn. Lgy Lg aparecen en la combinacién 2Lg+ Lg como
consecuencia de la simetria de Kaplan-Manohar [59].

Como ya se dijo anteriormente, en las amplitudes K K que acabamos
de obtener las correcciones de orden p* son, al menos, tan grandes como
la contribucién a nivel drbol (orden p?). Por ejemplo, en el umbral de
produccién de dos kaones

oo = 56.5
Toes = 73.6 +136.74

Sin duda, esto significa que un calculo perturbativo no es de ninguna
utilidad en esta region de energias y que hay que utilizar algiin método
no perturbativo para poder comparar con los datos experimentales.

6.3.4 Unitarizacion

Hay que recordar que (6.26) se obtuvo a partir de una expansién de la
inversa de la matriz de amplitudes 1/7, que tiene un cero en el lugar en
que T tiene un polo. De esta manera se espera que la expansion de 1/T
en potencias de momentos y masas sea valida incluso por encima de la
region de la resonancia, donde la expansion de T carece de sentido.

En los apartados anteriores hemos mostrado las amplitudes que
necesitamos en (6.26) para isospin definido.

La proyeccién en momento angular definido J viene dada por

1 1
T — N / d(cos0) T (s,t) Py(cosb), (6.60)
-1

*Ver Apéndice A
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donde N = 1 para KK — KK, N =2 parannr - KK y N = 2
para 7w — 7, dado que en el formalismo de isospin los piones son
particulas idénticas. Necesitamos también la expresion de t en funcion
de cos .

S — —
t:m§+m§—§+2|p1||p3|0059. (6.61)

Las particulas denotadas como 1 y 3 son distintas segin cudl sea la
amplitud que estemos considerando.
Por otro lado, los polinomios de Legendre que emplearemos son

Py(cosf) =1, Pi(cos) = cos. (6.62)

Tenemos ya las matrices de amplitudes TQ(I’J) y T, 4(1"]) que necesita-

mos. Sustituyéndolas en (6.26) obtenemos la matriz de amplitudes uni-
tarizada. Por supuesto no es posible realizar el calculo analiticamente.
Los resultados que mostraremos se calculan numéricamente.

Con la normalizacion de (6.60) la condicién de unitariedad asegura
que se satisfacen las siguientes relaciones.

Para (I,J) = (0,0)

4m? < s < 4m Im Ty = o(m2,s) |[Thu|* | (6.63)
dmi < s < 4m,27 : Im Ty, = o(m2, s) |T11|2 + o(mi, ) ’T12‘2 )
Im Thy = o(m2, s) [Tho|* + o(m%, s) | T,
Im Ty = o(m2,8) TuTyy + o(mye, s) TiaTy, .
Para (I,J) = (1,1)
4m?2 < s < 4m? : Im Ty = o(m2,s) |[Thu]* | (6.64)

4m3 < s : Im Ty = o(m2,s) [Tu|* + o(m%, s) | T,
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I _ 2 2 2 2
m 7Ty = U(mm S) ’T12| + O(mK’ 3) ’TQQ‘ )

ImTyy = a(mi, s) T Ty + U(m%, s) T1oTs, .
Y para (I,J) = (2,0)

4m?2 < s Im Ty, = o(m2,s) [T|?, (6.65)

donde a(m%,s) = /1 — 4m2%/s.
En notacién matricial (6.63) y (6.64) se convierten en

ImT =ToT* (6.66)

con la matriz diagonal o = (o(m2,s),0(m%, s)).

Con todas las amplitudes anteriores disponibles podemos emplear
va la ecuacién matricial (6.26). En la derivacién de dicha ecuacidn,
realizada en [55], se tomaba en cuenta unicamente el corte derecho
de la amplitud, responsable de la unitariedad en el canal correspondi-
ente. Dado que las amplitudes utilizadas en [55] eran aproximadas se
tomaban como sus partes imaginarias las procedentes de unitariedad,
es decir, las dadas por el teorema de Watson. De esta manera se des-
preciaban posibles partes imaginarias procedentes del corte izquierdo.

Cuando se toman las amplitudes completas a orden p* en ChPT
como se hace aqui se observa que para los scattering 7m — 7 y 7w —
KK no existe contribucién del corte izquierdo a la parte imaginaria,
para s > 4m?2.

Sin embargo en el scattering KK — KK si que hay una con-
tribucién para el rango s < 4m?% — 4m? procedente de los loops en
los canales t y .

En el célculo de las amplitudes unitarizadas hemos mantenido esa
contribucion del corte izquierdo que aparece por debajo del umbral
KK.

La ecuacién (6.26) hemos visto que ha sido construida de modo que
genera una amplitud unitaria si sélo se incluye el corte derecho de las
amplitudes a orden p*. Al mantener nosotros la contribucién del corte
izquierdo antes mencionada la amplitud que nos da el IAM a través de
(6.26) no satisfara unitariedad de manera exacta.
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Un modo de ver lo grande que es la desviaciéon de unitariedad es
observar el valor de la inelasticidad en la regién 4m? < s < 4m? para
(I,J) = (0,0) y (1,1) que es donde aparecen dos canales. En ambos
casos la desviacién respecto de 1 es menor que el 1%.

Otra contribucién que aparece en las amplitudes a orden p* em-
pleadas es la correspondiente a los loops con el estado intermedio 7.
En el caso (I,J) = (1,1) este canal no interviene, sin embargo para
(I,J) = (0,0) y v/s > 2m,, este estado da una contribucién a la parte
imaginaria de nuestra amplitud ademds de la mostrada en (6.63). Esto
significa que (6.26) con sélo 7 y KK como estados intermedios no
satisface unitariedad exactamente para /s > 2m, ~ 1.1 GeV. La in-
fluencia del estado nn es particularmente significativa en el desfasaje en
onda S para 7m — K K. Volveremos sobre esto después.

Conocida la matriz 7U+/) unitarizada podemos hallar la matriz de
scattering SU>/). Omitiendo las etiquetas I y J, la relacién entre los
elementos de matriz de T' y S para un proceso con dos canales estd
dada por

Sip= 1+ QiJ(mfr, s)Thy ,

522 =1 + 27 a(m%(, S)T22 5

Siz = 2irJa(m2,s)o(m¥,s)Ths . (6.67)

Dado que la matriz S satisface unitariedad puede escribirse como

20y (1 — 112)1/2,i(01+82)
ne i(1—n")"%e
i(1 — n?)Y2eil0r+62) - . (6.68)

Por tanto, a partir de las amplitudes unitarizadas calculadas a través
de (6.26) y empleando (6.67) y (6.68) obtenemos la inelasticidad 7 y los
desfasajes para 7 — 7w (6,) y 7w — KK (61 +05) para (I, J) = (0,0)
y (1,1). Para (I,J) = (2,0) sélo es necesario el canal 77, cuando no se
tienen en cuenta los estados de varios piones. En este caso es suficiente
con considerar la primera igualdad de (6.67) para obtener los desfasajes

con Sy = e,

S:
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6.4 Ajuste y obtencion de desfasajes e in-

elasticidad

En ChPT los valores experimentales de los coeficientes L; proceden
de ajustes de orden p* a datos experimentales de bajas energfas. Por
contra, aqui obtenemos las L; a partir de un ajuste al experimento en
un rango mucho mayor de energias y con una expresién (6.26) valida a
todos los érdenes. En consecuencia, es de esperar que haya diferencias
entre nuestros valores para las L; y los que se citan en la literatura
basados en ChPT a orden p?.

Ademas, nuestro método no satisface la simetria de cruce. Esto
implica que las contribuciones procedentes del corte izquierdo de or-
den superior a p* estdn reabsorbidas en nuestros coeficientes L,;. Esta
cuestién ha sido estudiada en [60] llegando a la conclusion de que los
valores obtenidos para las L; partiendo de un método sin simetria de
cruce son influidos por el procedimiento en que se reabsorbe el corte
izquierdo. En este sentido, los valores que damos aqui para los coefi-
cientes L; tienen que tomarse con cuidado a la hora de comparar con
los valores de las L; de ChPT.

Para obtener nuestros valores de las constantes L; hemos realizado
un ajuste simultaneo a los desfasajes de mm — 77 con isospin 0 y 1,
mostrados en las figuras 6.4 y 6.5.

El ajuste se ha llevado a cabo empleando el programa MINUIT.

Dado que existen datos para esos desfasajes de distintos experimen-
tos hemos tenido que tratarlos para poder utilizarlos en el ajuste.

En la regién de energias /s = 500-950 MeV los datos procedentes
de experimentos diferentes para los desfasajes 7m en onda S son in-
compatibles. Para poder trabajar con ellos, hemos tomado como valor
central para cada energia el valor medio de los distintos resultados
experimentales [61]-[66]. Para la regién 0.95-1 GeV, el valor medio
sélo procede de [63, 65]. En ambos intervalos de energias el error es
el maximo entre los errores experimentales y la distancia més grande
entre los datos experimentales y el valor medio.

Los errores que mostramos para los valores de los coeficientes L; son
unicamente los errores estadisticos.

El ajuste obtenido es bastante bueno, como se puede ver en la figuras
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L7 (M,) | Ajuste ChPT

Ly 0.7215:05 0.4 £ 0.3
L, 1.3670:02 14 +0.3
Ls —3.24 £0.04 | =35 + 1.1
Ly 0.20 + 0.10 | —0.3 £ 0.5
Ls 0.079% 1.4 + 0.5
2L + Lg | 0.0013:28 0.5+ 0.7

Tabla 6.1: Valores obtenidos en el ajuste para las constantes L; com-

parados con los valores dados en ChPT. En unidades de 1073

6.4 y 6.5, con x? = 1.3 por grado de libertad.

Los valores obtenidos para las L; a la escala i = M, se muestran
en la Tabla 6.1.

Los pequenos errores de Ly, Lo y L3 se deben a las fuertes restric-
ciones que imponen los pequenos errores de los datos experimentales
del desfasaje 011+, fig. 6.4.

A modo de comparaciéon mostramos también los valores de ChPT.

Como podemos ver, nuestros valores, teniendo en cuenta los errores,
son compatibles con los de ChPT. De este modo podemos garantizar
un buen comportamiento a bajas energias de nuestras predicciones.

Veremos més adelante cémo utilizando estos valores para las L;
somos capaces de describir correctamente otros desfasajes, asi como
longitudes de scattering y los factores de forma del pién para los canales
I=J=0yl=J=1.

En la figura 6.4 mostramos el resultado de nuestro ajuste a d; para
I = J = 1. Abarcamos en energia desde el umbral de dos piones
hasta 1.2 GeV. Vemos un buen acuerdo con los datos experimentales
que, en este canal, estan dominados por la presencia de la resonancia
p(770) que reproducimos correctamente. En este canal observamos que
la influencia del canal acoplado KK a 77 es pequeiia.

En la figura 6.5 representamos el ajuste de 6, para [ = J = 0,
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Figura 6.4: Desfasaje para 7w — 7w en [ = J = 1. Datos: [66].
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Figura 6.5: Desfasaje para mm — 7w en I = J = 0. Datos: pentagono
vacio [61], circulo vacio [62] , cuadrado completo [65], tridngulo com-
pleto [63]. Los circulos llenos representan el promedio explicado en el

texto.
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Figura 6.6: Desfasaje para 7w — KK en I = J = 0. Datos: cuadrado
completo [67], tridngulo completo [68]. La linea de trazos corresponde
a eliminar la parte imaginaria procedente del loop 17 en el canal s. La

liinea continua si que la incluye.

también desde el umbral de dos piones y hasta 1.2 GeV. El acuerdo
con el experimento es bastante bueno viéndose claramente la presencia
de la resonancia fy(980) como un gran salto en el desfasaje alrededor
de 1 GeV. Para obtener esta resonancia si que es esencial incluir el
estado intermedio de kaones y unitarizar con canales acoplados tal y
como hemos hecho nosotros. En la figura aparecen también datos ex-
perimentales de [61], sin embargo, dado que no presentan errores no
han sido incluidos en el ajuste.

Ahora, una vez hemos fijado las L; a partir del ajuste podemos
predecir otras magnitudes.

En la figura 6.6 se muestra el desfasaje para la amplitud de scat-
tering KK — 7w, 01 + 09, para I = J = 0. En esta figura se aprecia
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claramente el umbral nn. Este proceso es el mas sensible al estado in-
termedio 7nn, al contrario de lo que ocurria en el desfasaje 7w, figura
6.5, donde su contribucion era practicamente despreciable. Un modo
de evaluar la influencia de este estado intermedio en los desfasajes es
cancelar la parte imaginaria de T} procedente del loop de 11 en el canal
s para /s > 2m, ~ 1.1 GeV. Actuando de esta manera se obtiene la
linea de trazos de la figura 6.6, que coincide muy bien con los datos.

La desviacion es grande, lo que sugiere que un tratamiento adecuado
para estudiar este proceso seria unitarizar con tres estados intermedios
en lugar de dos: mm, KK y nn.

De todos modos, como ya se dijo, el umbral de 71 esta muy préximo
a 1.2 GeV, donde son importantes también otros estados intermedios,
como el de cuatro piones, que deberian incluirse en la unitarizacion.
En consecuencia, creemos que la inclusion de nn en (6.26) debe hacerse
cuando se pretendan describir energias mas altas, es decir, cuando se
extienda el modelo por encima de los 1.2 GeV.

En la figura 6.7 mostramos (1 — (1g)?)/4, donde 1y es la inelasti-
cidad. Nuestros resultados presentan la misma tendencia que los datos
experimentales, si bien en la zona del umbral nn hay una mayor dis-
crepancia por las mismas razones que en la figura 6.6.

En la figura 6.8 mostramos el desfasaje 7m con [ =2y J = 0. El
acuerdo con los datos experimentales es bueno. Al contrario de lo que
ocurre en los otros canales que hemos mostrado en este caso no aparece
ninguna resonancia y, ademas, solamente esta presente el canal m7. Por
lo tanto, en este caso nuestro resultado es el mismo que el del TAM [34],
excepto por las diferencias en los valores de las L;.

Hemos calculado también las longitudes de scattering para los tres
canales unitarizados en este trabajo, (I,J) = (0,0), (1,1) y (2,0). Las
longitudes las denotamos por a’. Empleando los desfasajes obtenidos
en la expresiéon siguiente

d5(a)
I _ J
ay = (1112% g7+’

(6.69)

donde ¢ es el modulo del trimomento del pién, obtenemos nuestra
prediccién de las longitudes de scattering.

En la Tabla 6.2 damos los valores obtenidos para a’; junto con los
valores de ChPT a orden p* y los experimentales.
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Figura 6.7: (1 — (100)?)/4, donde 19y es la inelasticidad en [ = J =
0. Datos: cuadrado completo [67], tridngulo completo [68], circulo

completo [69].
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Figura 6.8: Desfasaje para 7w — 7w en [ = 2, J = 0. Datos: cruz [70],

cuadrado vacio [71].
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al | O(p*) ChPT | Nuestros valores | Experimento

ad 0.20£0.01 0.210 £ 0.002 0.26 £0.05
aj | 0.037£0.002 | 0.0356 & 0.0008 | 0.038 £ 0.002
aZ | —0.041+0.004 | —0.040 +0.001 | —0.028 + 0.012

Tabla 6.2: Comparacion de las longitudes de scattering en canales di-
ferentes.

Vemos en esta tabla que existe un buen acuerdo con el experimento.
Nuestros valores estan cerca también de los de ChPT, como era de
esperar, ya que nuestra prediccién recupera el resultado de ChPT a
bajas energias.

6.5 Factores de forma escalar y vectorial
del pién

Los factores de forma escalar y vectorial del pién se definen respec-
tivamente como

(77~ |(@u + dd)| 0) = V2 By T'(s), (6.70)

<7TO7T’ ’(Z’yuu‘ O> = V2Fy(s) (pr — pmo)

donde Bj es la constante que acompana a las masas de los quarks en el
lagrangiano de ChPT a orden p?.

Asumiendo unitariedad eldstica (valida hasta el umbral de KK y
despreciando estados intermedios de varios piones) y empleando el teo-
rema de estado final de Watson [36] las fases de I'(s) y Fy(s) quedan
fijadas y deben ser las mismas que las de las amplitudes de scattering
en onda parcial. Esto hace que satisfagan que

(6.71)

I Y
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ImT(s+ie) = tand) Rel'(s),

Im Fy (s +ie) = tand; ReFy(s). (6.72)

La solucién de (6.72) corresponde a la funcién de Omnes T [12, 11]:

Fu(s)= Pi(s)u(s), (6.73)

donde

Qu(s) exp{snf ds' 5(3)} | (6.74)

T Jam2 8" s’ — 5 — i€

En (6.73) Py(s) y Pi(s) son polinomios de grado fijado por el nimero
de sustracciones realizadas en In{Qy(s)} y In{€Q;(s)} menos uno. Para
n =1, P,(s) = 1. Esto se debe al requerimiento de que la normalizacién
sea I'(0) = Fy(0) = 1.

Dado que en la seccién anterior hemos obtenido una prediccién para
los desfasajes podemos calcular la integral de dispersién (6.74) y obtener
los factores de forma del pién en ambos casos, vectorial y escalar. Los
resultados aparecen en las figuras 6.9 y 6.10 para n = 1.

Como hemos dicho la soluciéon de Omnes supone que la fase del
factor de forma coincide con la de la amplitud de scattering, y eso es
cierto exactamente sélo por debajo del primer umbral inelastico.

El primer umbral inelastico es el de cuatro piones. Sin embargo,
como ya dijimos, su influencia es en primera aproximacién despreciable.
Por tanto, el primer umbral ineldstico importante es el de KK, cerca
de 1 GeV. Este umbral es esencial en el canal I = J = 0, pero no
demasiado relevante en I = J = 1. Este umbral inelastico ha sido
incluido en nuestro método de unitarizacién y es el responsable de la

tver Apéndice B
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aparicion de la resonancia f;(980), como puede verse claramente en las
figuras 6.5 y 6.10.

Debido a la presencia de este importante umbral, el de KK, sobre
todo en el sector I = J = 0, las ecuaciones (6.73) son correctas estric-
tamente hasta /s = 2mp, indicado como una linea vertical de puntos
en las figuras 6.9 y 6.10.

Antes de llegar a esta energia, podemos ver en las figuras 6.9 y 6.10
la aparicion de las resonancias p(770) y fo(980) respectivamente. En
el caso de Fy(s) el acuerdo con los datos experimentales es bastante
satisfactorio. Ademas, la curva coincide con la mostrada en la figura
4.6 correspondiente a una sustraccién [18].

Por encima del umbral inelastico KK se espera que las curvas se
desvien de los datos debido a la apertura de este canal. Sin embargo,
para el factor de forma vectorial vemos que, sobrepasado el umbral,
el acuerdo con los datos es todavia bastante bueno. La desviacion a
energias mayores se debe mas a la aparicién de la resonancia p’ alrededor
de 1.4 GeV que a la pequena contribucién de KK.

Para el canal I = J = 0 la consecuencia mas importante de la
apertura del canal KK es la aparicién de la resonancia fo(980), lo que
ocurre un poco por debajo del umbral de dos kaones. Por tanto, su pres-
encia en la figura 6.10 es compatible con la suposicién de unitariedad
elastica que habiamos hecho para evaluar los factores de forma a par-
tir de la ecuacién de Omnes. Asi pues, no esperamos grandes desvia-
ciones para nuestros resultados ni por encima del umbral KK, al menos
hasta las energias en las que aparecen las siguientes resonancias tipo
fo, tipicamente esto ocurre a 1.3 GeV.

En la figura 6.10 la linea de trazos representa el resultado que se
obtendria para el factor de forma escalar unitarizando sélo con un canal,
el de piones, para obtener el desfasaje dop r-. Como vemos, la influencia
del canal KK es muy grande. Tanto es asi que sus efectos se aprecian
ya a energias tan bajas como 500 MeV, y, lo que es més importante, es
esencial para reproducir la resonancia fy(980) correctamente.
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Figura 6.9: Factor de forma vectorial del pién. La linea vertical indica
la apertura del canal K'K. Datos: [38].
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Figura 6.10: Factor de forma escalar del pion. La linea de trazos es el
resultado de unitarizar sélo con piones. La linea continua es el resultado
completo con piones y kaones en el estado intermedio. La linea vertical

indica la apertura del canal K'K.



136 Capitulo 6. Amplitudes de scattering 77 y KK

6.6 Resumen

Hemos aplicado con éxito el método de la amplitud inversa con canales
acoplados a varios observables.

Para ello primero hemos calculado la amplitud de scattering K K —
KK aorden p* en ChPT. Este célculo por si solo no resulta ttil, basta
comprobar que las correcciones de orden p* son mayores que la con-
tribucién a nivel arbol incluso en el umbral de produccién de dos kaones.

Sin embargo, hemos visto que es posible obtener buenos resultados
a partir de las amplitudes de ChPT si las incorporamos a un método
de unitarizacién apropiado como el utilizado aqui.

De este modo hemos descrito adecuadamente los desfasajes de mm —
am en (I,J) = (0,0), (1,1) y (2,0); el desfasaje de 77 — KK en
(I,J) = (0,0) y la inelasticidad en buen acuerdo con los experimentos
hasta una energia del orden de 1.2 GeV.

También hemos obtenido las longitudes de scattering de 77 con
I =0,1y 2y los resultados estan de acuerdo con los experimentales y
los dados por cédlculos en ChPT.

Finalmente hemos calculado los factores de forma escalar y vectorial
del pién utilizando los desfasajes obtenidos anteriormente y aplicandolos
a una representacién de Omnes. Los resultados han sido satisfactorios
dentro de las limitaciones esperadas. En el caso del factor de forma
escalar hemos comprobado que la inclusién del canal KK es esencial
para poder reproducir la resonancia fjy.
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La consecuencia principal que extraemos del trabajo mostrado en
esta tesis es la gran eficacia que presentan los métodos de resumacion
aqui empleados cuando se combinan con los resultados de las teorias
efectivas para las interacciones fuertes.

Podemos separar nuestros resultados en dos partes: factores de
forma y amplitudes de scattering.

La resumacion de Omnes nos ha permitido describir los factores de
forma del pion, del kaén y de kaén-pién. Por otro lado, el IAM con
canales acoplados reproduce con éxito los datos experimentales de las
amplitudes de scattering 77 — 77y 7 — KK.

Los resultados mas importantes han sido ya resumidos al final de
los capitulos 4 y 6, sin embargo los volvemos a comentar aqui como
compendio final.

En el capitulo 4 hemos trabajado en profundidad en el estudio del
factor de forma del pién [16, 17]. Partimos de la expresién dada por
ChPT a orden p*, capaz de reproducir los datos experimentales apenas
hasta los 400 MeV. Combinando a continuacién esta expresion con la
derivada del lagrangiano efectivo de las resonancias incorporamos los
efectos del propagador de la p.

El punto crucial, sin embargo, es la aplicacion de la solucién de la
ecuacién de Omnes.

Anadiendo finalmente el calculo de la autoenergia de la p que nos
permite introducir la anchura en el propagador, llegamos a la parame-
trizacién del factor de forma que constituye nuestro principal resultado:
la ecuacién (4.42).

Obtenemos asi una expresion analitica para el factor de forma del
pion que reproduce correctamente los datos experimentales en médulo
y en fase hasta 1 GeV. Satisface ademas los requisitos tedricos: analiti-
cidad y polos correctamente dispuestos, reproduce los resultados de
ChPT a bajas energias, satisface el teorema de la fase.

La estructura de la expresién (4.42) posee en realidad una doble
resumacién: por un lado los términos dominantes en la expansién en
1/N, y por otro los subdominantes.

Los términos dominantes quedan resumados en el propagador de
la p, donde se suman las contribuciones de los términos locales que
sobreviven en el limite N, — oo.

Por otro lado, los términos subdominantes (las correcciones de uni-
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tariedad) son sumados por la exponencial de la soluciéon de Omnes.

Después de ver que esta parametrizacion describe correctamente
el modulo y la fase del factor de forma del pion comprobamos que la
prediccién que da para el orden p® concuerda con los célculos realizados
en ChPT a dos loops [18]. En el limite quiral la prediccién y ChPT
son practicamente iguales. Solo se diferencian en lo que cabia esperar,
en las contribuciones no incluidas en nuestra parametrizacién: loops y
resonancias en los canales t y u.

Sin tomar el limite quiral se comprueba que nuestra parametrizacion
contiene numéricamente las contribuciones mas relevantes. Asimismo,
obtenemos un valor para la constante f, compatible con los existentes
en la literatura.

Hechas estas comprobaciones decidimos extrapolar esta parametrizacion
a energias superiores. Para ello incorporamos dos nuevas resonancias:
Py p”. Haciendo un ajuste de los datos experimentales obtenemos
un resultado bastante bueno y en acuerdo con resultados previos. De
esta manera se reproducen los datos hasta los 2 GeV manteniéndose el
limite a bajas energias en el valor correcto.

En el capitulo 5 explotamos este método de resumacion y lo apli-
camos a los factores de forma K7y KK.

El factor de forma K7 contiene en realidad dos (debido a la difer-
encia de masas entre el pién y el kaén): el vectorial y el escalar.

En el factor de forma vectorial la analogia con el factor de forma
del pion es completa y conseguimos reproducir los datos experimentales
correctamente hasta 1.2 GeV.

En el factor de forma escalar la analogia no es posible. La predicciéon
que el lagrangiano efectivo de las resonancias da para la anchura de la
resonancia K;(1430) no es bien comportada, de manera que la reparametrizamos
y hacemos un ajuste de los datos. De este modo obtenemos unos valores
para la masa y la anchura de la Kj compatibles con los experimentales.

Finalmente estudiamos la amplitud de desintegracién 7= — K~ 7'v,.
En ella intervienen los dos factores de forma: el vectorial y el escalar.

A partir del valor experimental de la amplitud obtenemos los valores
numéricos de los acoplamientos ¢4 v ¢, de las resonancias escalares.
Por dltimo, comparamos indirectamente los mdédulos de ambos factores
de forma con el experimento al confrontar nuestra prediccién para la
distribucién en energias de la anchura con los datos experimentales.
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Observamos que el acuerdo es bueno y que la contribucion del factor
de forma escalar supone un 40% del total.

En la segunda parte del capitulo 5 se estudia el factor de forma
del kaén. Una vez comprobamos que a orden p* este factor de forma
coincide con el del pion, hicimos la hipdtesis de que la expresion expo-
nenciada (4.42) del factor de forma del pién sera la misma en el caso
del kaon.

Con esta hipotesis calculamos la anchura de desintegraciéon 7= —
K~K°%, y comparamos con los datos experimentales de la distribucién
en momentos de la anchura. Ambos célculos se realizaron primero
incluyendo sélo la p y después anadiendo la p' y la p”.

La conclusion extraida es que la hipotesis de identificar ambos fac-
tores de forma parece razonable, y, también, que la contribucién de las
resonancias p’ y p” es en este caso bastante importante. Sin embargo,
habra que esperar a tener mejores datos experimentales para poder
afirmar algo con seguridad.

En el capitulo 6 empleamos otro método de resumacion: el IAM con
canales acoplados. Este método va en direccion inversa al de la ecuacion
de Omnes. Aqui se trata de reconstruir la contribucién completa de las
resonancias partiendo de la informaciéon que de ellas se contiene en las
constantes L; de ChPT.

Para ello se calcula la matriz de amplitudes y, a partir de la ex-
pansion en potencias de momento de la matriz inversa, se unitariza. Es
decir, a partir de las amplitudes a orden p* en ChPT se obtiene una
matriz de amplitudes que satisface la condicién de unitariedad [19].

Tomamos como canales 77 v KK, de manera que necesitamos las
amplitudes de scattering 7w — 7w, 7m — KK y KK — KK. Esta
ultima la calculamos nosotros por vez primera.

Proyectando sobre (I, .J) = (0,0), (1,1) y (2,0) obtuvimos las am-
plitudes en onda parcial a orden p* en ChPT y con estas, a través del
IAM, las amplitudes en onda parcial unitarizadas a todos los érdenes.

Los valores de las constantes L; los fijamos por medio de un ajuste
de los datos experimentales de los desfasajes d;; = oo v 011 para el
scattering 7.

El ajuste es bastante bueno y los valores de las L; resultaron cer-
canos a los dados por ChPT a orden p*.

Una vez fijadas las L; comprobamos nuestras amplitudes unita-
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rizadas por medio de varios observables.

Podemos describir correctamente los desfasajes en los canales (0, 0),
(1,1) y (2,0) para 77 y en el (0,0) para 7 — KK, y la inelasticidad
en (0,0), hasta 1.2 GeV aproximadamente.

Calculamos también las longitudes de scattering 7m para I =0, 1y
2 obteniendo buen acuerdo con los valores experimentales y con ChPT.

Por ultimo empleamos los desfasajes dgg y 017 de mm para obtener
una prediccion de los factores de forma escalar y vectorial del pion. In-
troduciendo los resultados del ajuste a los desfasajes en la ecuacién de
Omnes resultaron unas predicciones satisfactorias dentro de las limita-
ciones esperadas. La consecuencia mas importante fue constatar que la
aparicién de la resonancia f; estéd ligada a la inclusién del canal KK.

Después de emplear ambos métodos se llega a la conclusion de que
el IAM con canales acoplados posee la ventaja sobre el método de la
ecuacion de Omnes de poder describir un mayor nimero de observables.
Sin embargo, este tultimo es capaz de dar expresiones analiticas simples
y con mayor base tedrica.

La conclusién final, después de haber comprobado en este trabajo
la gran utilidad que presentan estos métodos, es la constatacion de que
conjuntar todos los resultados de teorias efectivas (ChPT, resonancias,
etc.) con los resultados obtenidos en los anos 60 sobre las propiedades
analiticas de las amplitudes (cortes, polos, umbrales de produccidn,
etc.) y con la condicién de unitariedad es imprescindible para tratar
de comprender los aspectos fundamentales de las interacciones fuertes
en el régimen de bajas energias, la region donde la teoria subyacente,
QCD, no es soluble.



142 Capitulo 7. Conclusiones



Apéndice A
Integrales de Feynman

En la elaboracion de este trabajo se han necesitado resolver distintas
integrales de Feynman. Finalmente todas ellas quedan reducidas a las
denotadas como A(m) y By(p,mi,ma) en [37] (para D = 4 4 2¢) y
definidas como

dPk 1
Amy=
(m) (2m)P k2 —m?2’
dPk 1
B -/ (Al
Y A T [ (TRt R
El resultado analitico de A(m) es
im? (1 m?
Am) = - (2 1 pm ™ A2
(m) (47)2 (é * n/ﬂ) ’ (8.2)
donde 1/é = 1/e + v — In4r siendo v la constante de Euler.
El resultado de By(p, my, ms) es
i [l m3  mi—mi+s. [(m3
By(p, m1,ma) = (ar)? [g +2-In—+ Tln s
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25 m3 +m3 — s — AV2(s,m3,m3)
donde s = p?y
A(s,m2 m3) = (s —m] — m3)* — 4mim;. (A.4)

A continuacion aparecen las integrales escalares con distintas potencias
del momento k en el numerador.

o [ dPk k?
106)= | Gy Go—liir R =)

= A(msy) + miBy(p,m1,ms), (A.5)

o [ dPk K
106 = | Gyp @t —F )

= (m% + m% + 5)A(my) + m‘llBo(p, mi, ms) . (A.6)

Con estas expresiones para las escalares podemos mostrar los resultados
de las integrales con indices Lorentz.
Seguiremos aqui en lo posible la notacién de [37].

. o dPk K
B (p,my,ma) = / (2m)P (k2 —mi)((p — k)? — m3)

- —52 [A(m1) = A(ms) + (m3 — m} — ) Bo(p, m1,ms)| (A7)

oo [ APk K2k
16 = [ G5 Go =i — R )
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——L(m3 —m} — s)Bo(p, ma, m2)1 , (A.8)

dPk Kbk
(2m)P (K —m3)((p — k)* — m3)

s = |

= a(p, my, ma)g"" + B(p, m1, ma)pHp” . (A.9)

Las funciones a(p, my,ms) vy B(p, my, ms) son

m24+m2 s s+m2—m?
Oé(p, mlum2> = 1 6 Z _ Tg + 71;5 1A<m2)

2 2 2 2
s —mj;+ mlA A(s, m7,m3)

12s (ma) — 125 By(p, m1,mz), (A.10)
m? +m? 1 m2_m2_s
ﬁ(pa m17m2) = _% -+ E —+ %A(ml)

23—m§+m%A

i N (s, m3,m3) + 3sm? B,
s

352

(mQ) (p7 ml,Tfl(gAl].)
Estas mismas integrales tienen expresiones mucho mas sencillas en el
caso en el que las masas son iguales, m; = my = m. La integral A(m)
es obviamente la misma, pero la By(p, my,mz) no lo es.

Bo(p,m,m):<4ﬂ)2 —+2-In— —oln 1k (A.12)

7 —1 m? oc+1
€ 1 o —

donde o = /1 — 4m?/s.
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El resto de las integrales ahora son

I(kQ) = A(m) + szo(p, m,m), (A.13)
1K) = @ + )A(m) + m'Bo(pm,m), (A14)
'z
B“(p,m,m) = ?Bo(p,m,m), <A15)
102K = p [ A(m) + Sm? Bo(p,m, m)] (A.16)
B"(p,m,m) = a(p,m,m)g"" + B(p, m, m)p"p”, (A.17)
donde
m?2 s 1 so?

Oz(p,m, m) - ? - E + BA(m) - EBO(pvma m) ) (A18)

2 1 1 _ 2
B(p,mym) = — o+ — + —A(m) + = By(p,m,m). (A.19)

3s 18  3s 3s

Todas estas expresiones son las que se han necesitado en la elaboracion
de los calculos que contiene este trabajo.



Apéndice B
Teorema de Watson

Vamos a ver de manera simple la derivacion de la ecuacién (4.15) cono-
cida como teorema de Watson o de interaccién entre estados finales.
Partimos de la matriz S. Suponiendo que nos encontramos en un
rango de energias para el cual el scattering descrito por la matriz S es
elastico, la condicién de unitariedad establece que STS = 1.
Si reescribimos S en términos de la amplitud de scattering 7" de la
forma

S=1+iT, (B.1)

entonces la condicion de unitariedad se traduce en la siguiente condicion
para T'

1 1
Im7T = 5TTT = 5TTT. (B.2)

Aplicamos ahora este resultado al calculo de elementos de matriz entre
un estado final hadrénico H y un estado inicial con un bosén gauge
W, (un caso particular de esto es la aplicacién al factor de forma del
pién) e insertamos el operador identidad expresado en funcién de un
conjunto completo de estados. Obtenemos

Im (H |T| W) = ;Z (H|T|n) (n|T|W) . (B.3)
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La pieza débil del operador T' se puede descomponer como producto de
la corriente vectorial J# y el campo del boséon W,,.

T = J'W, + - (B.4)

y, por tanto,

(n[T|W) = (n]J*10) (0 [W,[ W) (B.5)

para cualquier estado hadrénico n.
Sustituyendo en (B.3) y simplificando el factor comun obtenemos la
expresion del teorema de Watson.

Im (H |J*|0) = ; > (H|THn) (n]J"|0) . (B.6)

Utilizaremos un conjunto completo de estados de la forma

S |n) (n| :;/ @1 &) ey, oo ko) (et kol o (BT)

n

con la normalizacion covariante usual

(Koo K oy oy ) = (2)% 2By - 2B, 0% (K = Fy) -+ 0% (R, — Fn)
(B.8)
donde k; es el momento de la particula ¢ del estado intermedio.

Si ahora tomamos el estado H como el de los piones 7~ 7, J* como
la corriente vectorial y sustituimos (B.7) en (B.6) obtenemos (después
de resolver la integral de espacio fasico de dos cuerpos) la expresion
dada en la ecuacién (4.15)

Im F(s) = o,T}(s)F(s)*. (B.9)

Para llegar a esta expresion hay que aplicar la definicion del factor
de forma del pién dada en (4.1) y la de la amplitud en onda parcial con
isospin definido dada en (4.16).
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Solucion de la ecuacion de

Omnes

Mostramos aqui una derivacion sencilla de la solucion a la ecuacion de
Omnes.
Para ello consideremos la ecuacién con n sustracciones

s koogn o dz tandl(2) ReF(2)
F(s) =Y F®(0) 2 ‘i/ = Ao C.1
() kz:%] <)/€'+7T 4mz 2" z—s—1ie (C.1)
donde
d*F(s)
P () — 2
0="5 (©2)
Definimos una funcién auxiliar H(s) segin
H(s) = o-F(s) (©3)
TR
que obviamente satisface
H{(s)
F(s) = F(0 C4
()= FO) 0 (€4

De (C.3) se deducen las relaciones
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H(s +ie) — H(s —ie) = ImF(s) = tand;(s)ReF(s),

1
H(s+ie)+ H(s —ie) = —ReF(s). (C.5)
)
Combinando ambas resulta

H (s +ie) = H(s — i€) ¥ | (C.6)

y tomando logaritmos queda que

In H(s +ie) — In H(s — ie) = 2i6;(s) = 2i Im {In H(s)} . (C.7)

Escrito como relacion de dispersién con n sustracciones sera

nl k more dz o 61(2)
mH(s) = 3 [InH(O)® = i/ = e C.8
n H{(s) kz:%][n (0) k;!+7r am2 2"z — S — i€’ (C8)
donde
w_ 4
[ln H(0)] = I In H(s) (C.9)
s=0
Sustituyendo en (C.4) obtenemos que
- )y stst o dz 6(2)
F [ln H(0 —/ — L
(s) = exp{z " k!+7r am2 2" z—s—ie)’
(C.10)

donde F'(0) = 1.
Por tanto,

siendo @, (s) igual a
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Qn(s) = exp {ﬂz_: % cjsk In F(O)} : (C.12)

Como vemos, al expandir en s @, (s) es un polinomio de coeficientes
desconocidos que, en general, tienen que ajustarse con los datos exper-
imentales.

La solucién a la ecuacién de Omnes no es tnica. La ecuacién (C.1)
tiene como unicos requisitos que F'(s) sea una funcién analitica en el
plano complejo salvo un corte en el eje real desde 4m? hasta +oo, vy,
ademads, que 0;(s) sea la fase de F(s) en la parte superior del corte.

Todas estas condiciones son satisfechas por (C.11). Sin embargo,
serfan igualmente satisfechas si hiciéramos ciertas manipulaciones, como,
por ejemplo, utilizar distintos ntimeros de sustracciones, multiplicar la
solucién por un polinomio arbitrario con coeficientes reales, etc.

En un desarrollo en potencias de s de (C.11) esto que acabamos de
comentar equivale a una indeterminacion orden a orden entre la parte
que va en el polinomio y la que va en la exponencial.
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Apéndice D
Anchura de la p

Como ya se ha dicho, existen dos formalismos con los que construir
el lagrangiano quiral de las resonancias. Podemos elegir representar
a las resonancias por medio de un campo vectorial o de un campo
tensorial antisimétrico. En el caso que nos ocupa, el de las resonancias
vectoriales, se denotan respectivamente por Vu y V. Los lagrangianos
construidos con estos campos son Ly para el campo vectorial, dado en
(2.37) v Lyes para el antisimétrico, dado en (2.27).

En [9] se muestra la equivalencia entre los lagrangianos L£; y Ly,
definidos como

»CI = £2 + 'Cres

Lir= Lo+ Ly+ Ly, (D.1)

donde L, es el lagrangiano de orden p? de ChPT y L) es el de orden
p* pero con las constantes L; dadas por VMD y por las restricciones de
QCD a altas energias.

En el capitulo 2 hemos reproducido un ejemplo sencillo (dado en [9]),
el del factor de forma del pién, donde se muestra cémo los resultados
obtenidos por L; y L7 son iguales. En la figura D.1 se ve cudl es la
equivalencia entre los distintos vértices de ambos lagrangianos.

Utilizaremos esa equivalencia de diagramas para mostrar cémo la
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< = /W< + W<
4
LV LV
Figura D.1: Equivalencia entre los vértices de L; y Lyj.

res res

Figura D.2: Diagrama para la autoenergia de la p segin L;.

anchura de la p calculada en el capitulo 4 con el lagrangiano L; es la
misma también para Lj;.

La anchura de la p se obtuvo a partir del diagrama de la figura D.2
y resumando la correccion introducida por el loop por medio de la serie
de Dyson.

Dada la equivalencia diagramética mostrada en la figura D.1 es
obvio que para obtener la anchura de la p con el formalismo vectorial
no basta con calcular con Ly el diagrama del tipo del de la figura D.2
, sino que hay que incluir los diagramas con vértices de L3,. Es decir,
los mostrados en la figura D.3 daran el mismo resultado que el de la
figura D.2.

Si ambos resultados son iguales, es obvio que las correspondientes

< O<
L, o L,
D G D

Ly Ly L

Figura D.3: Diagramas para la autoenergia de la p segin L.
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resumaciones de Dyson también lo son.

Se concluye por tanto que en ambas formulaciones (L; y L) la
expresion de la anchura de la p es la misma, la dada en la ecuacion
(4.41):

M,s 1
I'(s) = 967rpf2 {9 (s - 4mfr) ol + 3 7 (s — 4m§() O'?(} . (D.2)
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Factor de forma

electromagnético del pion

En el capitulo 4 obtuvimos la expresién del factor de forma del pién
para isospin I = 1. Los datos experimentales [38] que aparecen en
la figura 4.4 proceden del proceso ete™ — w7w~. Se han obtenido
midiendo la seccién eficaz del proceso y extrayendo el factor de forma
a partir de la ecuacién siguiente:

o(ete” — ptp~) 4

F(s)

olefe” »afn) 1 <1 B 4m72r>3/2 — ‘2 (E1)

S

Este proceso contiene dos piezas, una con isospin I = 0 y otra con
isospin I = 1. En nuestro resultado para el factor de forma dado en
(4.42) sélo se incluye la pieza I = 1. La correspondiente a I = 0
veremos ahora cémo incluirla.

La expansién sobre niimero de colores muestra como las contribu-
ciones mas importantes son las debidas al intercambio de resonancias
antes que las correspondientes a loops. De acuerdo con ello, la pieza
I = 0 vendra dominada por el intercambio de la resonancia w.

Ahora bien, dado que la G paridad de la w es negativa y la del
par wt@w~ positiva, el proceso w — 77~ no estd permitido dentro del
marco de conservacion de isospin (m, = my). Para poder estudiar este
proceso tenemos que anadir al lagrangiano de las resonancias (2.27) los
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términos siguientes (cuadraticos en campos resonantes), [73]

1 1, 1,
Epw =a g <VMVVMVX+> + 70‘# <V;WX+> + 7‘“}{1 Wi <X+> (EQ)

4/3 24

Los valores relativos de los coeficientes de los distintos términos han sido
deducidos en [73] a partir de la aproximacién de N, grande. También
se daban razones para tomar a = 1, sin embargo nosotros la dejaremos
como una constante arbitraria ya que no necesitamos fijarla.

La parte del lagrangiano de la ecuacién (E.2) que contribuye a la
mezcla p — w es

1
Emix = 5 ®pw p,uzxwlw ) (E3>
siendo
Oy = —a (Am2 ) + 162F2 (E.4)
pw K QCD 3 V. N

Se observa que ©,,, tiene dos partes: una procedente de la diferencia de
masas de los quarks, (Am%)QCD, y otra procedente del acoplamiento
electromagnético entre la p y law. (Am?) ocp ¢s la diferencia de masas
debida tnicamente a QCD y se define como

(Am%()QCD = Bo(ma —my)

= (Mo — mies ) — (m2o —m?2,) (E.5)

Para obtener (E.3) a partir de (E.2) se ha considerado un angulo de
mezcla ideal entre w; y wg para dar los campos fisicos w y ¢ y tal que
sinfy = 1//3.

Una estimacién del pardmetro de mezcla © ,, se obtiene considerando
a = 1. En ese caso resulta 0 ,, = —4500 MeV? y la parte dominante en
este valor procede de la diferencia de masas de los quarks.

En nuestro caso hemos tomado a arbitraria, de modo que la fijare-
mos a partir de la anchura de desintegraciéon de w — w7 .
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Figura E.1: Diagramas involucrados en la desintegraciéon w — w7,

Los diagramas involucrados en este proceso son los mostrados en la
figura E.1. En realidad, el diagrama del loop de kaones sélo contribuye
en un 1%, de manera que no lo tendremos en cuenta.

Por tanto, a partir del primer diagrama, y tomando Gy = f/ V2
tenemos

3 4 O,u|* M3 am2 \ ¥
F(w—>7r+7r_):6—418 7 | p2’ = (1—;};;) :
TS (M2 = M2)" + M2T2 (M) F
(E.6)
El valor numérico de (E.6) es
Mw—77) = (11310 MeV™?) - [0, . (B.7)
Comparando con el valor experimental
[(w—7"77)=0.19 4+ 0.03MeV , (E.8)
obtenemos para |O,,| un valor estimado de
|©,| = 4100 £ 300 MeV? (E.9)

Perfectamente compatible con la estimacién dada para a = 1.

Una vez hecho esto, el lagrangiano (E.3) estd completamente de-
terminado. Podemos calcular ahora la prediccion que nos da para el
factor de forma del pién implicado en el proceso ete™ — wr7n~. Los
diagramas considerados son los de la figura E.2.

El resultado obtenido es el siguiente
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X
e et

Figura E.2: Diagramas que contribuyen al factor de forma del pién

relevante en el proceso ete™ — nta™

— M? s
_ P 2 2 /172
F(s) = 7, ~ 96n2 ) (A (mﬂ/s,mﬂ/Mp)

1 2 2 2 M;? Mﬁ
siendo
a(s) = 10| - (E.11)

3M2]\42

Se han omitido en (E.10) las anchuras de desintegracion en los denom-
inadores, pero obviamente han sido tenidas en cuenta. El resultado
obtenido para F(s) es el mismo que el dado en (4.13) més el cuarto
diagrama de la figura E.2. Dicho diagrama genera el término propor-
cional a «a(s) que da cuenta de la mezcla p — w.

Para este mismo proceso, en [46], los autores sugieren una parametrizaciéon
de la forma

1+ aBW,

F(s) = BW, o

, (E.12)

donde
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_ M5

- M3} —s—iy/sIx(s)
En nuestro caso a(0) = 0 y, por lo tanto, no es necesario dividir por

1 + « para obtener la normalizacién correcta.

En dicho trabajo, el valor de o (que es una constante) varia entre
1.85-1073 y 1.95 - 1073, dependiendo de los valores que se toman para
otros parametros.

En nuestro caso a(s) depende del momento. Para dar una idea
mostramos algunos valores, tomando el valor |0, = 4100 MeV? obtenido
anteriormente.

BWx

(E.13)

af4m?) = 3-107*
a(M?)= 22-107°

a(m?)= 12-1072. (E.14)

Como se puede comprobar son compatibles con los dados en [46].
Tenemos por tanto una expresion para el factor de forma del pién
andloga a la que se obtuvo en (4.13) incluyendo ademads la pieza I = 0
involucrada en el proceso ete™ — 7wtn™.
La resumacién de las correcciones de estado final segin la solucién
de Omnes nos da la siguiente expresién exponenciada para el factor de
forma

F(s) = M];/[i ; [1 + a(s) M];/[i s] (E.15)

X exp {96;;]”2 {A (mi/s,mi/Mg) + ;A (m%(/s,m%/Mg)} } :

La contribucién debida a la mezcla p — w es de orden superior a las
consideradas en (4.42) y por tanto no es relevante en términos generales.
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Figura E.3: Comparacion de la expresién del factor de forma que in-

cluye la mezcla p — w con los datos experimentales [38].

Sin embargo es fundamental, como se ve en la figura E.3, para describir
correctamente la forma del pico producida por la interferencia entre las
resonancias p y w. En dicha figura se ha ampliado la zona del pico. La
curva superior incluye a la w mientras que la inferior sélo incluye a la
p. El resto de la curva es igual tanto si se incluye la mezcla p —w como
si no.
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Relacion entre las constantes
Uiy L

En el capitulo 4, para estimar la validez de la parametrizacién expo-
nenciada del factor de forma del pién (4.42) se compara su prediccién
para la contribucién del orden p° con la calculada exactamente en [32].
En dicho trabajo se calcula el factor de forma del pién a orden p® en
ChPT restringida al grupo SU(2). x SU(2)g, es decir, sélo incluye pi-
ones. En la notacién alli utilizada, las constantes del lagrangiano de
orden p* son las /;.

Para poder comparar con la prediccién dada en (4.42) hemos de
traducir estas constantes £; a sus homdlogas en SU(3), x SU(3)g : las
constantes L] definidas en (2.19). Posteriormente se aplica VMD para
expresar las L en términos de M.

La definicién de las constantes ¢; (independientes de la escala p)
estd dada en [32] y es la siguiente:

S 32m? m?2

2 0(p) —In =, F.1
- (1) (F.1)

112

donde ¢ (u) son las constantes usuales de Gasser-Leutwyler [6, 7] en
SU(2)r x SU(2)r que buscamos.
Los coeficientes 7; toman los valores
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M =1/3, Y2 =2/3, V3= —1/2,

Ya=2, 7% = —1/3. (F.2)

El siguiente paso, de ¢ (u) a L7 (1), lo podemos realizar segin las rela-
ciones dadas en [6]

() = ALy (p) +2L5(p) ,

(1) =4Ly(n),

U3(p) = —8Ly(p) — 4Lg5(p) 4+ 16 L (1) + 8Lg(1)
Cy(p) = 8Ly () +4L5 (1),

Goln) = —2Ly(n). (F.3)

Hay que senalar que en los términos de la derecha de (F.3) no se ha
incluido la contribucién de los loops de kaones que si aparece en [6].
La razén es que aqui estamos pasando de SU(2) a SU(3) y, por
tanto, la contribuciéon debida a loops de kaones ya esta incluida en el
resultado para SU(3) de la parametrizaciéon exponencial.
Por tanto, ya tenemos con (F.1), (F.2) y (F.3) las relaciones nece-
sarias para reexpresar las constantes /; en términos de las L.
Tomando en particular la escala y = M, obtenemos los valores de

{; dados en (4.67) a partir de los valores experimentales de las L! dados
en la Tabla 2.1.



Apéndice G

Kaon Polarizabilities in
Chiral Perturbation Theory

Electric and magnetic polarizabilities are among the fundamental
properties of hadrons and provide valuable information on their inter-
nal structure. They probe the rigidity of a composite system against
the formation of electric (magnetic) dipole moments when an external
electric (magnetic) field is switched on. From an experimental point
of view, it is possible to determine the polarizabilities of a particle by
measuring its Compton scattering. The influence of the polarizabilities
on the vy — PP cross-section is small and one cannot measure them
very precisely, in general, from these analyses [74].

In this Letter we are interested in studying the polarizabilities of
kaons in the framework of Chiral Perturbation Theory (CHPT) [4, 5,
6, 7]. For recent reviews on CHPT see [21, 75]. For the pion polariz-
abilities, the related process 7y — 77 has been studied at O(p*) within
SU(3), x SU(3)g CHPT in [76] and in [77] within SU(2), x SU(2)g,
and to order p® within SU(2);, x SU(2)g CHPT in [78] for the neutral
pions and in [79] for the charged ones. The charged kaon polarizabilities
have been studied within CHPT in [80] to O(p*). Though vy — K K
processes are much beyond the applicability of CHPT because of their
center of mass energy, one can expect CHPT to give a good descrip-
tion of kaon polarizabilities within the usual 20% because of the SU(3)
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kaon mass breaking as we shall after see. The experimental situation
on kaon polarizabilities is very poor at the moment. One could how-
ever expect an improvement in the future either in the projected kaon
factories like DA®NE in Frascati (see [81] for a thorough review of its
physics capabilities) or in the high energy beam experiments at Fermi-
lab and CERN (see [82, 83] and references therein). We will see that in
particular the neutral kaon polarizabilities can offer a nice way to test
hadronic models which predict related form factors in the kaon system.
This is particularly interesting since the same models can be used to
predict form factors for radiative strangeness-changing processes like
the rare decay K — myy.

Expanding in photon momenta near threshold the Compton ampli-
tude for a pseudoscalar boson P one can write down

T (v(q1)P(p1) = v(q2) P(p2)) =

2 [E_ie_é (62 — AT maw, w2) —drmpB (¢ X &) (q_'g X e_é) +-- } . (G.1)

The phase convention we use can be obtained from this amplitude defi-
nition. Here m is the pseudo-Goldstone boson mass and ¢ = (w, ) and
¢ = (0, €) are photon momentum and polarization vector, respectively.
The Compton amplitude above can be decomposed in general as follows

T (V@) P(p1) — (@)P(p2) = —Alt,v) (¢ - @2)(e1 - €) — (a1 - €)(g2 - €1))]
—*B(t,v) [(q1 - @2)(A - e1)(A - €5) + (A q1) (A - g2)(er - €3)

—(A-g)(q-e)(A-e1) — (A qi)(ge-e1)(A-65)] (G.2)

for photons on-shell, where

s=(@+p)’it=(n—@)?; u=(q—p);

v=s—u; A=p+ps. (G.3)

For p? = p3 we have 2A - q; = 2A - ¢ = s — u. The above amplitude
is manifestly gauge invariant.
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The polarizabilities @ and 8 in (G.1) can be obtained from the
amplitudes defined in (G.2) as follows

2

— 3 € . — . 25 .

a—f = 47rm11tg% (A(t,y—t)+8m B(t,y—t))

a+p = ¢ li °B = G4
a+pg = oL (m (t,u—t)). (G.4)

The barred amplitudes in (G.4) are the corresponding amplitudes with
the Born contributions using pseudoscalar propagators to the corre-
sponding order in CHPT subtracted. The @ — 3 combination is pure S
wave while the @ + 3 combination is pure D wave. Here one observes
that polarizabilities are properties at v = t — 0, so the only possible
parameters in the chiral expansion are the ones which explicitly break
chiral symmetry, i.e. masses of the pseudo-Goldstone bosons. In known
examples these corrections are typically of the order of 20 % to 30 %
in the strange sector. The point is that these type of corrections find a
natural framework within CHPT so that CHPT for kaon polarizabilities
is well suited too.

At lowest order in CHPT, the only contribution to the amplitudes
A(t,v) and B(t,v) are the Born type diagrams (see Figure G.1) with
the vertices from the O(p?) Lagrangian

£ = Pf {tr (DLUD"UY) +tr (xUt + Ux')} (G.5)

where U = exp (“?—i‘b) is an SU(3) matrix incorporating the octet of

pseudoscalar mesons

0
B T4 I8 Tt KT
O(r) = =0 = ﬂw_\/é —m o4 KO (G.6)
V2 V2 Ve ’ ’
K- K -z

In the absence of the U(1) 4 anomaly, the SU(3) singlet 7, becomes the
ninth Goldstone boson which is incorporated in the ®(z) field as

(G.7)

X -
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q]_ p2

(a) (b)

Figura G.1: U-channel diagrams contributing to yP — P at order
p?. S-channel diagrams have to be included too. Straight lines are for

bosons and wavy for photons.

Light-quark masses are collected in the matrix M = diag(m,,, mg, ms)
and x = 2By M. The constant Bj is related to the light-quark vacuum
expectation value

(0[gql0) = —F7 By (1 + O(my)) - (G-8)

In this normalization, F{ is the chiral limit value corresponding to the
pion decay coupling F, ~ 92.4 MeV. In the presence of electromag-
netism the covariant derivative D), is

DU =98,U —ile|]A, [Q, U] (G.9)

Here, A, (x) is the photon field and the light-quark electric charges in
units of the electron charge |e| are collected in the 3 x 3 flavor matrix
Q = diag(2,—1,—-1)/3.

At next-to-leading order there are contributions from the Born-type
diagrams in Figure G.1 but with vertices from the order p* Lagrangian
(see [6, 7] to find the explicit form) and one-loop diagrams in Figure
G.2 and Figure G.3 with vertices from the O(p?) Lagrangian in (G.5).
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M

I 2 /A VAN

(a) (b)

Figura G.2: Pseudoscalar electromagnetic form factor diagrams con-
tributing to vP — P at order p*. S-channel and symmetric diagrams
have to be included too. Lines like in Figure G.1

The terms of the O(p*) Lagrangian in [6, 7] are the needed coun-
terterms (the so-called L;s couplings) to make the one-loop diagrams
with O(p?) vertices UV finite. For neutral pseudo-Goldstone bosons,
the first not vanishing contribution to the Compton scattering ampli-
tude come only from diagrams in Figure G.3 [76, 77]. In fact, using the
gauge invariance structure of the Compton amplitude in (G.2), one can
reduce the calculation of the O(p*) contributions for neutral pseudo-
Goldstone bosons to just diagram (d) in Figure G.3. This is because
the coefficients of the non (€ - €) terms plus gauge invariance deter-
mine uniquely the amplitudes A(t, v) and B(t,v) and at this order only
diagram (d) can generate non (e; - €5) terms. Of course the result is
finite. In addition there are no counterterms to this order so that the

result we get for the K° Compton scattering amplitudes up to order p*
in CHPT is
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T sl

(@) (b)
/\/\ﬂ\/\@vm

(©) (d)

VA AVAVE VAT AVAN

Figura G.3: Diagrams contributing to vP — P at order p*. Crossed

diagrams have to be included too. Lines like in Figure G.1
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2

t
K arctan2< 2)] ;

B(t,v) =0 . (G.10)

4dm

The complete neutral kaon polarizabilities to order p* is

o = PBro=0. (G.11)

0

Remember that the polarizabilities for the 7° at this same order ob-

tained from the results in [76, 77] are
e? 1
Atm, 96m2F?
where we have resummed the higher order corrections that change Fj
into Fj.
For charged pseudo-Goldstone bosons, there are order p* contribu-
tions from the diagrams in Figures G.1, G.2, and G.3. In addition there

are the diagrams which give wave function and mass renormalization.
The complete result up to O(p*) for the charged kaon is the following

2 2 8
Alt = —— 4+ —(Lg+ L
(tv) t—1/+t+l/+F02(9+ 10)

Qo = — B0 = = —0.54 x 10~*fm? (G.12)

1 3 2m2 o t
- —— |- arctan
1672F2 |2 ¢ amZ — ¢

4m? t
K arctan? —— ||

17 1 1
B(t,v) — tL_VHH] . (G.13)
This result agrees with the one found in [80]. The corresponding com-
plete charged kaon polarizabilities to order p* are
_ 5 e’ 4 —4¢ 3
A+ = =P+ = o F—I%(Lg + L1p) = (0.64 £0.10) x 10~ " fm
(G.14)
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where we have included the higher corrections that change Fj into Fx
and used the recent result in [84].

Lo+ Lip=(1.6+0.2) x 1073, (G.15)

Let us now study the results we have obtained in (G.11) and (G.14).
Could we have gotten them from some symmetry relation 7 In the
~vP — ~P process, the pseudoscalar boson P has to be in one of the
three SU(2) subgroups of SU(3). Then, unless the center of mass energy
in some channel is enough to produce any of the rest of the octet multi-
plet particles in (G.6), they can be integrated out of the effective theory
and make the calculation within the corresponding SU(2) CHPT. Of
course in each one of these SU(2) the coupling constants depend on the
ratio of the masses of the particles not integrated over the ones of the
integrated particles and of F? over the masses of the integrated parti-
cles. It has then little sense for numerical purposes to integrate out the
pion in the case of calculations involving kaons just because in nature
we have obviously not access to the effective couplings of the U-spin
SU(2) and the V-spin SU(2) CHPT. It can nevertheless be useful for
understanding some results and/or getting new results. The effective
couplings corresponding to the SU(2) isospin are known to O(p*), they
are the so-called ;s couplings defined in [5]. For mp # 0 polarizabilities
are in the situation described above.

Therefore, formally the calculation of pion polarizabilities can be
done in the isospin SU(2) CHPT, of charged kaon within the V-spin
SU(2) CHPT and of neutral kaons within the U-spin SU(2) CHPT. Of
course, the couplings in each case will be different. Let us see what
are the things we can obtain from this observation. Since the quarks
in the u-d isospin system and in the u-s V-spin system only differ for
QCD in the presence of electromagnetism by the mass of the quarks
the calculations of charged kaon polarizabilities can be obtained from
the ones of charged pions by exchanging pion masses by kaon masses.
If we know the relation between the order p* isospin SU(2) couplings
l;s and the SU(3) couplings L;s, we can have the result for the charged
kaons too just by translating the [;s couplings in the complete isospin
SU(2) result to SU(3) couplings and changing pion by kaon masses.
The relation between ;s and L;s can be found in [6, 7, 8]. We find
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the result in (G.14) without any SU(3) calculation. Of course, some
SU(3) calculation was needed in order to make the relation between the
SU(2) and the SU(3) couplings, but these could be easier (for instance
two-point or three-point functions calculations) and they are universal.

We cannot apply the same trick for the neutral kaon polarizabilities
because this SU(2) subgroup differs from the other SU(2) subgroups
also in the electric charge of the components (s-d in this case). So the
result in (G.11) cannot be obtained from the neutral, charged pion or
charged kaon polarizabilities. This system has the peculiarity in turn
that we can only form electrically neutral bosons. From this, we can
easily obtain the result in (G.11) as follows. Making the calculation of
the neutral kaon polarizabilities to O(p*) in the U-spin means that there
are no loop contributions since there are no photon—pseudo-Goldstone
boson order p? vertices. Noticing that there are no counterterms in the
U-spin CHPT calculation either leads to the result in (G.11). This is
because we get zero at O(p?) in the complete (counterterm plus loops)
SU(2) calculation which can only give zero when making the trick above
explained to go to SU(3). Therefore the vanishing result for the neutral
kaon polarizabilities at order p* is a result of chiral symmetry plus the
fact that the K° belongs to an SU(2) subgroup where there are only
neutral pseudo-Goldstone bosons.

One can see from the results in [76, 77] that, at order p*, the kaon
loops do not contribute to the pion polarizabilities. This is just an
accidental symmetry and it has not to happen at higher orders. In
general, there can be terms in the pion polarizabilities that go to a
constant when myg — oo in the kaon loops of SU(3), x SU(3)r CHPT.
These terms are included in the values of the I;s SU(2) couplings.

The order O(p®) calculation of the charged pion polarizabilities has
been done in [79]. We could use the trick above again to calculate the
O(p") chiral log contributions to the charged kaon from the charged pion
calculation. Here we also need the relation between the corresponding
order p® couplings for which one needs SU(3) calculations. Notice that
these relations mix the SU(3) chiral loop contributions with the SU(3)
counterterms. The needed SU(3) calculations could be easier however
than YK+ — K™ itself and as said before universal. For instance from
two-point and three-point function calculations to order p®. For the
neutral kaon polarizabilities, the order p° relative size cannot be guessed
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because its a complete new contribution so both logs and counterterms
to order p® have to be computed. If calculated in the U-spin CHPT,
the O(p®) chiral logs for the neutral kaons polarizabilities are again
zero because there are neither photon—pseudo-Goldstone boson order
p* vertices, there are however non-zero counterterm contributions of
order p°® this time. To get the corresponding SU(3) result we need
again the relation between the corresponding order p® which however
could be obtained from easier SU(3) calculations as said before.

Let us finally analyze the possibilities that offer kaon polarizabili-
ties for studying the low-energy hadronic interactions between pseudo-
Goldstone bosons.

For pions and the charged kaon, the combination of polarizabilities
@ — 3 is not zero already at order p* while the combination @+ 3 starts
at order p®. Remember that many experimental fits to pion polariz-
abilities are made with the order p* constraint @ + 3 = 0; this has no
sense for the neutral kaon. For the neutral kaon we have obtained that
both combinations are first non-zero at order p®, so they are naturally
expected to be of the same order of magnitude. This does not happen
in any of the other systems.

The study of both the charged and the neutral kaon polarizabilities
is very interesting in relation with the information they can give on
the explicit breaking of chiral symmetry through kaon masses. As said
before CHPT is the natural framework to study such effects. In par-
ticular the neutral kaon polarizabilities are proportional to mg, so the
proportionality factor between the neutral kaon polarizabilities and m g
is a direct measure of such explicit chiral symmetry breaking effects.

The fact that the neutral kaon polarizabilities start at order p® make
them also very interesting for checking different hadronic models for
counterterms. In particular in checking the way they incorporate the
explicit chiral symmetry breaking effects. In the case of the neutral
kaon, notice that SU(3) chiral symmetry together with electromag-
netism forces the amplitudes A(t,v) and B(t,v) in (G.2) to go to zero
when both mg and ¢ go to zero. Any hadronic model has to satisfy
this constraint. For the neutral pions this is only true in the large N,
limit and m, and ¢ going to zero.

Calculations of the counterterms appearing in charged and neutral
kaon polarizabilities can be found for instance in [85] using a Nambu-—
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Jona-Lasinio model with no vector-like interactions, in [86] using an
extended Nambu—Jona-Lasinio model with also spin-one interactions,
in [87] using the so-called quark confinement model. The measurement
of kaon polarizabilities and in particular the neutral kaon ones can then
test the predictability for the order p® counterterms of these models and
others as vector meson dominance ones. Here we want to emphasize
that these checks are only meaningful if a full CHPT calculation (i.e.
chiral logs and counterterms) at order p® is made since we have no
way of estimating their relative weight. The analysis of neutral kaon
polarizabilities can also provide very useful information that could be
used in predicting some rare kaon decays form factors for instance. We
find then the neutral kaon polarizability very interesting theoretically
and deserving further experimental effort at the planned kaon facilities
and experiments.
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